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Prefácio da primeira edição 


Que outrem possa louvar esforço alheio, 
Cousa é que se costuma e se deseja; 
Mas louvar os meus próprios, arreceio 
Que louvor tão suspeito mal me esteja; 
E, para dizer tudo, temo e creio 

Que qualquer longo tempo curto seja; 
Mas, pois o mandas, tudo se te deve; 
Irei contra o que devo e serei breve. 


L. Camões “Os Lusíadas”, Canto III. 


Este segundo volume do Curso de Análise trata das funções de diver- 
sas variáveis reais. Como é natural, sua leitura pressupõe uma certa fa- 
miliaridade com funções de uma variável. Além disso, admitem-se conhe- 
cidas algumas noções básicas de Álgebra Linear. O primeiro volume do 
Curso é a referência óbvia (mas não necessária) para os pré-requisitos de 
Análise. Para a Álgebra Linear, basta a leitura dos primeiros capítulos 
de qualquer dos bons livros existentes na praça. 

As principais diferenças entre a Análise de uma e a de n variáveis 
têm suas origens em dois fatos. O primeiro é que a topologia dos subcon- 
juntos de R” fica muito mais complicada quando n > 1. (Por exemplo, 
os únicos subconjuntos conexos da reta são os intervalos, mas é im- 
possível classificar topologicamente os subconjuntos conexos de R” se 
n > 2.) Em segundo lugar, a Álgebra Linear, que em dimensão 1 é 
desnecessária, (pois as matrizes 1 x 1 e as transformações lineares de 
R em R se confundem com números reais) torna-se indispensável para 
formular os conceitos e demonstrar os teoremas do Cálculo Diferencial 
das funções com mais de uma variável. 

A infinita variedade de tipos topológicos de subconjuntos do espaço 
R”, que servirão de domínios para as funções que estudaremos, em- 
presta a este livro um conteúdo bastante geométrico, em contraste com 
o caráter predominantemente aritmético do Volume 1, e nos leva a de- 
dicar todo o primeiro capítulo à topologia do espaço euclidiano. Os 
conceitos ali apresentados e o ponto de vista adotado situam-se no con- 
texto da Topologia Geral. (No espírito de [8], por exemplo.) Salvo a 


circunstância de serem mais complexas em dimensão maior do que um, 
estas noções não diferem muito das suas homônimas em dimensão 1. 


Entretanto, a presença da Topologia se faz mais conspícua e profunda 
nos Capítulo IV e VII, onde surgem de modo natural as questões que 
levaram Gauss, Riemann, Kronecker e outros a abordarem problemas 
de Análise com métodos que mais tarde viriam a fazer parte da Topolo- 
gia Diferencial. Seria inútil tentar evitar perguntas naturais de Análise, 
como as consideradas naqueles capítulos, sob a alegação de que as respos- 
tas envolvem conceitos não-triviais de Topologia, tais como homotopia, 
grau, etc. A atitude mais adequada nos parece a de enfrentar os proble- 
mas com as ferramentas criadas para esses fins, as quais posteriormente 
se difundiram e foram definitivamente incorporadas à Matemática de 
hoje. 

Acreditamos que a exposição aqui feita das integrais curvilíneas e de 
superfície é suficientemente elementar para ser acessível a quem leu o 
primeiro volume e tenha alguma experiência com Álgebra Linear. De 
resto, é bom lembrar que esses assuntos não são novos em livros de 
Análise. A integral de Kronecker, por exemplo, já aparece no primeiro 
volume do “Traité d' Analyse” de Picard, em 1891. 


Quanto à Álgebra Linear, sua posição no ensino de hoje é bem me- 
lhor do que era para os estudantes da minha geração. Não foi necessário 
incluir no livro uma introdução a essa disciplina, pois ela já se encon- 
tra suficientemente difundida, tanto na literatura disponível (mesmo em 
língua portuguesa) como em vários cursos em nível de graduação. É de 
se esperar que vetores, matrizes, transformações lineares, etc. consti- 
tuam a linguagem natural para tratar o Cálculo Diferencial pois, afinal 
de contas, este se baseia na idéia de aproximar, na vizinhança de cada 
ponto de seu domínio, uma função “arbitrária” por uma função linear 
(chamada sua derivada) e, a partir das propriedades desta, (presumivel- 
mente mais fáceis de constatar) obter informações sobre aquela. 

Apenas a circunstância de que, em dimensão 1, uma transformação 
linear se confunde com um número real é que leva a considerar a deri- 
vada como sendo um número. Em dimensões superiores a verdade se 
revela: a derivada é uma transformação linear. Com base nesta ob- 
servação, os resultados e métodos da Álgebra Linear são ubíquos nos 
tratamentos modernos do Cálculo Diferencial. Seu uso sistemático traz 
grandes vantagens de conceituação, notação, unificação e generalização. 

Menos divulgada do que a Álgebra Linear propriamente dita, é seu 
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prolongamento conhecido como Álgebra Exterior. Esta fornece o forma- 
lismo adequado para o tratamento algébrico de certas noções geométricas 
elusivas, como a orientação, e o fundamento para o estudo das formas 
diferenciais. Como se sabe desde Elie Cartan, as formas constituem os 
objetos mais convenientes para serem colocados sob o sinal de integral, 
principalmente quando não se deseja assumir compromisso com algum 
sistema de coordenadas. 

Admitindo conhecidas as propriedades elementares dos determinan- 
tes, começamos o último capítulo deste livro com uma exposição sucinta 
de Álgebra Exterior, a qual usamos como base para o estudo das integrais 
de superfície. Procuramos manter a generalidade e o formalismo dentro 
de limites aceitáveis enquanto que, por outro lado, exploramos algumas 
das excelsas virtudes do Cálculo Diferencial Exterior. Esperamos que o 
leitor possa sentir a elegância e a força dos métodos ali esboçados e se 
aposse desse poderoso instrumento para usos posteriores. 

Ainda que isto não pareça claro nas páginas que se seguem, ao es- 
crevê-las fui muito influenciado pelos livros de Picard, Courant, Phillips, 
Valiron e Graves citados na lista de referências. Cada um deles tem sido 
para mim um professor solícito, um conselheiro sábio, uma fonte de ins- 
piração, um modelo a imitar. 

Em termos mais concretos, fui também bastante estimulado por um 
grupo de amigos, temporariamente meus alunos num curso do IMPA, 
cujo entusiasmo pelo assunto e interesse pelo prosseguimento do livro 
foram uma importante ajuda. Não podendo mencionar a todos, gosta- 
ria pelo menos de destacar os que mais fiscalizaram meus descuidos e 
me auxiliaram na correção do manuscrito e das provas. Deixo consigna- 
dos, pois, meus agradecimentos a Jonas de Miranda Gomes, José Felipe 
Voloch, Katia Frensel e Paulo Ney de Souza, aos quais deve também o 
leitor a ausência de alguns cochilos desagradáveis. 

No plano da elaboração gráfica, sou grato a Wilson Góes, pela boa 
vontade e eficiência no preparo de mais um dos inúmeros manuscritos que 
já lhe entreguei. Agradeço ainda aos senhores João D. Affonso e Wilson 
Siviero, da AM Produções Gráficas Ltda. e Gráfica Editora Hamburg 
Ltda., respectivamente, e às excelentes equipes que eles comandam, pela 
competência, pela boa vontade e pelo excepcional acolhimento que têm 
dado às nossas publicações. 


Rio de Janeiro, 14 de julho de 1981 
ELON LAGES LIMA 


Prefácio da décima edição 


As sucessivas edições deste livro se beneficiaram da colaboração de 
leitores atentos, que apontaram várias correções a serem feitas. Dentre 
eles, quero agradecer a Florêncio Guimarães, Pedro Ziúhke de Oliveira, 
Diógenes Justo e Rick Rischter. 

A oitava edição foi redigitada eletronicamente por Wilson Góes, e 
as figuras executadas por Francisco Petrúcio Cavalcante. Rogério Dias 
Trindade encarregou-se de incorporar as revisões. A todos esses amigos 
quero agradecer cordialmente. 

Por último, mas não por menos, registro aqui minha gratridão a 
todos os colegas que adotaram o livro em seus cursos e aos leitores que 
nele estudaram. 


Rio de Janeiro, dezembro de 2007 


ELON LAGES LIMA 
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Capítulo I 


Topologia do Espaço 
Euclidiano 


1 O espaço vetorial R” 


Seja n um número natural. O espaço euclidiano n-dimensional é o 
produto cartesiano de n fatores iguais a R: 


Rº=RxRx-:xR. 


Os pontos de R” são, pois, todas as n-listas x = (x1,...,Zn) cujas 
coordenadas z1, ..., Zn São números reais. Dados x = (x£1,..., £n) € Yy = 
(y1,...,Yn) em R” tem-se x = y se, e somente se, £1 = Y1,---,Xn = Yn- 


R! = R é a reta, isto é, o conjunto dos números reais. R? é o plano, 
ou seja, o conjunto dos pares ordenados z = (x,y) de números reais. R3 
é o espaço euclidiano tridimensional da geometria analítica, cujos pontos 
são os ternos ordenados p = (x,y,z). Às vezes é conveniente considerar 
também R? = {0}, o “espaço de dimensão zero”, formado pelo único 
ponto 0. 

Dados x = (x1,...,2n), y=(y,...,;Yn) em R” e um número real 
a, definimos a soma x+yeo produto a-x pondo 


c+y=(m+yo Tn +H Yn) 
A-T = (Omi saçÕEA) 


Estas operações fazem de R” um espaço vetorial de dimensão n sobre o 
corpo dos reais, no qual o elemento neutro para a adição é 0 = (0,...,0) 
e o simétrico de x = (£1,..., £n) é —x = (—11,...,—%n). 
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Os elementos de R” serão às vezes chamados pontos e às vezes veto- 
res. Geometricamente, considerar x € R” como vetor significa imaginar 
a seta que tem origem no ponto 0 e extremidade em z. 

No espaço vetorial R”, destaca-se a base canônica ou base natural 
fei,..., en), formada pelos vetores 


e1 =(1,0,...,0),e2=(0,1,...,0),...,en = (0,...,0,1), 


que têm uma coordenada igual a 1 e as outras nulas. Dado x = 
(21,...,%n) em R”, tem-se 


£ = T1: e1 H't tin en. 


A base canônica do espaço euclidiano permite estabelecer uma bijeção 
natural entre o conjunto L(R”;R”) das aplicações (ou transformações) 
lineares A: R” > R” eo conjunto M (nxm) das matrizes reais (a;;) com 
n linhas e m colunas. A matriz (aij) que corresponde à transformação 
linear A é definida pelas igualdades 


(=) A-eg=> ae; (7 = Ls asas 
i=1 


Assim, a matriz (a;;) da transformação linear A: R” — R” tem como 
colunas os m vetores Á: ej = (a1j,...,Gnj) E€ R”, imagens (ou trans- 
formados) por A dos vetores da base canônica de R”. Reciprocamente, 
dada uma matriz (aij) com n linhas e m colunas, as igualdades (*) 
definem os valores de uma aplicação linear A: R™ — R” nos m ve- 
tores da base canônica. Como se sabe, isto é suficiente para definir 
o valor de A em qualquer vetor x = (£1,..., £m) E R”, tendo-se 
Av=7- A+ tim Aem. 

Cada matriz real n x m pode ser considerada como um ponto do 
espaço euclidiano R”™: basta escrever suas colunas, uma após a outra, 
numa linha. Assim, sempre que for conveniente, podemos substituir 
o conjunto L(R™; R”) das aplicações lineares de R” em R”, ora pelo 
conjunto M(n x m) das matrizes reais com n linhas e m colunas, ora 
pelo espaço euclidiano nm-dimensional R”™”. 

Um tipo especialmente simples de aplicações lineares é fornecido pe- 
los funcionais lineares f: R™ — R. Dado o funcional linear f, sejam 
a = f(e1),...,am = f(em) os valores que ele assume nos vetores da base 
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canônica. Para qualquer x = (71,...,Ym) E€ R”, temos x = X r;e; , logo 
fa) = X zif (ei), ou seja: 


f(x) = ax + + amim. 


Note que (a1,...,am) é a matriz 1 x m da aplicação linear f. 

Em particular, dado o número natural à € [1, m], seja m;: R™ > Ro 
funcional que se anula em todos os vetores da base canônica exceto um, 
a saber, o vetor e;, para o qual se tem r;(e;) = 1. Então m;(x) = x; = i- 
ésima coordenada do ponto x € R”. Assim, m; é a i-ésima projeção do 
produto cartesiano R™ no seu fator R. Os funcionais lineares 71,...,Tm 
constituem uma base do espaço vetorial L(R™; R) = (R”)*, chamada a 
base dual da base canônica de R™. 

Uma aplicação y: R” x R” — R? chama-se bilinear quando é linear 
separadamente em relação a cada uma das suas variáveis. Isto significa 
que se tem: 


plz +x, y) = plz, y) + o(a”, 9); 
plz, y +y) = plz, y) + (x,y); 
plax, y) =a: p(z,y); 
p(z, ay) =a: p(x,y), 


quaisquer que sejam x,x' € R™, yy E€ R” ea e R. Se ọ é bili- 
near então, para x = (x1,...,im) ey = (y,...,Yn) arbitrários vale: 
plr, y) = p(X tiei Dyjej) = >, xy; pei ej), de modo que q fica in- 


2,9 
teiramente determinada pelos mn valores ọy(e;,ej) E RP que assume 
nos pares ordenados de vetores básicos (e;,e;). Note que y(x,0) = 
(0, y) = O quaisquer que sejam x ER”, y ER”. 


2 Produto interno e norma 


Um produto interno num espaço vetorial real E é uma regra que faz 
corresponder a cada par de vetores x,y E€ E um número real, indicado 
por (x,y), de tal modo que, para quaisquer x, s’, ye E ea ER, se 
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tenham: 


PIL (x,y) =(y,2); 

PL2 (v+2/,y) = (2,y) + (x,y); 
PLS (om tao) = Coy 
PIA %#0 = (1,0) >0 


Isto se exprime dizendo que um produto interno é uma função real 
simétrica, bilinear, positiva definida, Ex E >R. 

O exemplo mais importante é o produto interno canônico do espaço 
euclidiano R”, o qual é dado por 


(ey) = T1Y1 + + EnYn , 


onde g = (iz: En) €Y = (Visor Yn): 
Salvo menção explícita em contrário, o produto interno canônico é o 
único que consideraremos no espaço euclidiano R”. 


Observação: A maneira mais geral de se definir um produto interno em 

R” é a seguinte: toma-se uma matriz real (a;;), n Xn, simétrica, positiva 
n 

(isto é, X aijxixj > 0 para todo x £ 0), e põe-se (x,y) = >, ajjtiy;. 


191 
O produto interno canônico corresponde a tomar a matriz identidade. 


Dado x € R”, escreveremos |x| = „/ (x, £), ou seja, 


jel = y2? +-+ t a, 


Tem-se |z|? = (x, xz}, de modo que |z| = 0 & zr=0e |z| >0 6 r£0. 

O número |z| chama-se a norma euclidiana ou o comprimento do 
vetor x € R”. 

Dois vetores x,y E€ R” dizem-se ortogonais quando (x,y) =0. Eviden- 
temente, O é ortogonal a todos os vetores de R”. Também e; é ortogonal 
a e; sei Æj. 

(2.1) Um caso menos banal de ortogonalidade é o seguinte: dados 
x,y E€ R”, com y £ 0, e pondo-se a = (x,y) /|y|2, o vetor z = x — ay é 
ortogonal a y. 
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Com efeito, (2,9) = (E = ay, y) = (x,y) = aly, y) = (x,y) o aly|? = 
Usaremos agora a observação acima para demonstrar a desigualdade 
fundamental da Geometria Euclidiana. 


Teorema 1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer x,y € 
R”, tem-se |(x,y)| < |z|- |y]. Vale a igualdade se, e somente se, um dos 
vetores x, y é um múltiplo escalar do outro. 
Demonstração: Isto é óbvio se y = 0. Se, porém, for y Æ 0, poremos 
a = (x,y) /|y|?. Como acabamos de ver, o vetor z = x — ay é ortogonal 
a y. Segue-se daí que 

|z|? = (z + ay, z + ay) = |z|? + a2|y|2?, donde 

|z|? > a?lyl? = (£, y)°/lyl, ou seja: 

|z[2|y|2 > (2,2, como queríamos demonstrar. Vale a igualdade se, e 
somente se, z = 0, ou seja, £ =Q: y. 


Observação: A prova acima é válida para qualquer produto interno, 


com |z| = y (z, £). 

A norma euclidiana |x| = /(x,x) goza das seguintes propriedades, 
onde x,y ER”, a €R e |a| significa o valor absoluto do número real 
a: 

N1. |x+y| < |z| + lyl; 
N2. Ja- z| = jal- lal; 


N3. xz#0 > |z|>0. 


As duas últimas são evidentes e a primeira propriedade decorre da 
desigualdade de Cauchy-Schwarz. Com efeito: 


lz +y? = (£ +y, x +y) = lx? + ly? + 2z, y) < 
2 
< Jæ? + y|? + 2ļxl- |y] = (Ju) + Iyl)“. 
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De um modo geral, uma norma num espaço vetorial E é qualquer 


função real | |: E > R que cumpra as condições N1, N2 e N3 acima 
estipuladas. 
Note-se que, tomando a = 0 em N2, vem |0| = 0 e pondo a = —1 


vem | — z| = |x|. Pondo y = —x em N1 obtemos 0 = |0| = |z + (—x)| < 
|z| + | — x| = 2|x|, donde |x| > 0 para todo x € E. 

Observe que |z — y| = | — (xz — y)| = |y — z]. 

Há uma infinidade de normas que se podem considerar no espaço 
euclidiano R”. A norma euclidiana é motivada pela fórmula do compri- 
mento de um vetor no plano em coordenadas cartesianas, que se prova 
com o Teorema de Pitágoras. Para noções geométricas, ela é a mais na- 
tural. Quando não dissermos explicitamente qual a norma que estamos 
considerando em R”, fica subentendido que se trata da euclidiana. Por 
outro lado, há duas normas que são de manipulação formal mais simples, 
as quais poderemos utilizar em R”, quando houver conveniência. Elas 
são: 


[Elm = Máx. {|z1ļ,...,|£nl}, (Norma do Máximo) 


Izis = |z1| +- + [£n]. (Norma da Soma) 


As condições N1, N2 e N3 são fáceis de verificar para estas duas 
normas. Também é simples mostrar que, para todo x € R” vale 


jæļm < |z| < |z|s < n- |z|m, 


onde |z| é a norma euclidiana. Estas desigualdades servirão para mostrar 
que as 3 normas acima são equivalentes, no sentido que definiremos no 
84 a seguir. 

Advertimos que as notações |x|m e |x|s não serão usadas sistema- 
ticamente para indicar as normas que acabamos de definir. Assim, por 
exemplo, se estivermos aplicando apenas a norma |z| num determinado 
contexto, poderemos indicá-la com a notação |z|, por simplicidade. 

Uma norma num espaço vetorial E dá origem a uma noção de dis- 
tância em E. Dados x,y € E, a distância de x a y é definida por 


d(x,y) = e — yl. 


As condições N1, N2 e N3, que a norma satisfaz, implicam imediata- 
mente que a distância goza das seguintes propriedades, para x,y,z € E 
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quaisquer: 


A primeira dessas propriedades é chamada a desigualdade do triân- 
gulo. Ela exprime que o comprimento de um dos lados de um triângulo 
não excede a soma dos comprimentos dos outros dois lados. Sua demons- 
tração se faz assim: 


d(x, z) = |z — z| = |(£ — y) + (y - 2)| < |z - yl + |y - z| = 
= d(x,y) + d(y, 2). 


Uma norma arbitrária | | num espaço vetorial E pode não provir de 
um produto interno, isto é, nem sempre existe um produto interno (,) 
em E tal que |z|? = (x,x) para todo x € E. Com efeito, se a norma 
provém de um produto interno, então vale a identidade do paralelogramo 


ja + y)? + Ja — yl? = 2(Ja|2 + |y]?), 


que diz ser a soma dos quadrados das diagonais de um paralelogramo 
igual à soma dos quadrados dos seus quatro lados. Com efeito, temos 


lz +y? = (£ +y, x+y) = lel? + ly? + x,y), 
|z — y? = (z -yz — y) = |z|? + yl? — 2z, y). 


Somando membro a membro, obtemos a identidade desejada. 

Ora, a identidade do paralelogramo não é válida para toda norma. 
Por exemplo, as normas |x|m = Máx (|x1|,..., |znly e |xis = Xļz:| em 
R” não a cumprem. (Tome x = e1 ey = e2.) Logo essas normas não 
provêm de produto interno algum em R”. 

Uma consequência simples, porém útil, dos axiomas N1, N2 e N3 é 
que, dada uma norma | | em R”, para x,y € R” quaisquer tem-se: 


[lel = ul] < x — yl. 


Com efeito, a desigualdade acima significa que —|x — y| < |æ| — |y| < 
|z — yl, ou seja, que |y| < |z| + |z — y| e |z| < [yl + |x — yl. Isto se segue 
de N1, pois y = z + (y — xz) e x = y + (z — y). 
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3 Números complexos 


Além da estrutura de espaço vetorial, existente em todos os espaços 
euclidianos R”, o plano R? possui uma multiplicação, segundo a qual o 
produto de z = (x,y) por w = (u,v) é definido pela seguinte regra: 


z- w = (xu — yv, zu + yu). 


Esta multiplicação é comutativa, associativa, distributiva em relação 
à adição e admite o vetor e; = (1,0) como elemento neutro multiplica- 
tivo, isto é, tem-se z - e1 = z para todo z € R2. 

Quando quisermos dizer que estamos considerando R? munido da 
multiplicação acima definida, usaremos a notação C = R? e chamaremos 
os pontos z = (x,y) de números complexos. 

Como (1,0) = (y,0) = (x + y,0) e, na multiplicação de complexos, 
vale (1,0) - (y,0) = (xy,0), concluimos que a imersão natural f: R > C, 
definida por f(x) = (x,0), preserva as operações de adição e multi- 
plicação, isto é, f(x +y) = f(x) + f(u) e f(x- y) = f(x) - f(y). Em 
vista disto, identificaremos x com f(x), isto é, consideraremos R C C, 
(2,0) = x e, em particular, (0,0) = 0, e; = 1 (unidade real). Usa-se a 
notação i = (0,1) = e» (unidade imaginária). Como i2 = (—1,0) = —1, 
escreve-se às vezes į = y—1. Para todo número complexo z = (x,y), 
temos z = xey +yes = x +yi. Com esta notação, a definição do produto 
z-w se torna natural: para multiplicar z = x + yi por w = u + vi, 
opera-se como se fosse com números reais, tendo-se apenas o cuidado de 
substituir 12 por —1. Assim: 


= (xu — yv) + (xv + yui. 


No número complexo z = x + yi, x chama-se a parte real e y 
a parte imaginária. O número Z = x — yi chama-se o conjugado de 
z. Por analogia com os reais, a norma euclidiana (única a ser usada) 
|z| = y xz? + y? chama-se o módulo do número complexo z. Verifica-se 
facilmente que |z| = |Z|, z: Z= £? +y? = |z|? e |z- w| = |z|- |w| para 
quaisquer z, w € C. 

Se z Æ 0, pondo w = Z/|z|? obtemos z : w = 1. Logo todo elemento 
z = (x,y) 0 em C possui o inverso multiplicativo 


E x =y 
* Cpo (Fy pr) 
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Em particular, se |z| = 1 então 271 = Z. 

O conjunto C dos números complexos é portanto um corpo. (Vide 
Cap. 3 do Volume 1.) O conjunto C — {0}, dos números complexos 
não-nulos, é um grupo abeliano multiplicativo. O círculo unitário S! — 
{x + yi € C; x? +y? = 1), conjunto dos números complexos de módulo 
1, é um subgrupo multiplicativo de C — {0}, pois se z,w € S! então 
Iz-wl=I|z|-lwu|=1elz!|=|z7]=1,logoz-w, ze St. 

Definiremos a aplicação exponencial £: R — S1, pondo E(t) = cost + 
i- sent. 

(3.1) € é um homomorfismo do grupo aditivo R dos números reais 


sobre o grupo multiplicativo S! dos números complexos de módulo 1. 


Demonstração: Para quaisquer s,t € R, temos é(s+t) = cos(s+t) +i- 
sen(s+t) = (cos s-cost—sen s-sent)+i(cos s-sent+-sen s-cost) = (cos s+ 
isens)(cost+isent) = &(s) - E(t). (Vide Volume 1, pág. 392.) Logo & é 
um homomorfismo. Para provar que & é sobrejetiva, seja a +yi € St, isto 
é, £? +y? = 1. Então z € [-1,1]. Como cos: R — [1,1] é sobrejetiva, 
existe t € R tal que cost = x. Logo sent = +V1 — cos? t = +vV1 — r? = 
+y. Se for sent = y, então E(t) = x + yi. Se for sent = —y então 
E(—t) = cos(—t) +isen(—t) = cost — isen t = x +yi. De qualquer modo, 
é é sobrejetiva. 


Tem-se (s) = E(t) se, e somente se, os números reais s, t têm o 
mesmo cosseno e o mesmo seno, donde s — t = 2kr, ke Z. Em 
particular, é(t) = 1, se, e somente se t = 2kr, k € Z, ou seja, o núcleo 
do homomorfismo é é o conjunto dos múltiplos inteiros de 27. 

Desenvolvendo cost e sent em série de potências, obtemos a igual- 

00 
dade formal cost + isent = 5: (it)? /nl. Isto sugeriu a Euler a notação 
n=0 
= cos t+i sen t para o que chamamos acima E(t). O fato de é: R — S1 
ser um homomorfismo significa que el) = eis . ett, (dl = e7” = 
conjugado de e*. Mais geralmente, para todo n € Z, vale (e)? = ent, 
Isto significa que (cos t+ i sen t)” = cos(nt) +i sen(nt), igualdade conhe- 
cida como fórmula de Moivre. 


ett 


Todo número complexo z £ 0 é o produto z = |z|- z/|z| de um 
número real positivo |z| = r por um número complexo z/|z| = e*, de 
módulo 1. A expressão z = r- e*, com r > 0 et € R, chama-se a 


forma polar do número complexo z £ 0. Nela, o módulo r = |z| é 
univocamente determinado a partir de z, mas o número real t, chamado 
(um) argumento de z, não é único: se t é argumento de z então os demais 
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argumentos são os números t+ 2km, kEZ. 

A forma polar é conveniente para a multiplicação de números com- 
plexos: se z = r- e e w = q-e então w- z = qr- élt), Assim, 
para multiplicar dois números complexos, multiplicam-se os módulos e 
somam-se os argumentos. Para a divisão, temos w -27t =q- r~! elst) 
ou seja, dividem-se os módulos e subtraem-se os argumentos. 

Seja A = a + bi # 0. Em virtude da distributividade e da comuta- 
tividade da multiplicação de números complexos, a multiplicação por A 
define uma transformação linear A: R > R2, com A.z=A-z. Note 
que Aé invertível, sendo sua inversa a multiplicação por A” 1. A matriz 
da transformação A tem como vetores-coluna A : e} = A-1 = (a,b) e 


A- e2 = A- i= (—b,a), logo tal matriz tem a forma 


a —b 
b a 
O determinante desta matriz é igual a a? + b? = |A[2. 
Quando |A| = 1 então |A-z| = |z| e (Aw, Az) = (w, z) para quaisquer 
w,z E R°, como se verifica diretamente. Neste caso, a transformação 


linear A preserva a norma e o produto interno em RÊ. Pondo então 
A = cos0 + isen, a matriz de A tem a forma 


cos — sen 
sen 0 cos 0 
e À se chama uma rotação positiva (pois det À > 0). 
Sejam u,v,w,z € S! vetores unitários no plano. Diremos que o 


ângulo (u,v) é igual ao ângulo 4 (w,z) quando existir uma rotação 
positiva, isto é, um número complexo A de módulo 1 tal que A- u = w, 


A-v= z. Isto equivale a afirmar que vu”! = zw”!. Estamos definindo 
igualdade entre ângulos “orientados”, isto é, I(v,u)sev Æ +u. Mais 
precisamente q (u,v) = (v,u),poisu-vl=v-ul 


Mais geralmente, se u,v, w,z E€ C — {0}, dizemos que 3 (u,v) = 
3 (w,z) quando 4 CES = a (=). ou seja, quando os 
ângulos entre os vetores unitários correspondentes são iguais. Isto sig- 
nifica que existe uma rotação positiva A € Sl tal que A -u = a- w, 
A-v=8-2zcoma>0e8>0. (Aqui a = |ul/jw| e 8 = |v|/|z].) 

Tem-se 4 (u, v) = %(w,2) se, e somente se, vu ! = q-e" e zw! = 


r-et comqg>0, r>0€eteR. O número t se chama uma medida 
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em radianos do ângulo Y(w,z). As outras medidas desse ângulo são 
t+2kmr, k E Z. Segue-se daí que são bem definidos o cosseno e o seno 
do ângulo 4 (w, z): se zu”! = r - e* então pomos cos 4 (w, z) = cost 
e sen A(w,z) = sent. Em outras palavras, se w = q: eê e z = r. e” 
então cos (w, z) = cos(t — s) e sen 4 (w, z) = sen(t — s). Observe que 
cos 43 (w, z) = cos 4 (z, w) mas sen 4 (w, z) = — sen 4 (z, w). 

A transformação linear A: R? > R2, definida por A-z = A-z (onde 
A é um número complexo Æ 0) preserva ângulos, ou seja, se w e z são 
vetores não nulos, I(A-w,A4-z)= 4(w,z). A éo que se chama 
uma semelhança positiva: consta de uma rotação positiva (multiplicação 
por A/|A|) seguida de uma homotetia (multiplicação pelo número real 
|A| > 0). 

Se w = |wl(coss + isens) e z = |zl(cost + isen t) são vetores não- 
nulos no plano, seu produto interno é 


(w, 2) = |w] |z| (coss- cost + sen s - sent) = |w] |z| cos(t — s) = 
= |w] |z| cos 4 (w, 2), 


o que nos dá de volta a definição clássica do produto interno: o produto 
dos módulos vezes o cosseno do ângulo formado pelos dois vetores. 


4 Bolas e conjuntos limitados 


Uma norma em R” permite que sejam definidas algumas noções 
geométricas básicas, que passamos a apresentar. 

A bola aberta de centro num ponto a € R” e raio r > 0 é o conjunto 
dos pontos x € R” cuja distância ao ponto a é menor do que r. Usaremos 
a notação B(a;r) para indicar esse conjunto. Assim: 


B(a;r) = {x € R”;|r -a| <r}. 


Analogamente definiremos a bola fechada Bla;r| e a esfera Sla;r], 
ambas com centro a e raio r, pondo: 


Bjla;rl=(zxeR";jr-al<rfeSla;r]=(xeR";|zr-al=r). 
Segue-se que B[a;r] = B(a;r)U Sla;r]. 


Quando n = 1, a bola aberta B(a;r) de centro a e raio r na reta Ré o 
intervalo aberto (a —r,a+r), a bola fechada B/a; r] é o intervalo fechado 
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[a—r,a+r] e a esfera S[a;r] reduz-se ao conjunto formado pelos dois 
pontos a—r e a+r. Note que as três normas usuais do espaço euclidiano 
coincidem quando n = 1. 

Para n = 2, tomando a norma euclidiana, as bolas no plano chamam- 
se discos (abertos ou fechados) e as esferas reduzem-se a círculos. 

Se n = 3, a norma euclidiana define no espaço bolas e esferas que 
correspondem às imagens que delas fazemos. 


A A 


o d-- 


A forma geométrica das bolas e esferas dependem em geral, é claro, 
da norma que se usa. Se, em vez da norma euclidiana, tomarmos no 
plano R2, por exemplo, |z|m = maxf|x|, || como norma de z = (x,y), 
a bola de centro c = (a,b) e raio r será o quadrado de lados paralelos 
aos eixos de coordenadas, cada lado tendo comprimento 2r, e diagonais 
cortando-se no ponto c. Por outro lado, se tomarmos a norma da soma, 
lzls = |z| + |y|, a bola de centro c e raio r será o quadrado cujas diago- 
nais são paralelas aos eixos coordenados, ambas com comprimento 2r, 
encontrando-se ainda no ponto c. 

Analogamente, a norma do máximo no espaço R? produz bolas com 
forma de cubos de arestas paralelas aos eixos, enquanto que, na norma 
da soma, as bolas em R? são octaedros com diagonais paralelas aos eixos. 

De um modo mais geral, observamos que se a = (a1,...,an) então 
a bola B|a;r] C R”, definida pela norma |x|m = max(|x1],...,|lznlb é o 
produto cartesiano B/a;rj=[|ay — r,ay +r] x --- x [an — r,an +r]. Com 
efeito, |z — a| < r & |z1 —m|<r,...,|zxn— a| < r. Do mesmo modo, 

n 
usando ainda a norma do máximo, temos B(a;r) = Į] (a;i — r,a; +r) 
i=1 
para a bola aberta. Estas propriedades tornam a norma do máximo 
conveniente em relação ao produto cartesiano. 

O teorema seguinte diz que as bolas relativas a diferentes normas em 

R” têm em comum o fato de serem convexas. 
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Sejam x,y € R”. O segmento de reta de extremos x, y é o conjunto 
lz, y] ={(1— t)z +ty;0<t<1}. 


Um subconjunto X C R” diz-se convexo quando contém qualquer 
segmento de reta cujos extremos pertençam a X, ou seja: x,y E X > 
[x,y] C X. 

Todo subespaço vetorial E C R” é convexo; toda variedade afim 
a+ E = (a+z;z € E) (onde E C R” é um subespaço vetorial) é 
convexa. Se X C R” e Y C R” são convexos então o produto cartesiano 
X x Y C RH” é convexo. Um exemplo de conjunto não-convexo é 
X = R” — {0}. Tem-se e} E€ X, —e1 E€ X mas 0 € [-e,ei). 


Teorema 2. Toda bola B C R” é conveza. 


Demonstração: Seja B = B(a;r) a bola aberta de centro a e raio 
r >0. Se x,y € B então |x —aļ| < r eļ|y—a|< r. Para qualquer 
t € 0,1], temos: 


|(1 -tx + ty — a| = |( - t)(x — a) + t(y — a)| < 
<(1-tjz-al+tly—a|<r. 


Uma demonstração inteiramente análoga se faz no caso de uma bola 
fechada Bla; r]. 


Note que a demonstração acima usa apenas as propriedades N1, N1 
e N3 da norma, que pode ser arbitrária. 

Um subconjunto X C R” diz-se limitado quando existe um número 
real c > 0 tal que |x| < c para todo x € X. Isto equivale a dizer que X 
está contido na bola fechada de centro na origem e raio c. 

Se existir alguma bola Bļ|a;r], de centro arbitrário, contendo X 
então, para todo x € X, tem-se |z — a| < r. Pondo c = r + |a| te- 
mos então 


xz EX > |z| =|r-—a+a| < |z-—a|+lļa| < r+ la| = c, 


logo X é limitado. Assim, um conjunto X C R” é limitado se, e somente 
se, está contido em alguma bola (cujo centro não é necessariamente a 
origem). 

Em relação às três normas usuais do espaço R”, as desigualdades 


ž 


T < lx < |z| < n- xy mostram que um conjunto X c R” é 
M S M q J 
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limitado em relação a uma dessas normas se, e somente se, é limitado 
em relação a qualquer das outras duas. 

Para cada i = 1,2,...,n, a à-ésima projeção m;i: R” — R foi definida 
por m;i(x) = x; = i-ésima coordenada de x. 


Teorema 3. Um conjunto X C R” é limitado se, e somente se, suas 
projeções Xı = m(x),...,Xn = Tn(X) são conjuntos limitados em R. 


Demonstração: Começamos com uma observação preliminar: dados 
os conjuntos C4,...,C, CReX C R”, tem-se X C C1 x- X Cn & 
m(X) C Cr...,tn(X) C Cn. Para demonstrar o teorema, podemos 
escolher em R” qualquer das 3 normas usuais. Tomemos a norma do 
máximo. Então X C R” é limitado < para algum c > 0, tem-se X C 
Bl0;c) = [-c,c)x---x[-c, c] (n fatores) & m(X) c [-e,c),...,Tn(X) C 
[-c,c) & m(X),...,Tn(X) são limitados em R. 


5 Segiiências no espaço euclidiano 


Uma seqüência em R” é uma aplicação x: N — R”, definida no 
conjunto N dos números naturais. O valor que essa aplicação assume no 
número k é indicado com x; e chama-se o k-ésimo termo da sequência. 
Usaremos as notações (zk), (x1,%92,...,%k,.- ) OU (Xy)keN para indicar a 
sequência cujo k-ésimo termo é x, € R”. 

Uma subsegiência de (x) é a restrição da sequência a um subcon- 
junto infinito Nº = (ki < k2 < -< ki < ---} C N. A subsegiência é 
indicada pelas notações (xy )ken' OU (Lk; jien OU (Lj, Zka; -+ -3 Eki) 

Diz-se que a seqüência (x) é limitada quando o conjunto dos seus 
termos é limitado em R”, ou seja, quando existe um número real c > 0 
tal que |x| < c para todo k € N. 

Uma seqüência (x) em R” equivale a n sequências de números reais. 


Com efeito, para cada k € N temos £k = (Zp1,%k2,---,Tkn) Onde Tki = 
Til£k) = i-ésima coordenada de zp (i = 1,2,...,n). As n sequências 
(Zki)lken (i = 1,...,n) são chamadas as seqüências das coordenadas 


de (x). Assim, por exemplo, no plano R?, uma seqüência de pontos 
Zk = (xy, Yk) é o mesmo que um par de seqüências (x), (yk) de números 
reais. 

Segue-se imediatamente do Teorema 3 que uma sequência (xp) em R” 
é limitada se, e somente se, cada uma de suas sequências de coordenadas 
(£ki)ken (1 < i< n) é limitada em R. 
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Diz-se que o ponto a € R” é o limite da sequência de pontos x € R” 
quando, para todo £ > 0 dado, é possível obter ko € N tal que k > ko > 
lx; — a| < e. Neste caso, diz-se também que (x) converge para a ou 


tende para a, escreve-se lim x, = a, lim zk = a, limgzą = a, ou 
k— o keN 
simplesmente x, — a. 


Quando existe o limite a = lim zg, diz-se que a sequência (x) é 
convergente. Caso contrário, diz-se que (x) é divergente. 

Por exemplo, uma seqüência constante (a,a,...,a,...) é obviamente 
convergente e seu limite é a. Por outro lado, sea # b então (a,b,a,b,...) 
é uma sequência divergente. 

Tem-se lim x = a & lim |x — a| = 0. Isto reduz a convergência em 
R” à convergência de números reais > 0. 

(5.1) Em termos de bolas, tem-se lim x, = a se, e somente se, qual- 
quer bola aberta de centro a contém todos os termos x; salvo, possivel- 
mente para um número finito de índices k. (Com efeito, sece >0é0 
raio da bola e kg é o número natural que corresponde a £ na definição 
de limite, fora da bola B(a;£) só poderão estar, no máximo, alguns dos 
termos x1,...,Zko:) 

(5.2) Resulta da observação acima que toda seqüência convergente é 
limitada. De fato, se lim x, = a então fora da bola aberta de centro a e 
raio 1 existem no máximo os termos x1,...,Xk da sequência. Se r é o 
maior dos números 1, |xı—alļ,...,|£ko — a|, vemos que todos os termos 
da sequência estão contidos na bola Bla; r]. 

A recíproca é falsa: se a Æ b, a sequência (a,b,a,b,...) é divergente 
e limitada. 

(5.3) Segue-se também da caracterização do limite por meio de bolas 
que se lim x, = a então toda subsequência de (xy) tem ainda limite igual 
aa. Ou seja: toda subsequência de uma seguência convergente é ainda 
convergente e tem o mesmo limite. 

(5.4) Outro fato elementar, porém essencial, é que o limite de uma 
sequência convergente é único. Ou seja, se lim x, = a e lim x, = b, então 
a =b. Com efeito, para todo k € N temos: 


0 < ja — b| < |zk — al + |£k — b|. 
Logo lim |x — a| = lim |z — b| = 0 => a = b. 


Em particular, se lim xy = a e uma subseqüência de (xp) converge 
para o ponto b € R”, então a = b. 
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A definição de limite de uma sequência em R” faz uso de uma norma. 
As desigualdades que relacionam as 3 normas usuais do espaço euclidiano 
nos dão, entretanto: |x;—alm < |xk—a| < |xp—als < nlz—alm . Segue- 
se daí que lim|xz, — alum = 06 liml|z,—a|=0& lim|z, — als = 0. 
Portanto, a afirmação lim x = a independe de qual das 3 normas usuais 
estamos considerando. (No final deste parágrafo, mostraremos que a 
noção de limite de uma sequência em R” permanece a mesma seja qual 
for a norma que considerarmos.) 

Na demonstração do teorema abaixo, usamos em R” a norma do 
máximo, por conveniência. Resulta do que acabamos de dizer que o fato 
nele enunciado é válido seja qual for a norma, dentre as 3 usuais, que 
seja tomada na definição de limite. 


Teorema 4. Uma segiiência (xk) em R” converge para o ponto a = 


(a1,..., Gn) Se, e somente se, para cada i = 1,2,...,n, tem-se lim £ki = 
k—00 


ai, ou seja, cada coordenada de £k converge para a coordenada corres- 
pondente de a. 


Demonstração: Como |xk; — a;| < |xy — a|, vemos que lim zk = a > 


k—00 
lim zki = a; para cada à = 1,...,n. Reciprocamente, lim xp; = q; 
k—>00 k—o00 
para todo à = 1,2,...,n então, dado £ > 0, existem números naturais 


k1,...,kn tais que k > ki > |£ki — x] < €. Seja ko = max{kı,..., kn}. 
Então k > ko > |xk — a| = max |zk; — ai| < £. Logo lim xy = a. 
t 


Corolário. Dadas as segúências convergentes de termos £k, Yk E R” e 
ar ER, sejam lim zk =a, limy,=belima,=a. Então: 

1) lim(£zk + Yk) = a + b; 

2) imap te = 0 

3) lim (xp, Yk) = (a, b); 

4) lim |z| = Jal. 

Com efeito, utilizando os fatos conhecidos sobre limites de somas 
e de produtos de números reais, vemos que, para cada i = 1,...,n, 
valem lim (x; — Yki) = ai + b; e lim Q&kzki = «q -a;. Em vista do 

k—oo k—oo 


NO SO so a 


Teorema 4, as igualdades 1) e 2) ficam demonstradas. Analogamente, 
dim (£k, Yk) = lim (mpg + eee + LknYkn) = abı +-+: + anbn = (a, b). 
Isto prova 3). Finalmente, lim|z| = lim y (£k, £k} = y (£k, £k) = 

(a, a) = |a|, o que prova 4). Também poderíamos provar 4) observando 


que | |z| — la| | < |xx — aļ. Esta maneira tem a vantagem de valer para 
qualquer norma, euclidiana ou não. 
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Teorema 5. (Bolzano-Weierstrass). Toda segiência limitada em R” 
possui uma subseguência convergente. 


Demonstração: Sabemos que o Teorema de Bolzano-Weierstrass é 
válido na reta: toda sequência limitada de números reais possui uma 
subsequência convergente. (Vol. 1, pag. 123.) Dada a sequência limi- 
tada (x) em R”, as primeiras coordenadas dos seus termos formam uma 
sequência limitada (£kı)ken de números reais, a qual possui uma sub- 
sequência convergente. Isto é, existem um subconjunto infinito Ny C N 


e um número real a; tais que lim x, = q. Por sua vez, a sequência 
keN1 


limitada (xk2)ken, de números reais, possui uma subseqüência conver- 

gente; podemos obter um subconjunto infinito Nə C Nı e az E R tais 

que Jim tr = ao. E assim por diante, até encontrarmos conjuntos 
EN» 


infinitos N D Ny D N2 D --- D Nn e números reais a1,...,Gn tais que 
fim Tki = q; para i = 1,2,...,n. Então pomos a = (ay,...,0n) e vemos, 
EN; 
pelo Teorema 4, que Jim £k = q, O que conclui a demonstração. 
ENn 


Diz-se que um ponto a € R” é valor de aderência de uma segiiência 
de pontos x E€ R” quando alguma subseqüência de (x) converge para 
a. O Teorema 5 diz que o conjunto dos valores de aderência de uma 
sequência limitada em R” nunca é vazio. Se uma seqüência (xy) em R” 
(necessariamente ilimitada) não possui valores de aderência, escreve-se 
lim x = 00. Isto significa que (x) não possui subsequência limitada, ou 
seja, que para todo número real A, dado arbitrariamente, existe ko € N 
tal que k > ko > |zk| > A. 

Do mesmo modo como para sequência de números reais (Vol. 1, pág. 
121) se mostra que o ponto a € R” é valor de aderência da sequência (xp) 
se, e somente se, toda bola de centro a contém termos x, com índices 
arbitrariamente grandes. Mais precisamente: dados € > 0 e kg € N, 
existe k > ko tal que |xp — a| < e. 

Uma. segiiência convergente possui um único valor de aderência. A 
recíproca não vale: a seqüência de números reais (1,2, 1,3,1,4,1,5,...) 
possui o único valor de aderência 1 mas não converge. Temos, entre- 
tanto o 


Teorema 6. Uma segiência limitada em R” é convergente se, e somente 
se, possui um único valor de aderência. 


Demonstração: Seja a um valor de aderência da seqüência limitada 
(£k). Se não for a = limzx, então existe € > 0 tal que o conjunto 
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N’ = {k € N; £k É B(a;c)! éinfinito. A subseqiiência (xp) en! é limitada 
e seus termos satisfazem todos a condição |z — a| > e. Pelo Teorema 5, 
ela possui uma subsequência que converge para um ponto b € R”. Ora, 
de |r — a| > £ para todo k € N’, concluímos por passagem ao limite 
que |b — a| > £. Então b Z a e a sequência (xy) tem pelo menos dois 
valores de aderência distintos. Isto demonstra metade do Teorema 6. A 
recíproca é imediata. 


Estenderemos agora ao espaço euclidiano o Critério de Cauchy para 
convergência de sequências de números reais. 

Uma sequência (xy) em R” diz-se uma segiência de Cauchy quando 
para todo € > 0 existe ko € N tal que k,r > ko > |£k — £r| < €. 

Usando em R” a norma do máximo, temos 


|Ek — £r| = max{|£k1 — Eril, -- - ,|Ekn — £rnl}, 


logo (xx) é uma sequência de Cauchy em R” se, e somente se, para 
cada à = 1,...,n, a sequência (£ii, Xi; ...,Tki;--- ) das suas i-ésimas 
coordenadas é uma sequência de Cauchy de números reais. Isto conduz 
ao 


Teorema 7. Uma segiiência (xp) em R” é de Cauchy se, e somente se, 
é convergente. 


Demonstração: Se (x) é uma sequência de Cauchy então, para cada 

i = 1,2,...,n, suas i-ésimas coordenadas formam uma sequência de 

Cauchy de números reais (£ķi)ķen , à qual possui o limite a; = lim Tki. 
k— 00 


(Vol. 1, pág. 127.) Seja a = (a1,...,an). Resulta do Teorema 4 acima 
que a = lim zk. Logo toda sequência de Cauchy em R” é convergente. 
A recíproca é imediata. 


Generalizando as desigualdades que relacionam as 3 normas usuais 
do espaço euclidiano, diremos que duas normas arbitrárias | | e || || em 
R” são equivalentes quando existirem constantes a > 0 e b > O tais que 


|x| < allx]| e ||æ]| < bx) para todo x € R”. 


Se, para todo x € R” e todo r > 0, indicarmos com as notações 
B(x,r) e B((x;r)) respectivamente a bola aberta de centro x e raio 
r segundo as normas | | e || ||, as desigualdades acima significam que 
B((x;r)) C B(x;ar) e B(x;r) C B((x;br)). 
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A equivalência entre normas é uma relação reflexiva, simétrica e 
transitiva. As 3 normas usuais do espaço euclidiano são equivalen- 
tes umas às outras. É claro que se || e || || são equivalentes, então 
lim |x; — a| = 0 & lim||z; — al| = 0, isto é, normas equivalentes dão 
origem à mesma noção de limite no espaço R”. Finalmente, se duas 
normas em R” são equivalentes, um conjunto X C R” é limitado em 
relação a uma delas se, e somente se, é limitado em relação à outra. 

Demonstraremos agora o principal resultado a respeito de equiva- 
lência entre normas. 


Teorema 8. Duas normas quaisquer no espaço R” são equivalentes. 


n 
Demonstração: Seja |z| = 5: |x;| a norma da soma. Por transitivi- 
i=1 
dade, basta demonstrar que uma norma arbitrária ||x|| em R” é equiva- 
lente a esta. Em primeiro lugar, seja b = max(|Jeil|,..., |len||+. Então, 
para qualquer x = (714,...,%n) E€ R” temos 
lall = ||£1e1 +: ++ + £nenl| < Jal leal +-+ + [æn] lenll < b- |z]. 


Resta provar que existe a > 0 tal que |z| < al|x|| para todo z € R”. 
Suponha, por absurdo, que não seja assim. Então, para cada k € N, 
podemos achar xy € R” tal que |x,.| > k- ||x,.||. Ponhamos ux = £k/|z£pl. 
Isto nos dá ||ux|| = ||xx||/|xx| < 1/k e |ux| = 1 para todo k. A sequência 
(uk) é, portanto, limitada em relação à norma da soma. Pelo Teorema 
de Bolzano-Weierstrass, ela possui uma subseqüência (ux;) que converge 
para um ponto u € R”. Por um lado, temos |u| = E |u; | = 1, donde 


u + 0. Por outro lado, para todo j € N temos 
[jul] < luk; — ul) + [lur || < bjux, — ul + 1/k;. 


Como as duas últimas parcelas acima tendem para zero quando j — oo, 
concluimos que ||u|| = 0, donde u = 0. Esta contradição demonstra o 
teorema. 

Praticamente todos os conceitos introduzidos e por introduzir, bem 
como resultados demonstrados ou a demonstrar neste livro, têm sua ex- 
tensão e sua validez inalteradas se substituirmos a norma que estamos 
usando por outra equivalente. O Teorema 8 então diz que para esses 
fatos, podemos usar qualquer norma em R”. Continuaremos porém ad- 
mitindo que, salvo menção explícita em contrário, a norma adotada em 
R” é a euclidiana. Isto tem a vantagem de deixar um produto interno 
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à nossa disposição. Quando houver conveniência, lançaremos mão de 
outra norma, que será quase sempre uma das que chamamos “usuais”. 


Exemplo. Como aplicação do teorema acima, mostraremos que uma 
sequência de polinômios p(t) = ako +akıt +: -+aknt”, todos de grau < 
n, converge para o polinômio p(t) = ao+ayt+---+ant”, uniformemente 
no intervalo não degenerado [a, 5], se, e somente se, para cada à = 
0,1,...,n, a sequência (ay;) pen dos coeficientes de tê nos polinômios py 
converge para o coeficiente a; de t' no polinômio p. Com efeito, existe 
um isomorfismo entre R”+! e o espaço vetorial dos polinômios reais de 
grau < n, o qual faz corresponder a cada ponto x = (ao,...,an) E 
R”+1 o polinômio pa(t) = ao + at +--- + ant”. Vê-se facilmente que 
||z|| = supflp=(t)|; t € [a, 8]} define uma norma em R”+!. Em relação a 
esta norma, z — a em R"* significa que Pa, — Pa uniformemente no 
intervalo [a 3]. Como duas normas quaisquer em R"+! são equivalentes, 


pondo £k = (0k0,0k1,---5Gkn) € a = (a9,01,...,0n) vem: dim di = di 
— 
para todo i & lim ||x; — a|| = 0 & lim py = p uniformemente em [a, 6]. 


6 Pontos de acumulação 


Seja X C R”. Um ponto a € R” chama-se ponto de acumulação do 
conjunto X quando toda bola aberta de centro a contém algum ponto de 
X, diferente do ponto a. Noutros termos, para todo E > 0, deve existir 
x E€ X tal que 0 < |z — a| < €. 

Por exemplo, seja X C R” a bola aberta de centro na origem e raio 
r > 0. Todo ponto a € R” com |a| = r é ponto de acumulação de X. 
Com efeito, dado € > 0, podemos, sem perda de generalidade, supor 
e < 2r. Então o ponto x = (1 — £/2r)a pertence à bola X, é diferente 
de a e tem-se |a — z| = €/2 < €. 

O conjunto dos pontos de acumulação de X será representado pela 
notação X’. X’ chama-se o conjunto derivado de X. 

Como vimos no exemplo acima, um ponto de acumulação do conjunto 
X pode não pertencer a X. 


Teorema 9. Dados X C R” ea € R”, as seguintes afirmações são 
equivalentes: 


1) a é ponto de acumulação de X; 
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2) Existe uma segiência de pontos x, E X, com limzk =a e zk Za 
para todo k € N; 


3) Toda bola aberta de centro a contém uma infinidade de pontos 
de X. 


Demonstração: Supondo 1), para todo k € N, obtemos um ponto 
£k E X tal que 0 < |£ — a| < 1/k, donde x, £ a e lim zk = a. Logo 1) 
=> 2). Por outro lado, supondo 2) então para qualquer ko € N o conjunto 
{xzk;k > ko} é infinito porque do contrário haveria um termo zę que se 
repetiria infinitas vezes e isto forneceria uma subseqüência (constante) 
convergindo para o limite x £ a. Então 2) => 3). Finalmente, é óbvio 
que 3) implica 1). 


Corolário. Se X' # Ø então X é infinito. 


Um conjunto infinito pode não possuir ponto de acumulação. Tal 
é o caso do conjunto Z C R dos números inteiros. Vale entretanto o 
teorema abaixo, também chamado “Teorema de Bolzano-Weierstrass”. 


Teorema 10. Se X CR” é infinito e limitado então X' £ Ø. 


Demonstração: Sendo infinito, X contém um subconjunto enumerável 
(rr, £2,..., £k... }. Obtemos assim uma sequência (zp), a qual é li- 
mitada, logo, pelo Teorema 5 (Bolzano-Weierstrass), admite uma sub- 
sequência que converge para um ponto a € R”. Como os termos £k 
são 2 a 2 distintos, no máximo um deles é igual a a. Eliminando-o, se 
necessário, obtemos uma sequência de pontos de X, todos diferentes de 
a, com limite a. Pelo Teorema 9, a é ponto de acumulação de X. 

Se a € X não é ponto de acumulação de X, diz-se que a é um ponto 
isolado de X. Para que isso aconteça, é necessário e suficiente que exista 
e>0 com B(a;je)NnX = {a}. 

Quando todo ponto a € X é isolado, dizemos que X é um conjunto 
discreto. 


7 Aplicações contínuas 


Seja f: X — R” uma aplicação definida no conjunto X C R”. Diz- 
se que f é contínua no ponto a € X quando, para qualquer £ > 0 dado, 
se pode obter ô > 0 tal que todo ponto x € X cuja distância ao ponto a 
seja menor do que ô é transformado por f num ponto f(x) que dista de 
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f(a) menos que £. Em linguagem simbólica 


Ve>090>0; xE X, |r-—a|< ô= |f(x) — f(a)| <e. 


Em termos de bolas, a continuidade de f no ponto a se exprime 
assim: para toda bola aberta B’ de centro f(a) em R” existe uma bola 
aberta B de centro a em R” tal que f(BN X) c P’. 

Se f: X — R” é contínua em todos os pontos do conjunto X, diz-se 
simplesmente que f é uma aplicação contínua. 

A continuidade é um fenômeno local: se cada ponto a € X é centro de 
uma bola B tal que a restrição f | (BOX) é contínua, então f: X >R” 
é contínua. 

Embora a definição de continuidade de uma aplicação f: X > R” 
(X c R”) faça uso de uma norma em R” e outra em R” (ambas in- 
dicadas acima com a mesma notação), segue-se da definição de normas 
equivalentes e do Teorema 8 que a continuidade (ou descontinuidade) de 
f num ponto persiste se alterarmos uma dessas normas ou ambas. 

Como se vê facilmente, se f: X — R” é contínua então, para Y C X, 
a restrição f | Y é uma aplicação contínua. 

Um caso trivial de continuidade é o seguinte: se a é um ponto isolado 
do conjunto X, então toda aplicação f: X — R” é necessariamente 
contínua no ponto a. Com efeito, existe ô > 0 tal que B(a; ô)NX = {a}. 
Assim, para qualquer € > 0 dado, tomamos este valor de ô e temos 
xrEX, lxca<ó>r=a>|f(x)-fla))=0<e. 

Vejamos agora outros exemplos de aplicações contínuas. 

Dado X c R”, uma aplicação f: X — R” diz-se Lipschitziana 
quando existe k > 0 (constante de Lipschitz de f) tal que, para quaisquer 
x,y E€ X, tem-se |f(x) — f(y)| < k|x — y|. Toda aplicação Lipschitziana 
é contínua: dado € > 0, basta tomar ô = €/k. Então |z — a| < ô => 
|f(x)—f(a)| < k|r—a| < k-e/k = £. Ser ou não Lipschitziana independe 
das normas. 

(7.1) Toda transformação linear A: R” — R” é Lipschitziana. Com 
efeito, seja c = max{|A - ej|,:-- ,|A - emlt. Então, para todo x = 
(21,..., Um) E R” temos 


|A -x| = |A - (© ziei)| = |E xA - ei| < Eļzi| - |A- ei] < c- Xlzil. 


Tomando em R” a norma da soma, temos |4 - x) < clx| para todo 
x € R”. Então, para x,y € R” arbitrários, vale: 


Ac Ay = |A; (x= y)| < ez — yl. 
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Assim, A cumpre a condição de Lipschitz, com uma constante igual à 
maior das normas dos vetores-coluna de sua matriz. Em particular, A é 
contínua. 

(7.2) Seja agora y: R” x R” — R? uma aplicação bilinear. Salvo 
no caso trivial em que é identicamente nula, y não é Lipschitziana mas, 
conforme mostraremos agora, goza dessa propriedade em cada parte 
limitada de R” x R” = R”*", Consideremos neste espaço a norma da 
soma e chamemos de c o maior dos números |y(e;,e;), 1 < i < m, 
1 <j <n. Para quaisquer x € R”, y € R”, temos x = > xi, 


t 
y=} yjej, æl lul =} lz: luz] e p(z, y) = >, tiyj plei, ej). Logo 
J tJ UN) 


fole y) < J leil luil lelei e;)| < e $. leil lul = €- ll ly 


tj bj 
Então, dados arbitrariamente z = (x,y) e z’ = (x',y) em R™ x R”, vale: 


lo(z) — (2) = llr, y — y) + yle — x’, y) < 
< olz, y — 9) + lele — 2,99] < elle) |y — yl + |y] le- 2º). 


Se z e z’ pertencem ambos à bola B[0, r] em R™+”, temos, em particular, 
Ix|<rely|<r. Assim: 


p=) < er (e-l ty) Serer]: 


Portanto y cumpre uma condição de Lipschitz (com constante c-r) em 
cada bola B[0,r] do espaço R™ x R” = R"*". Em particular, toda 
aplicação bilinear é contínua. Casos especiais de aplicações bilineares 
são: a multiplicação de números reais, p: R x R > R, ọ(z,y) = 
xy; a multiplicação de um escalar por um vetor, y: R x R” > R”, 
pla, x) =a- x; o produto interno y: R” x R” —> R, (x,y) = È ziyi; 
a multiplicação de matrizes y: R” x R? >RPP, ọ(X,Y)=X.-Y,e 
a “avaliação” q: L(R™; R”) xR” > R”, y(A, x)= A(x). Segue-se que 
todas essas aplicações são contínuas. (No caso da última, identifica-se 
L(R™; R”) com R™”.) 

Um caso particular de aplicações Lipschitzianas é o das imersões 
isométricas, que são aplicações f: X — R” (X c R”) que preservam 
as distâncias, isto é, cumprem |f(x) — f(y)| = |x — y| para quaisquer 
x,y E€ X. Uma imersão isométrica f: X — R” é sempre injetiva, pois 
Ha) = fly) > |z — y| = | f(x) — f(y)| = 0, donde x = y. Exemplo 
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de imersão isométrica: para m < n seja f: R” — R” dada por f(x) = 
flita mn = (irris bm suo 0): 

Uma imersão isométrica f: X — R”, com f(X) = Y, chama-se uma 
isometria de X sobre Y. Sua inversa f~!: Y — R” é uma isometria de 
Y sobre X. 

Exemplos particularmente simples de isometrias são as translações 
Ta: R™ — R”, definidas com auxílio de um vetor fixo a € R”, pondo- 
se Ta(x) = x + a. Evidentemente cada translação Ty é bijetiva, pois 
Ta = (Ta) !. As translações não são aplicações lineares, salvo Ty = 
identidade. Uma transformação linear A: R™ — R” é uma isometria 
se, e somente se, é ortogonal, ou seja (Ax, Ay) = (x,y) para x,y € R” 
arbitrários. Uma transformação ortogonal A se caracteriza pelo fato de 
que os transformados (A -e1,..., A-em) dos vetores da base canônica de 
R” formam uma base ortonormal de R™. Isto equivale a dizer que as 
colunas da matriz de A são duas a duas ortogonais, de comprimento 1, 
ou seja que o produto 4*. A, da transposta 4* por À, é igual à matriz 
identidade. 

Uma contração fraca f: X — R” é uma aplicação Lipschitziana com 
k = 1, ou seja, com |f(x)— f(y)| < |zr—y| para quaisquer x,y € X CR”. 

Exemplos de contrações fracas são: 

a) a soma de vetores s: R” x R” — R”, definida por s(x,y) = z +y. 

De fato, tomando em R” x R”? = R?” a norma da soma, vem 


|s(x,9) — s(z',y')| = (2 +y)- (2 +y’) = x — 2)+(y— 9] < 


<lo-z+y—y] = (x,y) — (2,99). 

b) As projeções m;: R” > R, definidas por m;(x) = x;, onde x = 
(x1,...,Zm). Tem-se |mi;(x) — mi(y)| = |z; — yil < |x — y|, podendo-se 
tomar em R” qualquer das 3 normas usuais. 

c) À norma | |: R” — R. Com efeito, para quaisquer x,y € R”, tem- 
se ||æ| — |y|| < |z — y|. Daí resulta que a distância d: R™ x R” 5 R, 
definida por d(x,y) = |x — y|, também é uma contração fraca (desde que 
tomemos em R™ x R” a norma da soma). Com efeito, 


ld(x,y) — (2,99) = e > yl - | > y'i | < Iæ- y) = (x - y’) = 


=|æ- x +y -y| < |e- r'| + ly- yl = (2,9) - (2,99). 


Em particular, as aplicações consideradas nos exemplos a), b) e c) 
são contínuas. 
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Se trocarmos a norma de R”* ou de R”, uma contração fraca continua 
sendo Lipschitziana (e portanto contínua) mas a constante muda e ela 
pode deixar de ser uma contração fraca. 


A: 


Teorema 11. A composta de duas aplicações contínuas é contínua. 
Mais precisamente, dados X CR”, Y C R”, f: X — R” contínua no 
pontoae X, com f(X) CY, g: Y — R contínua no ponto b = f(a), 
então go f: X — RP é contínua no ponto a. 


Demonstração: Dado arbitrariamente € > 0 existe, em virtude da 
continuidade de g, um número ņ > 0 tal que ye Y, |y — fla) < n => 
Ig(y) — gf(a))| < £. Por sua vez, a partir de ņ, a continuidade de f nos 
fornece ô > 0 tal que x € X, |xr—a| < ô= |f(x) — f(a)| < n. Segue-se 
quex E€ X, |x—a| < ô= |g(f(x))—g(f(a))| < £, logo go f é contínua 
no ponto a. 


Seja X cC R”. Dar uma aplicação f: X — R” é o mesmo que 
dar n funções reais fiı,..., fn: X > R, definidas por fi = mio f, as 
quais são chamadas as coordenadas da aplicação f. Para todo x € X, 
temos f(x) = (fi(x),..., fn(x)). Para indicar que as f; são as funções 
coordenadas de f, escreve-se f = (fi,..., fn) 


Teorema 12. Uma aplicação f: X — R”, definida no conjunto X C 
R”, é contínua num ponto a € X se, e somente se, cada uma das suas 
funções coordenadas fi = mio f: X>R é contínua no ponto a. 


Demonstração: A continuidade de f implica a continuidade das f; 
pelo teorema anterior. Reciprocamente, se cada f;: X — R” é contínua 
no ponto a € X, dado £ > 0 existem números d4 > 0,...,0n > 0 tais 
que |z — a| < ði, x E€ X > fia) -— fi(a)| < e. Tomemos em R” 
a norma do máximo. Seja ô o menor dos d;. Então |x — a| < 6, 
z € X > f(x) — f(a)| = max{|fi(x) — fıla)l;1 <i < n} <e. Logo f é 
contínua no ponto a. 


Corolário. Dadas f: X — R” e g: X — R”, seja (fg): X > 
R™ x R” = R+ definida por (f,g)(x) = (f(x), g(x)). Então (f,9) 


é contínua se, e somente se, f e g são ambas contínuas. 


Com efeito, se f1,..., fm são as funções coordenadas de f e g1,- . gn 
as de g, então as funções coordenadas de (f, g) são fi, ..-, fm, 91,--5In- 

Os Teoremas 11 e 12 são instrumentos de grande utilidade para es- 
tabelecer a continuidade de certas aplicações. Vejamos alguns exemplos 
para mostrar como se faz isso: 
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(7.3) Sejam X C R” e fg: X —> R”, aq: X > R aplicações 
contínuas. Então são também contínuas as aplicações: 


f+9:X >R", (fr gx) = f(x) + g(x); 

af: X>R”, (a: f)(x) = a(x)- f(x); 

Ly: X >R, (£, 9x) = (Hx), g(2)); 

1/a: X >R, (1/a)(x) = 1/a(x) [definida se 0 É a(X)]. 


Com efeito, sejam s: R” xR” —> R” y: RxR” => R”, €: R” xR” > 
Rep: R-{0} —> R dadas por s(x,y)=x£z+y, p(ta)=t:x, Elx, y) = 
(x,y) e p(t) = 1/t. Então, usando a notação (f,g): X > R” x R” 
para indicar que (f, g)(x) = (f(x), g(x)), temos: f +g = so (f, g), 
a: f= po (a, f), (f,9) =£0 (f,g) e 1/a = poa. Sabemos que s, p, £ 
e p (esta última, da Análise de uma variável) são contínuas. Usando os 
Teoremas 11 e 12, as afirmações ficam demonstradas. 

Mais um exemplo: seja f: R? — R dada por f(x,y) = (sen x)-e? tY : 
Mostrar que f é contínua. Ora, f é o produto das funções g: RR > R e 
h: R? — R, onde g(x,y) = sen z e h(x,y) = et". Por um lado temos 
g = seno, onde a projeção rı: R? — R e a função sen: R > R são 
contínuas. Por outro lado, h = expoy, com exp(t) = e e (x,y) = 
xr? +y’. Resta apenas mostrar que y: R? > R é contínua. Mas y é a 
soma das duas funções (x,y) œ z? e (x,y) +» y’. As primeiras destas 
é a composta £ o 71, onde E(x) = x? e a segunda é a composta [o 71, 
onde E(x) = x? e a segunda é a composta (o 7», onde (y) = y’. Logo 
y é contínua, donde f também o é. 


3 


Na prática, verificações rotineiras como a que fizemos acima são subs- 
tituídas pela simples observação de que, para obter f(x,y) as coordena- 
das x e y submeteram-se a operações definidas por funções contínuas. 

Dentro deste ponto de vista, a verificação de que uma aplicação 
linear A: R” — R” é contínua se faz assim: cada função coordenada 
Ai: R® SR (i = 1,...,n) de A é um funcional linear. Ora, dado 
um funcional linear f: R” > R, tem-se f(x) = azı +- + amim, 
onde a; = f(e;). Logo f é uma combinação linear, com coeficientes 
constantes, das projeções x —> x; e portanto é contínua. Segue-se então 
que A é contínua. 


Teorema 13. Uma aplicação f: X — R”, definida no subconjunto 

X C R”, é contínua no ponto a E X se, e somente se, para toda 

seguência de pontos x; E€ X com lim zk = a, tem-se dim Flo) = fla). 
—00 


[SEC. 7: APLICAÇÕES CONTÍNUAS 27 


Demonstração: Sejam f contínua no ponto a e limz, = a. Dado 
e€ > 0, existe ô > 0 tal que xz € X, |r — a| < ô = |f(x) — f(a)| < e. 
Como lim zk = a, existe ko € N tal que k > ko > |£k — a| < ð. Segue- 
se que k > ko = |f (£k) — f(a)| < e. Logo lim f(z) = f(a). Para 
demonstrar a recíproca, suponhamos que f não seja contínua no ponto 
a. Então existe um € > O tal que, para cada k € N podemos obter 
£k E X com |zk — a| < 1/k e |f(xk)— f(a)| > £. Então lim zk = a sem 
que seja lim f(x) = f(a). 

Em vista do Teorema 13, o corolário do Teorema 4 é apenas outra 
maneira de dizer que a soma, a multiplicação por um escalar e o produto 
interno em R” são operações contínuas. 

Uma aplicação f: R” — R” diz-se contínua em relação à variável 
zi (1 < i < m) quando, para cada (a1,...,ai—1,đi+1,:--;am) fixado, a 
“aplicação parcial” tr» f(a,...,a;-1,t,a;41,-.-,0m) é contínua. 

Toda aplicação contínua f: R™ — R” é separadamente contínua 
em relação a cada uma das suas variáveis, pois suas aplicações par- 
ciais são compostas de f com uma aplicação contínua do tipo t => 
(a1,...,G;-1,t,0;41,-..,4m). Mas a recíproca é falsa: a função f: R? — 
R, definida por f(x,y) = xy/(x? + y?) se z? +y? #0 e f(0,0)=0, é 
contínua separadamente em relação a x e a y, pois f(a, y) = ay/ (a° +y?) 
se a # 0 e f(0,y) = 0, enquanto f(x,b) = br/(x2 +b?) seb £ 0 e 
f(x,0) = 0. Mas f é descontínua na origem (0,0). Com efeito, se defi- 
nirmos g: R — R? por g(t) = (at,at), então (f o g)(t) = 1/2 para todo 
t#0e(fog)(0)=0. Como g é evidentemente contínua, segue-se que 
f é descontínua na origem. 

Uma noção de grande utilidade teórica é a de continuidade uniforme. 
Uma aplicação f: X — R”, definida em X C R”, diz-se uniformemente 
contínua quando, para todo £ > 0 dado, pode-se obter ô > 0 tal que 
z,y EX, |z- y| < ô= f(x) — fu) < e. 

Por exemplo, toda aplicação Lipschitziana f: X — R” é uniforme- 
mente contínua: se |f(x)— f(y)| < k|x—y| para x,y € X arbitrários dado 
e > 0, tomamos ô = €/k. Então |z—y| < ô => |f(x)-f(y)| < k(e/k) =e. 

Assim, em particular, toda aplicação linear A: R™ — R” é uniforme- 
mente contínua, o mesmo ocorrendo com a restrição de uma aplicação 
bilinear q: R™ x R” — R? a um subconjunto limitado X CR” x R”. 
A função f: [0, +00) > R, definida por f(x) = x, é o exemplo clássico 
de função uniformemente contínua que não é Lipschitziana. (Vide Vol. 
1, pág. 244.) 
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A composta go f de duas aplicações uniformemente contínuas g e f 
é ainda uniformemente contínua. 

Uma aplicação f: X — R” é uniformemente contínua se, e somente 
se, suas funções coordenadas fj,...,fn: X > Ro são. 

(7.4). Uma aplicação f: X — R” é uniformente contínua se, e 
somente se, para todo par de segiiências (xk), (Yk) em X, com lim(£k — 
yk) = 0, tem-se lim|f (£k) — f(y)| = 0. 

Com efeito, seja f uniformemente contínua e sejam (xy), (Yk) se- 
quências em X, com lim(x, — yk) = 0. Dado arbitrariamente £ > 0, 
existe ô > O tal que |x — y| < ô, x,y E€ X > |f(x) — f(y)| < e. 
Correspondentemente a à, existe ko € N tal que k > ko => |£k — yk| < 0, 
logo k > ko > |f (£k) — f(yr)| < e. Assim lim[f(x,) — f(y)|] = 0, o que 
prova que a condição é necessária. 

Reciprocamente, se f não for uniformemente contínua, existe € > 0 
ao qual não corresponde um ĝ > 0 que cumpra a exigência da definição. 
Neste caso, tomando sucessivamente 6 =1,5,...,%,--. obtemos, para 
cada k € N, um par de pontos £k, yk E X com |xk — yk| < 1/k e 
f(x) — f(yk)| > £. Então lim(x, — yk) = 0 mas não se tem lim[f(x,.) — 
f(yk)| = 0. Isto mostra a suficiência da condição. 

Por exemplo, a função f:R — R, dada por f(x) = cos(x?), não é 
uniformente contínua. Basta tomar x; = (k+ 1)r e yk = Vkr. Então 


P o (V(k+1r -— vkr)(y(k+1)r +vkr) 
E y (k++ 1)r + vkr o 


T 


 VEFDr+ Von 


Logo, lim(£ — yk) = 0. Mas cos(x?) = cos(k + 1)n = 1 e cos(y?) = 
cos(kr) = 1, portanto |f(£k)— f(yk)| = 2 para todo k. Assim não se 
tem lim[f (z) — f(y)] = 0. 


8 Homeomorfismos 


Dados os conjuntos X CR” e Y C R”, um homeomorfismo entre 
X e Y é uma bijeção contínua f: X — Y, cuja inversa f1: Y > X 
também é contínua. Diz-se então que X e Y são conjuntos homeomorfos. 
Uma bijeção f: X — Y pode muito bem ser contínua sem que sua 


Z 


inversa o seja. Um exemplo disso é a aplicação f: [0,27) — St, do 
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intervalo semi-aberto [0,27) sobre o círculo unitário S! = [(x,y) € 
R2;x2 + y? = 1), definida por f(t) = (cost,sent). Pelo Teorema 12, 
f é contínua. Além disso, f é evidentemente bijetiva. Mas sua inversa 
ft: St — [0,27) é descontínua no ponto p = (1,0). Com efeito, para 
cada k € N sejam tk = 27 — (1/k) e zk = f(tr). Então dim Zk = p mas 
não é verdade que dim fa = dim tr seja igual a f-!(p) = 0. 

Um exemplo simples de homeomorfismo de R” sobre si mesmo é 
dado por uma aplicação linear invertível A: R” — R”. Com efeito, sua 
inversa A71: R”? — R” é linear e portanto contínua. 

A aplicação composta de dois homeomorfismos é um homeomorfismo. 
Também o inverso de um homeomorfismo é um homeomorfismo. 

Os homeomorfismos desempenham na Topologia um papel análogo 
ao das congruências ou movimentos rígidos na Geometria Euclidiana: 
dois conjuntos homeomorfos são indistinguíveis do ponto de vista to- 
pológico. 

Em seguida daremos alguns exemplos de homeomorfismos e de con- 
juntos homeomorfos. 


A) As translações Ta: R” > R”, Talx) = 2x +a. Com efeito, cada 
Ta é uma isometria, logo uma aplicação contínua. Como (Tj) 1 = T-a, 
vemos que sua inversa também é continua. 

B) As homotetias Hy: R” > R”, H, (x)= A-z, com 0 £ÃER. Cada 
homotetia H, é uma transformação linear invertível, com (H)) | = 
Hoi . 

C) Duas bolas abertas quaisquer em R” são homeomorfas, o mesmo 
ocorrendo com duas bolas fechadas arbitrárias em R”” ou duas esferas no 
mesmo espaço euclidiano. Com efeito, dadas B(a;r) e B(b; s), duas bolas 
abertas em R”, consideremos o homeomorfismo y: R™ — R”, dado por 
p =ToHsmoTa. Para cada x € R™ temos y(x) = b+ - (x — a). 
Isto mostra que « consiste em primeiro transladar B(a;r) de modo a 
pôr seu centro na origem, em seguida multiplicar todos os vetores (com 
origem 0) por s/r de modo que os vetores de comprimento < r passem 
a ter comprimento < s e, finalmente, transladar B(0;s) de maneira a 
pôr seu centro no ponto b. Logo o homeomorfismo « transforma B(a;r) 
em B(b; s) e, por restrição, define um homeomorfismo entre estas bolas. 
Note que y | B[a;r] também é um homeomorfismo sobre a bola fechada 
Bb; s]. Analogamente, y transforma homeomorficamente a esfera S [a;r] 
na esfera Sb; s]. 
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D) Toda bola aberta em R” é homeomorfa ao espaço euclidiano R”. 
Como duas bolas abertas em R” são sempre homeomorfas, basta esta- 
belecer um homeomorfismo entre R” e a bola unitária B = B(0;1), de 
centro na origem e raio 1. Sejam f:R” > Be g: B — R” definidas 
por f(x) = x/(1 + |z|) e gly) = y/(1 — |yl). Evidentemente, f e g são 
contínuas. Verifica-se facilmente que g(f(x)) = x e f(g(y)) = y para 
quaisquer x € R” ey € B. Logo f e g são homeomorfismos, um sendo 
o inverso do outro. 


E) Seja f: X — R” uma aplicação contínua, definida no conjunto X C 
R”. Seu gráfico é o conjunto G C R” x R” = R™+”, formado pelos 
pontos (x, f(x)), onde z € X. Afirmamos que o domínio X e o gráfico 
G da aplicação contínua f são homeomorfos. Basta considerar f: X — 
G, definida por f(x) = (x, f(x)). Pelo Corolário do Teorema 12, f é 
contínua. Sua inversa g: G > X, dada por g(x, f(x)) = x, é contínua 
pois é a restrição a G da projeção mı: R™ x R” — R”. Como caso 
particular deste exemplo temos: R — {0} é homeomorfo à hipérbole 
H=f((x,y) € R?; zy = 1} pois H é o gráfico da função contínua f: R -— 
{0} > R, dada por f(x) = 1/x. Outro caso particular: seja S” = 
{y € RH (y,y) = 1) a esfera unitária m-dimensional. Seu hemisfério 
norte é o conjunto S = {y E€ S™;Ym+1 > 0}. Ele é homeomorfo à 
bola aberta unitária B = (x € R™; |x| < 1) do espaço R”, pois S7 é o 
gráfico da função contínua f: B > R, onde f(x) = (1 — |x/2)!/2. Com 
efeito, tem-se ye ST & y = (x,t), comreBett=1-|x2, t>0, 
ou seja, t = (1 — |z|)!/2. 


F) A projeção estereográfica. Sejam S” = {x € RM (x, xz) = 1} a 
esfera unitária m-dimensional e p = (0,...,0,1) E S” seu pólo norte. A 
projeção estereográfica y: S” — {p} — R” é um homeomorfismo entre a 
esfera menos o pólo norte e o espaço euclidiano R”. Geometricamente, 
y(x) é o ponto em que a semi-reta pr C R”* corta o hiperplano £m+1 = 
0, o qual identificamos com R™. A fim de obter uma fórmula para q, 
notemos que os pontos da semi-reta pa são da forma p + t(x — p), com 
t > 0. Este ponto está no hiperplano zm+1 = O quando sua última 
coordenada, 1 +t(zm+1 — 1) é zero. Daí tiramos t = 1/(1 — £m+1) e por 
conseguinte y(x) = «'/(1 — £m+1), onde convencionamos escrever q” = 
(x1,...,Zm) quando x = (71,...,%m, Em+1). Vemos então que y: S” — 
{p} — R” é contínua. Se definirmos é: R” — S™ — {p} pondo é(y) = x 
onde, na notação acima, x! = 2y/(ly|2+1) e zm+1 = (|y|?— 1) /(|y|2+1), 
constataremos que £ é contínua, que p(é(y)) = y para todo y € R™ e 
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Elp(x)) = x para todo z € S” — {p}. Logo y é um homeomorfismo e 
é o seu homeomorfismo inverso. À projeção estereográfica possui várias 
propriedades geométricas interessantes, especialmente no caso m = 2. 
Este foi o caso descoberto por Gauss, para mostrar que a esfera unitária 
S? pode ser interpretada como o plano R? ao qual se acrescentou um 
“ponto no infinito”. 


G) Dado arbitrariamente a € R, seja p = (cosa, sena). A aplicação 
E: (a,a +27) — S! — {p}, definida por E(t) = (cost, sent), é um ho- 
meomorfismo. Com efeito, € é contínua, bijetiva e, se uma sequência 
de pontos ty € (a,a + 27) não possui valores de aderência nesse inter- 
valo então seus valores de aderência em R só podem ser a e/ou a + 27. 
Nestas condições, tem-se lim (tn) = p. Segue-se daí que, dada uma 
segiiência de pontos sn € (a,a + 27) com limé(sn) = q € S! — {p}, 
qualquer valor de aderência de (sn) é um número b € (a,a + 27) o 
qual cumpre (pela continuidade de £) a condição é(b) = q. Como £ é 
injetiva, b é o único valor de aderência de (sn), logo lim sn = b. Em 
suma, limé(sa) = q E€ S!-(p) > lims, = b = €(g). Isto diz que 
El: S1 — {p} = (a,a+27) é contínua, ou seja, que £ é um homeomor- 
fismo. 


9 Limites 


Sejam f: X — R” uma aplicação definida num conjunto X CR” e 
a E€ R” um ponto de acumulação de X. 

Diz-se que o ponto b € R” é o limite de f(x) quando x tende para a, 
e escreve-se 


b= lim f(g); 


Ta 


para significar o seguinte: 

Dado qualquer € > 0, pode-se obter ô > O tal que x € X, 0 < 
lx—-a|<ó=>|f(r)-b|<e. 

Para que tenha sentido a afirmação tim f(x) = b, não é necessá- 
rio que a pertença a X, ou seja, que f seja definida no ponto a. Pelo 
contrário, mesmo que a pertença ao domínio de f, o valor f(a) não 
desempenha papel algum na definição de limite: importam apenas os 
valores f(x) para x próximo, porém diferente, de a. 

Quando existe, o limite é único: sea € X’ e se tem, ao mesmo 
tempo, lim f) =b, lim f(x) = c, então b = c. Com efeito, dado 
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arbitrariamente € > 0, existe ô > O tal que x € X, 0O<|x-—al < 
ô => |f(z)— b| < e/2, |f(x) — e| < e/2. Como a € X’, podemos 
achar x € X tal que 0 < |x — a| < ð. Usando este x, temos: |b — c| < 
|b — f(x)| +|f(x)— c| < £. Sendo £ arbitrário, resulta b = c. 

A continuidade se exprime em termos de limite: se o ponto a € 
X é isolado então toda aplicação f: X — R” é contínua no ponto a. 
Se, porém, a € X’ então f é contínua no ponto a se, e somente se, 
lim f(x) = f(a). 


(9.1) Para que seja lim f(x) = b, é necessário e suficiente que 
LSaA 


lim f(x) = b, seja qual for a segiência de pontos x; E X — fa) com 
knre = O. 

A afirmação acima se demonstra da maneira análoga ao Teorema 13. 
Nas aplicações, a seguinte consequência de (9.1) é frequentemente útil: 
(Compare com o Vol. 1, pág. 200, Corolário 2.) 

Para que exista lim f(x) é suficiente que exista lim f (xp) seja qual 
for a seqüência de pontos x, E€ X — {a} com lim zk = a. 

Quando X C R e a é ponto de acumulação à esquerda, é bastante 
tomar a seqüência (x) crescente. (Ou decrescente, se a é ponto de 
acumulação à direita.) 

Vale para limites o análogo do Teorema 12: 

(9.2) Seja a um ponto de acumulação do conjunto X C R”. Dada a 


aplicação f: X — R”, cujas funções coordenadas são fr,...,fn: X > 

R, tem-se lim f(x) = b = (b1,...,bn) se, e somente se, lim fi(x) = bi 
LS LA 

para cada i = 1,2,...,n. 


A demonstração é praticamente a mesma do Teorema 12. 

A noção de limite se relaciona com as operações do espaço vetorial 
R” do seguinte modo: 

(9.3) Sejam X CR”, ace X, bce R”, fg: X —R e 
a: X > R tais que lim f(x) = b, lim g(x) = c, lma(z) = ao. 

LTSA Ta LSaA 

Então: 

1) lim(f(z)+g(x))=b+e; 

2) lim a x) - f(x) = ao: b; 

3) lim (f(x), g(x)) = (b,c); 

4) Além disso, seja y: R™ x R” — RP bilinear. Dadas agora 
f: X > R”, g: X > R”, com lim f(x) = 0 e g limitada então 


lim (f(x), g(x)) = 0. 
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Como casos particulares, temos lim (f(x), g(x)) = 0e lim a(x) - 
f(x) = O se um dos fatores é limitado e o outro tende para zero. 

As três primeiras afirmações decorrem imediatamente da caracteriza- 
ção do limite por meio de sequências, juntamente com o corolário do Te- 
orema 4. A afirmação 4) resulta de ser |p(f(x), g(x))| < M|f(x)| |g(x)| 
para uma constante M > 0 que depende apenas da aplicação bilinear q. 

Como exemplo, consideremos f : R?—{0} — R, definida por f(x,y) = 


v2y/(x2 + y2). Mostremos que = 0,7 (758) = 0. Como f(x,y) é 
Ly é , 


o produto de x por zy/(x? + y?) e, evidentemente, i >. a = 0 
Ly > 2 


resta mostrar que xy/(xº + y?) é limitada. Mas, para (x,y) Æ (0,0), 
cy/(a2 + y?) = (2/22 +9º)(y/V22+y2) = cos0 - seng, onde 0 é 
o ângulo que o vetor z = (x,y) forma com o eixo das abcissas. Logo 
vy/(x2 +y?) tem valor absoluto < 1. 

A relação entre o limite e a composição de aplicações é a seguinte: 
sejam f: X >R”, g;Y>R, acX', beY ef(X)cY. 


1) Se lim f(x) = be g é contínua no ponto b então lim g(f(x)) = g(b). 


2) Se lim f(x) = b, lim g(y) = ce x 4a => f(x) + b então 
La g= 
lim g(f(2)) =c. 
T>a 
A afirmação 1) fornece mais uma demonstração para as propriedades 
operatórias dos limites vistas há pouco. Outra consequência é a seguinte: 
lim f(x) = b então lim | f(x)| = |b]. 
Ta Ta 


Usando a afirmação 2), concluímos que se existe lim f(x) = b então, 
La 


para qualquer vetor u £ 0 tem-se lim f(a + tu) = b. Segue-se daí 
= : ; TY T 
que não existe lim | —5—— Pois, se pusermos u = (a,/3), vem 


(zy) = (0,0) £? + y 
; ap 
e 

Além das regras operacionais com limites, a manipulação formal do 
símbolo “lim” é muito facilitada pelo princípio de permanência das desi- 
gualdades, que mostraremos agora. Trata-se do seguinte: 

(9.4) Sejam f,g: X — R definidas em X C R” e sejaa € X'. 
Suponhamos que f(x) < g(x) para todo x € X — {a}. Se existirem 
lim f(x) =b e lim g(x) = c, deverá ser b < c. 

T>a LS a 


e este limite varia com a e 8. 
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Com efeito, do contrário teríamos c < b e portanto € = (b — c)/2 
seria positivo. Correspondendo a este £, poderíamos obter ô > 0 tal que 
xE X, 0<|zr-—a|< ô= f(x) E (b—e,b+e) e g(x) E (ec-e,c+e). 
Como b — £ = c + g, isto obrigaria g(x) < f(x) para todo esses valores 
de x, uma contradição. 


Os fatos mais importantes que desejamos discutir sobre limites serão 
estabelecidos agora. 


Teorema 14. Seja f: X — R” uniformemente contínua no conjunto 
X CR”. Então, para todo a € X', existe lim f(x). 
©t—>a 


Demonstração: Sendo f uniformemente contínua, toda seqüência de 
Cauchy de pontos x, E€ X é transformada por f numa sequência de 
Cauchy de pontos f(x) € R”. Em particular, para toda sequência de 
pontos £k € X — {a} com dim £k = q, existe dim f(£k) =b. Este valor 


b não depende da sequência escolhida, pois E trecio outra escolha 
de pontos yg € X — {a} tal que dim Fly) = c, com c Æ b, então a 
—00 


sequência de pontos zk E€ X — fa! tal que 29% = £k € 29k-1 = Yk ainda 
cumpriria lim z, = a, mas agora dim f(z,) não existiria em virtude de 
—>00 


(f(zk)) possuir duas subsequências convergindo para limites distintos b 
e c. Segue-se da caracterização do limite por meio de sequências que se 
tem lim f(x) = b. 

Hi d é À 


Assim, por exemplo, a função contínua f: R? — {0} > R, definida 
por f(x,y) = vy/(x2 + y?), não é uniformemente contínua em qualquer 
conjunto X C R° do qual a origem seja um ponto de acumulação, pois 
não existe lim f(x,y). 

(o)>(0,0) 


Corolário. Dada f: X —» R” uniformemente contínua, seja X = X U 
X'. Existe uma única aplicação uniformemente contínua f: X > R” 
tal que f| X = f. 

Para todo ponto z € X' — X, ponhamos f(z) = lim f(x). (Este 
limite existe, pelo teorema que acabamos de demonstrar.) Sex € X, 
pomos f(x) = f(x). Fica assim definida uma aplicação f: X — R” que 
estende f. Afirmamos que f é uniformemente contínua. Com efeito, 
dado E > O existe, pela continuidade uniforme de f, um número ô > 0 
tal que z,y E€ X, |z— y| < ô = |f(x)— f(y)| < £€/2. Este é o d que 
corresponde a £ para provar a continuidade uniforme de f. De fato, 
sejam 7, € X tais que |z — g| < ô. Temos z = lim zp e J = liM yk 
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com zk, Yk E X para todo k EN. (Se já for z € X, basta tomar xp = x 
para todo k. Se, porém, x € X'— X, teremos x, Æ X para todo k. 
O mesmo quanto a y.) Como |z — y| < ð, segue-se que |zk — yk| < ô 
para todo k suficientemente grande, digamos k > ko. Então k > ko > 


(ax) — F(y)| < €/2. Daí |f(2) — Hg) = [lim f (xx) — lim f(yx)| = 
lim |f (Œe) — F(yp)| < €/2 < €. 


10 Conjuntos abertos 


Seja X um subconjunto do espaço euclidiano R”. Um ponto a € X 
chama-se um ponto interior a X quando é centro de alguma bola aberta 
contida em X, ou seja, quando existe ô > 0 tal que |x—-a|< dó > x EX. 
O interior de X é o conjunto int X, formado pelos pontos interiores a 
X. Quando z € int V, dizemos que o conjunto V é uma vizinhança do 
ponto q. 

Dizer que um ponto a € X não é interior a X equivale a afirmar que 
toda bola aberta de centro a contém pontos do complementar de X, ou 
seja, que, para todo ô > 0 existe y € R” — X com |y — a| < ô. 

Um conjunto X C R” chama-se aberto quando todos os seus pontos 
são interiores, isto é, quando para cada x € X existe ô > 0 tal que 
B(x;ô) C X. Assim, X é aberto & int X = X. 

(10.1) Uma bola aberta B(a;r) C R” é um eremplo de conjunto 
aberto. 

Com efeito, dado qualquer x € B(a;r), temos |x — a| < r, logo o 
número ô = r — |x — a| é positivo. Afirmamos que B(x; ô) C B(a;r). De 
fato y € B(x; ô) > |y—a]| < |y-z|+|x-a| < ôĉ+|r—a| = r > y € B(a;r). 


Também é aberto em R” o conjunto X = R” — Ba; r], complementar 
da bola fechada Bļ[a;r]. Temos X = {xz € R”;|x — a| > r}. Dado 
arbitrariamente x € X, seja ô = |x—a|—r. Afirmamos que B(x; ô) C X. 
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Com efeito, y € B(x;0) > |x — a| < |x — y| + ly — a| < ô + |y — a| = 
lx—-al-r+|y-al=>|y-al>r=>9eX. 

(10.2) Para todo conjunto X C R”, int X é um conjunto aberto. 

De fato, se a € int X então existe r > 0 tal que B(a;r) C X. Se 
x € B(a;r) então pondo ô = r — |x — al, vemos que B(x;0) C B(a;r), 
donde B(x; ô) C X e portanto x € int X. Assim, todo ponto a € int X é 
centro de bola B(a;r) contida em int X, o que prova que int X é aberto. 

Por outro lado, uma bola fechada Bla; r] em R” não é um conjunto 
aberto pois, se tomarmos arbitrariamente um vetor unitário u € R”, o 
ponto x = a+r -u é tal que |z — a| = r, logo x € B[a;r|. Mas nenhuma 
bola aberta B(x; ð) está contida em B[z;r]. Com efeito, tomando y = 
a+(r+6/2)u, temos |y — x| = ô/2 < ô mas |y— a| = r+ô/2 >r. Assim, 
y € B(x,ô) mas y É Bļ|a;r]. Este argumento mostra, de fato, que os 
pontos da esfera S[a;r] não são interiores à bola fechada de centro a e 
raio r. Portanto, int B[a;r) = B(a;r). 

Dados um conjunto X e um ponto a € R”, há três possibilidades 
que se excluem mutuamente: ou a € int X, ou a € int(R” — X) ou 
então toda bola aberta de centro a contém pontos de X e pontos do 
complementar de X. Os pontos com esta última propriedade constituem 
OX, que chamaremos a fronteira de X. Os pontos y € 9X são chamados 
pontos-fronteira de X. 

Assim, por exemplo, se X é a bola fechada Bļa;r], temos 0X = 
Sla; r] = esfera de centro a e raio r. Observe que se chamarmos de Y a 
bola aberta B(a;r) teremos 0X = ðY. 

Um conjunto A C R” é aberto se, e somente se, nenhum dos seus 
pontos é ponto fronteira de 4, ou seja, se, e somente se, A N OA = Ø. 


Teorema 15. Os conjuntos abertos do espaço euclidiano R” gozam das 
seguintes propriedades: 


1) O conjunto vazio Ø e o espaço R” inteiro são abertos; 


2) A interseção A = Ay N-:-N Ay de um número finito de conjuntos 
abertos Aj,..., Ay é um conjunto aberto; 


3) A reunião A = |] 4» de uma família qualquer (Ax)xez de con- 
AEL 
juntos abertos A» é um conjunto aberto. 


Demonstração: Um conjunto só pode deixar de ser aberto se contiver 
algum ponto que não seja interior. Como Ø não contém ponto algum, 
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é aberto. R” é obviamente aberto. Para provar 2), seja a € A. Então, 
para cada i = 1,...,k, temos a € 4;. Como 4; é aberto, existe ð; > 0 
tal que B(a;ô;) C A;. Seja ô = min{ð1,..., ôk}. Então B(a;ô) C A; 
para cada i, donde B(a;ô) C A. Finalmente, provemos 3). Dado a € 4, 
existe À € L tal que a € A). Sendo A, aberto, existe é > 0 com 
B(a;ô) C Ay C A. Logo A é aberto. 


Fixemos um conjunto X C R”. Um subconjunto A C X diz-se aberto 
em X quando, para cada a € A existe ô > 0 tal que B(a;ô) OX C A. 
Noutras palavras, para cada a € A existe ô > 0 tal que os pontos z7, 
pertencentes a X, que cumprem a condição |x — a| < ĝ estão em A. 

Por exemplo, A = (0, 1] é aberto em X = [0,1]. 

Chega-se à noção de conjunto aberto em X quando se faz abstração 
dos demais pontos do espaço R”, considerando-se apenas os pontos de 
X, e se procura então imitar a definição de conjunto aberto. 

Como se vê facilmente, quando X C R” é aberto, um subconjunto 
A C X é aberto em X se, e somente se, é aberto no sentido usual de R”. 

(10.3) Mais geralmente, um conjunto AC X é aberto em X se, e 
somente se, existe um aberto BC R” tal que A= XAB. 

Com efeito, se for A aberto em X, tome B igual à reunião das bolas 
B(a;óô) com centro nos pontos a € 4, tais que B(a;ô) NX C A. Reci- 
procamente, se for A = X N B, com B aberto em R”, para cada a € À 
existe uma bola B(a;ô) C Blogo B(a; ô) OX C BN X = A portanto A 
é aberto em X. 

Vale para os abertos em X um resultado análogo ao do Teorema 15: 
Ze X são abertos em X; uma interseção finita e uma reunião qualquer 
de abertos em X é ainda um conjunto aberto em X. 

O interesse desta nova noção reside no teorema abaixo. 


Teorema 16. Seja f: X > R” uma aplicação definida no conjunto 
X C R”. A fim de que f seja contínua, é necessário e suficiente que a 
imagem inversa f-1(A) de todo aberto A C R” seja um conjunto aberto 
em X. 


Demonstração: (Necessário.) Se f é contínua e A C R” é aberto, 
tomemos um ponto a € f!(A). Então f(a) € A. Pela definição de 
aberto, existe ce > 0 tal que B(f(a);c) C A. Sendo f contínua, existe 
ô>0tal que x € X, |x—a| < => |f(x)-f(a)| <e. Isto significa que 
f(B(a;ô) NX) c B(f(a);e) C A, donde B(a;ó) N X c fI(A). Logo 
f1(A) é aberto em X. 


38 [CAP. |: TOPOLOGIA DO ESPAÇO EUCLIDIANO 


(Suficiente.) Se a imagem inversa por f de todo aberto de R” é aberto 
em X; então, dados a € X ee > 0, como B(f (a); £) é aberto, concluímos 
que A = (xe X;|f(x)— f(a)| < £} é aberto em X. Evidentemente, 
a E€ A. Logo existe ô > 0 tal que B(a;ô)NX C A. Isto significa porém 
que x E€ X, |x—-a)<ôo= |f(x) — f(a)| < £, ou seja, que f é contínua 
no ponto a. Como a € X é qualquer, f é contínua. 


Observação: O mesmo resultado continuaria válido se substituísse- 
mos, no enunciado acima, a expressão “todo aberto A C R””por “todo 
conjunto A C f(X), aberto em f(X)”. Com efeito, um aberto em f(X) 
tem a forma A'N f(X) onde 4' é aberto em R” e FI(A'Nf(X)) = 
fr !( AM. Logo, este novo enunciado, embora aparentemente mais geral, 
reduz-se ao que foi demonstrado no Teorema 16. 

Como aplicação do teorema acima, vemos que se f: R” > R é uma 
função contínua então, para todo número real a, o conjunto 4 = (x € 
R”; f(x) < a) é aberto, pois A é a imagem inversa do intervalo aberto 
(—00,a) pela função f. Usando também o fato de que a interseção finita 
de abertos é ainda um aberto, concluimos que, dadas k funções contínuas 
foste: R” — R, o conjunto A = {x € R”; f(x) <a,..., fla) < 
ak} é aberto. A mesma conclusão vale se as funções fi,..., fe forem 
definidas num subconjunto aberto X C R”. 

Reobtemos assim o fato de que a bola B(a;r) é um subconjunto 
aberto de R”. Com efeito, a função x > |æ — a| é contínua e B(a;r) éo 
conjunto dos pontos de R” onde esta função assume valores < r. 

(10.4) Se A C R” e B C R” são abertos então o produto cartesiano 
Ax BCR” xR” =R” é aberto. 

Com efeito, considerando as projeções mı : R® xR” > R” emo: R™ x 
R” — R”, que são aplicações contínuas, temos A x B = m] NAJA 
no (B). Evidentemente se tivermos Aı C R™1,..., Ak C R™k abertos, 
o produto cartesiano A; x --- x Ap C RMitAMk será aberto por uma 
razão semelhante. 

Dados X CR”, Y cC R”, uma aplicação f: X — Y diz-se aberta 
quando, para cada A C X aberto em X, sua imagem f(A) é um sub- 
conjunto aberto em Y. 

(10.5) Cada uma das m projeções m;: R” — R é uma aplicação 
aberta. 


Isto fica mais fácil de ver se usarmos em R” a norma do máximo, em 
relação à qual uma bola aberta de centro a = (a1,...,am) é um produto 
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m 
cartesiano B(a; ô) = [] (a; — ô, aj + ô). 
j=1 
Seja então A C R” aberto. Para provar que m;(A4) é aberto em R, 
tomamos a; = mila) E€ m;(A), a E A. Como A é aberto, existe ô > 0 tal 


que B = ][(aj—ô,aj +ô) C 4. Então (a; — ô, ai + ô) = m;(B) C mi(A), 
j=1 


logo m;(A) é aberto. 


11 Conjuntos fechados 


Um ponto a € R” diz-se aderente a um conjunto X C R” quando é 
limite de uma sequência de pontos desse conjunto. 

Por exemplo, todo ponto a pertencente a X é aderente a X pois 
podemos escrever a = lim zk , com x, = a para todo k € N. Mas a pode 
ser aderente a X sem pertencer a X; neste caso, a é necessariamente um 
ponto de acumulação do conjunto X. Por exemplo, se X = B(0;1) c R” 
é a bola aberta de centro na origem e raio 1 em R”, o ponto e = 
(1,0,...,0) não pertence a X. Mas, pondo x, = (1 — 1/k,0,...,0), 
vemos que x, E X para todo k € Ne limz, = e1 , logo e; é aderente a 
X. 

A fim de que o ponto a seja aderente ao conjunto X, é necessário e 
suficiente que toda bola aberta de centro a contenha algum ponto de X. 
Com efeito, a condição é necessária em virtude da definição de limite 
de uma seqüência e é suficiente porque, se ela se verifica, em cada bola 
B(a;1/k) podemos escolher um ponto x, E€ X e assim obtemos uma 
sequência com lim zk = a. 

O conjunto dos pontos aderentes a X chama-se o fecho de X eé 
indicado com a notação X. 

Pelo que vimos acima, a fim de que um ponto b € R” não pertença ao 
fecho de X, é necessário e suficiente que exista uma bola aberta de centro 
b que não contém pontos de X. Noutros termos: b € CX & Jr > 0; 
BA =Ø. 

Como toda bola aberta é um conjunto aberto e todo aberto que 
contém um ponto contém também uma bola aberta com centro nesse 
ponto, as condições acima podem ser reformuladas com abertos, em vez 


de bolas: 


1. Tem-se a € X se, e somente se, todo aberto que contém a intersecta 
o conjunto X. (Isto é, A aberto, a E€ A= AN X # Ø.) 
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2. Tem-se b É X se, e somente se, existe um aberto contendo b e 
disjunto de X. (Isto é, existe A aberto com be Ae AN X = Ø.) 


O fecho de uma bola aberta B(a;r) é a bola fechada Bla;r|. Se 
X = Q” é o conjunto dos pontos de R” cujas coordenadas são números 
racionais, então X = R”. 

Um conjunto X C R” chama-se fechado quando contém todos seus 
pontos aderentes, isto é, quando X = X. 

Dizer que X C R” é fechado significa, portanto, o seguinte: se 
limgzk =a ezk E€ X para todo k € N, entãoa € X. 

Por exemplo, uma bola fechada Bļ|a;r] é um subconjunto fechado 
do espaço R” pois se |r — a| < r para todo k e limgzą = b então 
|b — a| = lim |zk — a| < r. 

Daí resulta que o fecho de todo conjunto limitado X C R” é limitado. 
Com efeito, temos X C B, onde B é uma bola fechada. Logo X C B = 
B, donde X é limitado. 

Para todo X C R”, o complementar do fecho de X é um aberto. 
Com efeito, seja A = CX. Para todo b € A existe r > 0 tal que 
B(b;r) OX = Ø. Afirmamos que B(b;r) C A. Com efeito, se y € B(b;r) 
então B(b; r) é um aberto contendo y e disjunto de X, logo y € LX = A. 

Em particular, se X C R” é um conjunto fechado, seu complementar 
CX é aberto em R” (pois CX =C X). 

Reciprocamente, se X C R” é tal que A = L X é um conjunto aberto 
então y € X > y € A => B(y;r) C A para algum r > 0 => B(yr)nX = 
2 > y não é aderente a X. Assim, todo ponto aderente a X deve 
pertencer a X e conseqüentemente X é fechado. 

Acabamos portanto de demonstrar o 


Teorema 17. Um conjunto é fechado se, e somente se, seu complemen- 
tar é aberto. 


Corolário. O fecho de todo conjunto é um conjunto fechado. 


O Corolário acima diz que X=X para todo X c R”. 
O Teorema 17 faz com que o resultado seguinte seja uma conseqüência 
imediata do Teorema 15. 


Teorema 18. Os conjuntos fechados do espaço euclidiano R” gozam 
das seguintes propriedades: 


1) O conjunto vazio Ø e o espaço inteiro R” são fechados; 
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2) A reunião F = Fi U --- U Fk de um número finito de conjuntos 
fechados F4,...,Fp é um conjunto fechado; 


3) A interseção F = () Fy de uma família qualquer (F))xeL de con- 


AEL 
juntos fechados Fy é um conjunto fechado. 


Demonstração: A afirmação 1) é evidente. Quanto a 2), se F4,..., Fk 

são fechados então 44 = CFj,..., Ap = L Fẹ são abertos, portanto A N 

«MNA; é aberto. Logo FU ---UFk = CAU: -UL Ag = C(A1N: -N Ag) 

é fechado. Finalmente, se cada Fy, A € L, é fechado então cada 

A, = L F; é aberto, logo A = [J As também é aberto. Sendo assim, o 
AEL 


conjunto F= N A= NCA =C ( U 4) = L A é fechado. 
AEL AEL AEL 

Note que uma reunião infinita de conjuntos fechados pode ser fechada 

ou não. De fato, para cada ponto x € R”, o conjunto fx) é fechado. 


Ora, todo conjunto X C R” é reunião dos seus pontos: X = U (Ab. 
AEX 
Como há conjuntos em R” que não são fechados, há reuniões (infinitas) 


de conjuntos fechados que não são fechadas. 

Segue-se da definição de fronteira que um ponto a pertence à fronteira 
do conjunto X se, e somente se, a é aderente a X e a R” — X. Ou 
seja, OX = X N (R” — X). Em particular, a fronteira de todo conjunto 
X C R” é um conjunto fechado. 

Fixemos um conjunto X C R”. Um subconjunto F C X diz-se 
fechado em X quando se tem F = X NG, onde G é um conjunto fechado 
em R”. A fim de que o subconjunto F C X seja fechado em X é 
necessário e suficiente que F contenha todos os seus pontos aderentes 
que pertençam a X. 

Se X C R” é fechado, então um subconjunto F C X é fechado em 
X se, e somente se, é fechado em R”. 

Os conjuntos fechados em X gozam de propriedades análogas às que 
foram demonstradas no Teorema 18 para os fechados em R”. A saber: Ø 
e X são fechados em X; uma reunião finita ou uma interseção arbitrária 
de fechados em X é ainda um conjunto fechado em X. 

Evidentemente, se F C R” é fechado e F C X então F é fechado em 
X. Seja X = {x € R;x > 0} a semi-reta positiva aberta. O intervalo 
semi-aberto (0, 1] é fechado em X. 
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(11.1) Seja F C X. A fim de que F seja fechado em X é necessário e 
suficiente que o conjunto A = X — F (complementar de F relativamente 
a X) seja aberto em X. 

Com efeito, dados F’ C R” e A’ = CF”, o complementar de F’ em 
R”, temos F=XNF'SX-F=XnA. Ora, F’ é fechado em R” 
se, e somente se, A’ é aberto. Assim, F é fechado em X se, e somente 
se X — F é aberto em X. 

A definição acima foi dada para que tivéssemos o 


Teorema 19. Seja f: X — R” uma aplicação definida no subconjunto 
X C R”. A fim de que f seja contínua, é necessário e suficiente que 
a imagem inversa f-!(F) de todo conjunto fechado F C R” seja um 
conjunto fechado em X. 


Demonstração: Isto decorre do teorema análogo para abertos (Teo- 
rema 16) juntamente com o fato de que os conjuntos abertos (em X) 
são exatamente aqueles cujos complementares são fechados (em X). 
Com efeito, seja f contínua. Então, para cada F C R” fechado, te- 
mos F = L A, onde A C R” é aberto. Logo f!(A4) é aberto em X. Mas 
JHF) =fHCA)=X-f (A), portanto f!(F) é fechado em X. 
Reciprocamente, se a imagem inversa por f de todo fechado em R” é 
um fechado em X, então a relação f1(A) = X — f-H(F), com A=CF, 
mostra que a imagem inversa por f de todo aberto A C R” é um aberto 
em X, portanto f é contínua. 


Assim, por exemplo, se f1,..., fg: R” — R são funções reais contínuas 
então, dados os números reais a1,...,@ķ, O conjunto X dos pontos 
x € R” para os quais se tem simultaneamente fi(x)<a,...,fulx) < ak 
é um subconjunto fechado de R”. 

Em particular, fixado um ponto a € R”, a função f: R” — R, dada 
por f(x) = |x — al, é contínua. Logo, para todo r > 0, a bola fechada 
Bla;r|= {x € R”; f(x) < r} é um conjunto fechado. 

Nas mesmas condições acima, é fechado o conjunto Y dos pontos 
y € R” para os quais se tem simultaneamente fi(y)=a1,...,fk(y) = ap. 
Com efeito, vale Y = f-1(a), onde f = (fi,-.., fk): R” > RF e a = 
(ai, amos ak). 

Em particular, a esfera S[a;r| = {y € R”; |y — a| = r} é um subcon- 
junto fechado de R”. 


Observação: Se f: X — R” é contínua e F C f(X) é um conjunto 
apenas fechado em f(X), sua imagem inversa f7t(F) é ainda fechada 
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em X. Com efeito, temos F = F'N f(X), onde F” é fechado em R”. 
Como f-1(1) = f!(F”, segue-se do Teorema 19 que f-!(F) é fechada 
em X. 

(11.2) Se F cR” e G C R” são subconjuntos fechados então o 
produto cartesiano F x G CR” x R” = R™™” é fechado. 

Com efeito, as projeções mı: R™ x R” — R” e ma: R™ x R” SR”, 
definidas por m(x,y) = xz e mə(x,y) = y, são contínuas e F x G = 
ri (F) nrz (G). 

Um exemplo de conjunto fechado noutro é o gráfico de uma aplicação 
contínua f: X — R” definida num conjunto X C R™. Como sabemos, 
o gráfico de f é o subconjunto G C X x R” CR” x R”, formado pelos 
pontos (x, f(x)) € R” x R”, onde x varia em X. Afirmamos que G é 
um subconjunto fechado em X x R”. (Quando X C R” for fechado, 
então G será fechado no espaço euclidiano R™+”.) Com efeito, temos 
G=((z,y)€ XxR”;y— f(x) = 0!. Como a aplicação y: X xR” > R”, 
dada por p(x,y) = y — f(x), é contínua, resulta que G = py 1(0) é 
fechado em X x R”. 

Ao contrário do que ocorre para conjuntos abertos, a projeção 
tı: R™ x R” — R” não transforma necessariamente um conjunto fe- 
chado F C R” x R” num conjunto fechado mı(F) C R™. Por exem- 
plo, a hipérbole H = {(x,y) € R2;xy = 1} é um subconjunto fechado 
do plano, imagem inversa do fechado {1} C R pela aplicação contínua 
(x,y) => xy. Mas sua projeção no eixo das abcissas, m(H) = R — {0}, 
não é fechada. 

Dados Y c X cC R”, podemos também definir o fecho de Y relati- 
vamente a X como sendo o conjunto Y N X, dos pontos aderentes a Y 
que pertencem ao conjunto X. Então Y é fechado em X se, e somente 
se, coincide com seu fecho relativamente a X. 

Um caso particular importante se dá quando o fecho de Y relativa- 
mente a X é todo o conjunto X. Para descrever esta situação, damos a 
definição abaixo. 

Sejam Y C X c R”. Dizemos que Y é denso em X quando Y NX = 
X, ou seja, X CY. Isto significa que todo ponto de X é limite de uma 
seqüência cujos termos pertencem a Y. Ou, ainda de outra maneira: 
dado Y C X, tem-se Y denso em X se, e somente se, toda bola aberta 
com centro em algum ponto de X contém pontos de Y. 

Os fatos mais importantes a respeito de conjuntos densos em R” são 
as seguintes observações. 
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(11.3) Sejam f,g: X > R” aplicações contínuas num conjunto X C 
R” eY C X um subconjunto denso. Se f(y) = gly) para todo ye Y 
então f =g (isto é, f(x) = g(x) para todo x € X). 

Com efeito, para cada x € X existe uma seqüência de pontos yk E Y 
com limy = x. Então f(x) = f(ümyg) = lim f(y) = limg(yk) = 
glim yk) = g(x). 

(11.4) Todo conjunto X C R” contém um subconjunto enumerável 
E, denso em X. 

Com efeito, a coleção B das bolas abertas B(q;r), com centro num 
ponto q E€ Q” e raio racional, é enumerável: B = (B1,...,Bi;,.. +. Para 
cada i € N, escolhamos um ponto x; € BiN X, se BiN X não for vazio. 
Caso seja BN X = Ø, x; não existirá. O conjunto E dos pontos x; 
assim obtidos é um subconjunto enumerável de X. Para mostrar que E 
é denso em X, tomemos arbitrariamente x € X ec > 0. Existe r > 0 
racional com 2r < e. Como Q” é denso em R”, encontramos q € Q” 
tal que |q — z| < r. Logo x € B(g;r) = Bi. Assim, BN X £ Ø. 
Existe portanto x; E€ E. Como x e x; pertencem à bola B;, de raio r, 
temos |x — z;| < 2r < e. Ficou provado que toda bola aberta B(x;c) 
com centro em algum ponto de X contém um ponto x; E€ E. Então E é 
denso em X. 


12 Conjuntos compactos 


Diremos que um conjunto K C R” é compacto quando ele for limi- 
tado e fechado. 

Assim, por exemplo, são compactas todas as esferas e bolas fechadas 
do espaço euclidiano, mas o espaço R” inteiro não é compacto (salvo se 
m= 0, 

Em virtude do Teorema de Bolzano-Weierstrass, um conjunto K C 
R” é compacto se, e somente se, toda sequência de pontos x, E K possui 
uma subsequência que converge para um ponto de K. 

As seguintes propriedades decorrem imediatamente da definição: 

(12.1) K,..., Kp compactos em R” > K,U---U Kp compacto. 

(12.2) A interseção de uma família qualquer de compactos Ky C R” 
é um conjunto compacto. 

(12.3) Se K CR” e L C R” são compactos então o produto cartesi- 
ano K x L C R"*" é compacto. 
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Menos óbvio é o seguinte fato, conhecido como a propriedade de 
Cantor: 
(12.4) Dada uma segiúência decrescente Kı D --- D Kk D... de 
00 
compactos não vazios, a interseção K = () Kp (é compacta e) não é 
k=1 
vazia. 
Demonstração: Escolhamos, para cada k € N, um ponto x, E€ Kk, 
obtendo assim uma sequência, a qual possui uma subsequência (xy), 
i € N, convergindo para um ponto x € R”. Dado arbitrariamente k € N, 
temos £k; E Ky para todo k; > k, logo x = lim zk, € Kk. Assim, o ponto 
x pertence a K, para todo k € N, ou seja z € K = (] K; , o que mostra 
k 


que K não é vazio. 


Teorema 20. Seja f: X > R” contínua no conjunto X C R”. Para 
todo subconjunto compacto K C X, sua imagem f(K) é compacta. 


Demonstração: Mostremos primeiro que f(K) é fechado em R”. Seja 
pois y € R” aderente a f(K). Então y = limf(x,), xp € K para 
todo k € N. Pela compacidade de K, uma subseqüência (£p;) con- 
verge para um certo ponto x € K. Segue-se que y = lim fiz = 
fim) = f(x), donde y € f(K). Agora, mostremos que f(K) é 
limitado. De fato, se não fosse, poderíamos, para cada k € N, obter 
um ponto x, E€ K tal que |f(x,)| > k. Então a sequência (f(x).)) não 
admitiria subsequências convergentes. Mas (xx) tem uma subsequência 
convergente, com lim £k, =x E€ K. A continuidade de f nos dá então 
00 


f(x) = fim zk) = lim f(£k;), uma contradição. 


Note que uma aplicação contínua pode transformar um conjunto li- 
mitado num conjunto ilimitado (f(x) = 1/x leva o intervalo aberto (0, 1) 
no intervalo infinito (1, +00)) ou um conjunto fechado num conjunto não 
fechado (f(x) = 1/(1 + x°) leva R no intervalo (0, 1]). Mas se X c R” 
for limitado e fechado, sua imagem por qualquer aplicação contínua é 
limitada e fechada. 


Corolário 1 (Weierstrass.) Toda função real contínua f: K >R, defi- 
nida num compacto K C R”, atinge seu máximo e seu mínimo em K, 
isto é, existem pontos x9,x1 E€ K tais que f(xo) < f(x) < f(x1) para 
qualquer x E€ K. 

Com efeito f(K) C R é compacto, logo yo = inff(K) e yı = 
sup f(K) pertencem a f(K), isto é, existem pontos x9,x1 E€ K tais 
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que f(xo) = yo e f(x) = yı. Então f(xo) < f(x) < f(x1) para todo 
tek. 

A função f: R > R, definida por f(x) = x/(1 + |z|), é contínua, 
cumpre —1 < f(x) < 1 para todo x € R, mas nenhum valor f(x) é 
menor nem maior do que todos os demais valores de f. 

Em particular, toda aplicação contínua f: K — R”, definida num 
compacto K C R”, é limitada, isto é, existe c > 0 tal que |f(x)| < c 
para todo x € K. 

Note ainda que se f: K — R é contínua no compacto K C R” e 
f(x) > O para todo z € K então existe € > 0 tal que f(x) > € para 
todo x € K. Isto seria falso se K não fosse compacto; bastaria tomar 
f: (0, +20) > R, dada por f(x) = 1/x. 


Corolário 2. Seja K C R” compacto. Toda aplicação contínua f: K — 
R” é fechada, isto é, F C K fechado > f(F) CR” fechado. 

Com efeito, F C K fechado => F compacto => f(F) compacto = 
f(F) fechado em R”. 


Corolário 3. A inversa de uma bijeção contínua definida num compacto 
é contínua. (Ou seja: toda bijeção contínua definida num compacto é 
um homeomorfismo sobre sua imagem.) 

Com efeito, seja f: K — L uma bijeção contínua do compacto K C 
no compacto L C R”. Pondo g = f!:L — K vemos que, para 
todo F C K fechado, que imagem inversa g !(F) = f(F) é fechada em 
n pelo Corolário 2. Segue-se do Teorema 19 que g é contínua. 


m 


Vemos agora que só foi possível definir a bijeção contínua f: [0, 27) — 
S! com inversa descontínua porque seu domínio é um intervalo não- 
compacto. 

Uma consegiiência do Corolário 2 é a seguinte: 

(12.5) Seja y: K — L uma aplicação contínua do compacto K C R” 
sobre o conjunto (necessariamente compacto) L = (K) c R”. Dado 
F C L, se sua imagem inversa p !(F) é fechada, então F é fechado. 

Com efeito, como q é sobrejetiva, plo !(F)| = F. Pelo Corolário 2, 
F é fechado. Este fato tem como corolário: 

(12.6) Seja y: K — L uma aplicação contínua do compacto K C R” 
sobre o compacto LC R”. Então uma aplicação f:L>R? é contínua 
se, e somente se, fop: K — R? é contínua. 

Se f é contínua, evidentemente f oy também é. Reciprocamente, 
supondo foy contínua, para cada F C R? fechado temos py Hf-!(F)] = 
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(fop) t (F) fechado em K. Pelo que vimos acima, isto implica f-!(F) 
fechado em L. Logo f é contínua (Teorema 19). 

Como aplicação, seja g: [0,27] — R” contínua tal que g(0) = g(27). 
Através de g, podemos definir uma aplicação contínua f: St > R”, 
pondo f(e'') = f(cost,sent) = g(t), 0<t< 27. Como g(0) = g(27), 
f está bem definida. Seja q: [0,27] — St a sobrejeção contínua dada 
por y(t) = e! = (cost, sent). Então foy = g é contínua. Pelo resultado 
acima, f: St — R” é contínua. Isto se exprime dizendo que “definir uma 
aplicação contínua no círculo St é o mesmo que definí-la no intervalo 
[0, 27], assumindo valores iguais nos extremos”. 


Teorema 21. Toda aplicação contínua f: K — R”, definida num com- 
pacto K C R”, é uniformemente contínua. 

Às vezes é necessário usar a seguinte versão, mais abrangente, do 
teorema acima: 


Teorema 21a. Se f: X — R” é contínua e K C X é compacto então, 
para todo € > 0, existe ô > 0 tal quex E€ X, yE K, |z-yļ|< ô= 


IF(z)—- Fl < e. 


Demonstração: Suponha, por absurdo, que o teorema fosse falso. 
Então existiriam £ > 0 e duas sequências de pontos x E X, yk E K 
tais que |xk — yr| < 1/k e |f (£k)— f(yx)| > £, para todo k € N. Passando 
a uma subseguência, se necessário, podemos supor que limy, = ve K, 
donde lim x, = y também. Então, pela continuidade de f, viria € < 
tim |f(z4) — f(vr)| = |f) — f(9)] uma contradição. 


Outro tipo de uniformidade ocorre quando uma função (contínua) 
depende continuamente de um parâmetro a que varia num compacto. 
Mais precisamente: 


Teorema 21b. Seja f: X x K > R” contínua, onde K é compacto. 
Fizemos xy E€ X. Para todo e > O, existe ô > 0 tal que x E X, 
|z — zo| < ô => |f(x,0) — f(xo,0)| < £, seja qual fora e K. 
Demonstração: Supondo o contrário, existiriam € > 0 e sequências 
de pontos £k E€ X, ax E€ K tais que |z; — zo| < 1/k e |f (£k, ax) — 
f(£z0,@k)| > £. Passando a uma subseqüência, se necessário, podemos 
admitir que lima, = a € K. Como, evidentemente, lim £k = £o, a 
continuidade de f nos daria e < lim |f (£k, ax) — f(xo, @ak)| = | f(x0,0) — 
f(x0,0)|, uma contradição. 


Uma aplicação do teorema acima é: 
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(12.7) Seja f: X x |a, b] > R contínua. Definamos y: X > R pondo, 
para cada x € X, 


b 
elo) = f f(x, t)dt. 


Então p é contínua em cada ponto zo E X. 

Com efeito, p(x) — p(zo)| < fS If(z,t) — f(xo,t)ldt. Pelo Teo- 
rema 21b, dado £ > 0, podemos achar ô > 0 tal que x € X, |z -— zo| < 
ô = |f(x,t)— F(xo,t)| < e/(b— a), seja qual for t € [a,b], logo tem-se 
lo(a) — p(zo)| < e. 

Caracterizaremos agora a compacidade por meio de coberturas. 

Uma cobertura de um conjunto X C R” é uma família (C»)xez de 
subconjuntos Cy C R” tal que X Cc U Ch. Isto significa que, para 


AEL 
cada x € X, existe um À E€ L tal que z € C). 


Uma subcobertura é uma subfamília (C\)aez , L’ C L, tal que ainda 


setem XC U CG. 
AEL’ 
Diz-se que a cobertura X C UC) é aberta quando os C) forem todos 


abertos, finita se L é um conjunto finito, enumerável se L é enumerável, 
etc. 


Teorema 22 (Lindelöf). Seja X C R” um conjunto arbitrário. Toda 
cobertura aberta X C UA, admite uma subcobertura enumerável X C 
Ad Ure U AXU... 


Demonstração: Seja E = (x1,...,x;,...+ C X um subconjunto enu- 
merável, denso em X. Consideremos o conjunto 5 de todas as bolas 
abertas B(x;7), com centro num ponto de E, raio racional e tais que 
cada uma delas está contida em algum A, - B é um conjunto enumerável 
de bolas. Afirmamos que as bolas B € B cobrem X. Com efeito, dado 
xz € X, existe À € L tal que x € A. Como A) é aberto, existe r > 0 
racional tal que B(x;2r) C 4». Sendo E denso em X, podemos en- 
contrar x; E€ E com |x — x;| < r. Então x € B(x;;r). Para mostrar 
que B(x;;r) € B, resta ver que esta bola está contida em A. Ora, 
y E€ B(zy;r) => |y — zi| < r > |y- z| < |y — zi| + |r; — z| < 2r = 
y € B(x;2r) C A. Isto conclui a verificação de que as bolas B € B 
cobrem X. Tomando uma enumeração B1,..., Bi,... para essas bolas 
e escolhendo, para cada i € N, um índice À; € L tal que Bi C Ax, 
concluimos que X C 4; U---UA,U... 


Teorema 23 (Borel-Lebesgue). Seja K C R” compacto (isto é, limitado 
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e fechado). Toda cobertura aberta K C UU A» admite uma subcobertura 
AEL 

finita K CA, U+ U Ay. 

Demonstração: Pelo Teorema de Lindelöf, obtemos uma subcobertura 
enumerável K C Ay U---UA,U.... Ponhamos K; = KN C(A, U 
.- U Á\;) para cada i € N. Isto nos dá uma seqüência decrescente 
KD K,D-:->D K;D... de compactos. Dado qualquer x € K, existe 
algum à € N tal que x € 4,,. Então x É K;. Isto mostra que nenhum 


0O 

ponto x € K está em todos os K;, ou seja, que (] Ki = Ø. Segue-se 
i=1 

então da propriedade de Cantor que algum dos compactos K; é vazio, O 


que significa K C Ay, U+ U A. 
Vale também a recíproca do Teorema de Borel-Lebesgue: 


Teorema 24. Se toda cobertura aberta do conjunto K C R” admite uma 
subcobertura finita, então K é limitado e fechado (isto é, compacto). 


Demonstração: Em primeiro lugar, as bolas abertas de raio 1 e centros 
nos pontos de K constituem uma cobertura aberta K C U B(x;1), 

ver 
a qual possui uma subcobertura finita K C B(z,;1)U---U B(x;,1). 
Assim, K está contido numa reunião finita de conjuntos limitados, logo 
é limitado. Além disso, K é fechado pois, se não fosse, existiria um ponto 
a € K — K. Então, para cada i € N, tomamos A; = complementar da 
bola fechada B[a; 1/i]. Para todo z € K, temos x £ a, logo |x—a| > 1/i 

[0.6] 


para algum i, o que nos dá x € A;. Portanto K C |J A; , uma cobertura 


aberta, da qual extraímos uma subcobertura finita: K E Ag UUA 
Como 44 C 4, C--. C A; C ... , toda reunião de uma coleção finita 
de conjuntos A; é igual ao conjunto de maior índice na coleção. Assim, 
temos K C A; para algum i. Esta inclusão significa que a bola B[a; 1/1] 
não tem pontos em comum com K, o que contradiz ser a € K e prova o 
teorema. 

Os Teoremas 23 e 24 mostram que poderíamos, equivalentemente, ter 
definido um conjunto compacto K pela condição de que toda cobertura 
aberta K C U A, admita uma subcobertura finita K C A, U---UA,. 
Tal definição é, de fato, a mais conveniente para estudos mais gerais. 
A que demos no texto é mais simples, porém interessante apenas para 
espaços euclidianos. 


Como aplicação do Teorema de Borel-Lebesgue, demonstraremos o 
seguinte: 
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0O 
(12.8) Se o aberto U contém a interseção K = () K; de uma seqüência 
i=1 
decrescente Kı D K2 D ---D Ki D... de conjuntos compactos, então 
existe i € N tal que K; CU. 


Com efeito, os abertos U; = R” — K,, juntamente com U, cons- 
tituem uma cobertura de K; , da qual extraimos uma subcobertura finita 
Kı C UUU U--- UU. Seja i o maior dos índices à1,...,ip. Como 
Ui C U2 C... , temos U;U---UU; = Ui , logo Kı C UUU;. Com maior 
razão, Ki C U U U;. Como nenhum ponto de K; pode pertencer ao seu 
complementar U; , devemos ter K; C U, como queríamos demonstrar. 


13 Distância entre dois conjuntos; diâmetro 


Sejam S,T C R” conjuntos não vazios. Definiremos a distância 
d(S,T) entre S e T pondo 


d(S,T) = inf{|x — y|; £ € S, y E T}. 


Evidentemente, d(S,T) = d(T, S), SOAT # Ø => d(S,T) = 0e 
Ch, TCh > d( S2, T2) < d(S1, Ti). 

De acordo com a definição de ínfimo de um conjunto de números 
reais, a distância d(S, T) é caracterizada pelas propriedades abaixo: 


1) Tem-se d(S,T) < |x — y| para quaisquer x € S, yET; 


2) Dado arbitrariamente £ > 0, existem x € Se y € T tais que 
|z — y| < d(S,T) +€. 


Por exemplo, se S,T C R? são duas retas não contidas no mesmo 
plano, então d(S, T) é o comprimento do (único) segmento de reta per- 
pendicular a S e a T, ligando essas retas. 

Um caso particular importante da distância entre dois conjuntos 
ocorre quando um deles se reduz a um ponto. 

Dados x € R” e um conjunto não vazio T C R”, temos: 


d(e, T) = inffja — y|;y E TJ. 


Evidentemente, x € T > dz,T)=0enNcT > d(x, T2) < 
d(x, Tı). 
Novamente valem as propriedades características: 
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1) Tem-se d(x, T) < |x — y|, qualquer que seja y € T; 


2) Dado arbitrariamente € > 0, existe y € T tal que |z — y| < 
d(x, T) +€. 


Por exemplo, se x € R? e T c R? é uma reta que não contém x, 
então d(x, T) é o comprimento do segmento de perpendicular baixado 
de x sobre T. 

O ínfimo de um conjunto de números não-negativos é igual a zero se, 
e somente se, tal conjunto contém números arbitrariamente pequenos. 
Assim, tem-se d(x, T) = 0 se, e somente se, dado qualquer € > 0, existe 
y E€ T tal que d(x,y) < e. Em outras palavras, 


deT)=067€7T. 


Em particular, se F C R” é um conjunto fechado, vale d(x, F) = 
0 ver. 

Como T =TnNR"-T, vemos que x € OT se, e somente se, 
d(z,T) = d(x, R” — T) = 0. 

Sempre que usarmos os símbolos d(S, T) e d(x, T), estaremos admi- 
tindo tacitamente que S Æ Ø e T £ Ø. 


Teorema 25. d(S,T) = d(S,T). 

Demonstração: Evidentemente, d(S,T) < d(S,T). Para provar a 
desigualdade oposta, seja € um número positivo arbitrário. Existem 
TESeyET tais que |z -y| <d(S,T)+£/3, e x€ S, yET tais que 
|z — z| < £€/3, |y -g| < £€/3. Então 


d(S,T) < |z — y| < |z - z| + |z - g| +ly—y|<e/3+ 
+d(S,T) +£€/3 + €/3. 

Logo d(S,T ) < d(5, T) + e. Como e > 0 é arbitrário, concluimos que 
d(S,T) < d(S,T), o que prova o teorema. 

Corolário. d(x,T) = d(x,7T). 

Teorema 26. Se K C R” é compacto e F C R” é fechado, então 


existem zo E€ K e yo E F tais que d(K, F) = |xo — yo|. Em particular, 
se KAF = Ø então d(K, F) > 0. 


Demonstração: Como o ínfimo de um conjunto de números reais é 
limite de uma sequência de elementos desse conjunto, temos d(K,F) = 
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lim |£k — yk| para sequências convenientes de pontos £k E K e yk E F. 
k— 00 


Da desigualdade |y| < [Yk — £k| + |xy| resulta que a sequência (yx) é 
limitada, pois são limitadas (|£ — yk|), por ser convergente, e (x), por 
pertencerem seus termos x, ao compacto K. Passando a subseqüências, 
se necessário, podemos admitir, portanto, que x; > £o € Yk > Yo- 
Como K e F são fechados, temos xy € K e yọ € F. Além disso, 
d(K, F) = dim |£k — yk| = |zo — yol. 


Corolário 1. Seja x € R”. Se F C R” é fechado, então existe yo € F 
tal que d(x, F) = |z — yol. 


Corolário 2. Sejam K C R” compacto e U C R” aberto. Se K C U 
então existee > 0 tal que x € K > B(x;e) CU. Em particular, xz € K, 
y ER”, |r- yļ|< e= [lz,y| cU. 

Com efeito, F = R” — U é fechado e KA F = Ø. Seja d(K, F) = 
Ee >00. Seye F exek então e= d(K,F) < |x -— yl, logo y É B(x;e). 
Assim, para este valor fixo de £, toda bola aberta de raio € com centro 
num ponto de K está contida em U. 


Corolário 3. Sejam ST C R”, com S limitado. Existem zo € S, 
yo E T tais que |xo — yol = d(S, T). 
Com efeito, d(S, T) = d(S,T), onde S é compacto e T é fechado. 


(13.1) Exemplo. Em geral, existem muitos pontos do conjunto fe- 
chado F que estão a uma distância mínima do ponto x. Um caso extremo 
disso é F = Sl[x;r]: para todo y € F, tem-se |x — y| = d(x, F)! Mas, 
quando F C R” é convexo e a norma de R” provém de um produto 
interno, prova-se que existe um único yo € F tal que d(x, F) = |x — yol. 
(Com efeito, se xo £ yo € F são tais que |xo — x| = |yo — x| então 


zo + j pr a a 
a A € F é o ponto médio da base do triângulo isósceles ££oYo0 , 


Zo 
logo |zo — z| < |xo — zl.) 

(13.2) Exemplo. Dados dois conjuntos fechados ilimitados F,G C 
R”, pode-se ter F N G = Ø com d(F,G) = 0. Basta tomar o eixo 
das abcissas F = f(x,0) € R?;x € R} e o ramo de hipérbole G = 
((x,1/x) € R$;x > 0). Neste caso, não existem zo € F, yo € G tais 
que |xo — yo| = d(F, G). 

Teorema 27. |d(z,T) — d(y,T)| < |z — yl. 


Demonstração: Existem zo, yo € T tais que d(x, T) = d(x,T) = |x — 
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zo| e d(y, T) = d(y, T) = |y — vol. Então |x — zo| < |£ — yo]. Daí 


d(x, T) = |x — zo| < |x — yol < |x — y| + +ly — yol 
= |x — y| + d(y, T), 


isto é, d(x, T) — d(y,T) < |x — y|. Analogamente, d(y, T) — d(x, T) < 
|z — y|. Logo |d(z, T) — d(y, T)| < Ja — yl. 


Corolário. A função f: R” — R, definida por f(x) = d(x, T), é uni- 
formemente contínua. 
Com efeito, pelo Teorema 27, f é uma contração fraca. 

(13.3) Exemplo. Sejam FG C R” dois subconjuntos fechados 
disjuntos e não-vazios. A função f: R” — R, definida por f(x) = 
d(x, F) 

d(x, F) + d(x, G) 
e o valor 1 em todos os pontos de G. Ela se chama uma função de Ury- 
sohn do par (F, G). Pondo A = f-!((-0c0,1/2))e B = f-H((1/2,+00)) 
vemos que A e B são abertos disjuntos, com F C A e G C B. Con- 
cluimos então que, dados dois fechados disjuntos F,G em R”, existem 
sempre abertos disjuntos 4, B tais que Fc AeGCB. 

Na mesma ordem das idéias acima acha-se a noção de diâmetro de 
um conjunto limitado não vazio T C R”. Definimos 


é contínua, assume o valor 0 em todos os pontos de F 


diam(T) = sup(|z — y|;x,y E T}. 


Para quaisquer x,y € T, tem-se |x — y| < diam(T) e, dado arbitra- 
riamente £ > 0 existem x,y € T tais que diam(T) — € < |x — yl. 
(13.4) Existem sequências de pontos £k, Yk E T tais que dim |xk — 
-300 


yr) = diam(T). Como T é limitado, passando a subsegiiências se ne- 
cessário, podemos supor que existem lim x, = x9 e im yk = yo. Então 
zo, Yo E T e lim |£k — yk| = |xo — yol, logo |xo — yo| = diam(T). Quando 
T é fechado (donde compacto) temos zo, yo € T, logo o diâmetro de um 
conjunto compacto é a maior distância entre dois dos seus pontos. 

Se Sc T então diam(S) < diam(T). 

(13.5) O diâmetro da bola fechada Bla;r] é igual a 2r. 

Com efeito, ye B]a;r] > |x -a| <r, |y-a|<r=>|z-—y|< 
lx—al+|y—al < 2r, logo diam B[a; | < 2r. Por outro lado, se tomarmos 
um vetor v € R” com |v| = r e pusermos z = a +v, y= a -— v então 
x,y € Bla;r| e |x — y| = |2v| = 2r, logo diam Ba; r] = 2r. 

Se T C Bla;r] então diam(T) < 2r. 
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Por outro lado, se diam(T) = r então, dado qualquer ponto a € T 
tem-se |x — a| < r, seja qual for x € T. Portanto T C Bla;r]. 

Uma seqüência do teorema abaixo é que também o diâmetro da bola 
aberta B(a;r) é igual a 2r. 


Teorema 28. Para todo conjunto limitado não-vazio T C R”, vale 


diam(T) = diam(T). 
Demonstração: Como T C T, vale diam(T) < diam(T). Por outro 
lado, dado arbitrariamente = > 0, existem pontos %,j € T tais que 


diam(T) — €/3 < |z — J| e x,y € T tais que |z — z| < £€/3, |y- g| < £€/3. 


Então diam(T)—€/3 < |x—-y| <|z—-x|+v—y|+|y—y| < diam(T)+2€/3, 


donde diam(T) < diam(T) +€. Como E > 0 é qualquer, vemos que 


diam(T) < diam(T). 


Teorema 29. Seja f: K > U uma aplicação contínua, definida num 
compacto K C R™ e tomando valores num aberto U C R”. Existe å > 0 
tal que a imagem f(T) de qualquer subconjunto T C K com diam(T) < ô 
está contida em alguma bola BC U. 


Demonstração: A imagem f(K) é um compacto contido no aberto U. 
Pelo Corolário 2 do Teorema 26, existe £ > 0 tal que, para todo z € K, 
a bola B(f(x);c) está contida em U. Pela continuidade uniforme de 
f, existe ô > 0 tal que z,ye K, |r—yļ < ô= f(x) -— fly) <e. 
Seja T C K um subconjunto (não-vazio) com diam(T) < ô. Tomemos 
zo E€ T. Então x € T > |x — zo| < ô => |f (x) — f(zo)| < € = f(x) € 
B(f(zo);£) = B. Logo f(T)C BCU. 


Observação: Ao enunciado do Teorema 29 podemos, se for conveniente, 
acrescentar que as bolas B podem ser todas tomadas com o mesmo 
raio €. 

Nesta ordem de idéias, existe um conceito que frequentemente se 
mostra útil em demonstrações envolvendo conjuntos compactos. Trata- 
se da noção de número de Lebesgue. 

Diz-se que um número ô > 0 é número de Lebesgue de uma cobertura 


X C U Ch quando todo subconjunto de X com diâmetro menor do que 
AEL 
ô está inteiramente contido em algum Ch. 


Uma cobertura, mesmo aberta e finita, pode não ter número de 
Lebesgue algum. Por exemplo, seja R — {0} = (-00,0) U (0, +00) a 
cobertura de R — {0} pelas duas semi-retas (—00,0) e (0, +00). Dado 
qualquer ô > 0 podemos tomar um número a tal que O < a < 6/2. 
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Então o conjunto A = {—a,a} tem diâmetro menor do que ô mas não 
está contido em nenhum dos dois conjuntos da cobertura dada. Logo, 
não existe número de Lebesgue para tal cobertura. 

Vale entretanto o resultado seguinte: 


(13.6) Toda cobertura aberta X C (JA, de um conjunto compacto 
X CR” possui número de Lebesgue. 
Demonstração. Se supusermos, por absurdo, que nenhum ô > O é 
número de Lebesgue da cobertura dada, obteremos, para cada k € N, 
um conjunto Yy C X, com diam Y, < 1/k mas nenhum A, contém Yx. 
Escolhemos um ponto yk em cada Yk. Passando a uma subseqüência, 
se necessário, a compacidade de X assegura a existência de a € X tal 
que limy = a. Existe ào tal que a E€ Ay. Existe ainda € > 0 com 
B(a;e) C An, pois A) é aberto. Tomemos k € N tão grande que 
1/k < £€/2 e |a — yk| < £€/2. Então, lembrando que diam Yp < 1/k, para 
todo y € Yp temos |y — a| < |y — yk| + |yp — a| < (1/k) + (c/2) < e. 
Segue-se que Yp C B(a,£) C Ax,, uma contradição. 


14 Conexidade 


Uma cisão de um subconjunto X C R” é uma decomposição X = 
AU B, onde AN B = Ø e os conjuntos A, B são ambos abertos em X. 

Todo conjunto X C R” admite pelo menos a cisão trivial X = XU. 
Um exemplo de cisão não-trivial é R — {0} = (—00,0) U (0, +00). 

Um conjunto X C R” chama-se conero quando não admite outra 
cisão além da trivial. Assim, quando X é conexo, X = AU B, com 4, 
B disjuntos e abertos em X, implica A = Ø ou B = Ø. 

O conjunto vazio e um ponto {x} são exemplos óbvios de conjuntos 
conexos. Resulta do teorema de estrutura dos abertos da reta (vide 
Vol. 1, Cap. V, 81, Teorema 2 ) que todo intervalo aberto da reta é 
conexo. Em particular, R é conexo. 

Quando existir uma cisão não-trivial X = AU B, diremos que X é 
desconego. 

Por exemplo, R — {0} é desconexo. Também é desconexo todo sub- 
conjunto discreto X C R”, com mais de um ponto. Com efeito, por 
definição, cada ponto x € X é isolado, isto é, dado x € X, existe e > 0 
tal que B(x;e)N X = {x}. Assim, cada ponto x € X é um conjunto 
aberto em X e, por conseguinte, todo subconjunto A C X é aberto em X 
pois é reunião dos seus pontos. Obtém-se portanto uma cisão não trivial 
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X = AU B considerando qualquer subconjunto AC X com G£LALNX 
e pondo B = X — A. 

O conjunto Q dos números racionais não é discreto mas um subcon- 
junto conexo X C Q não pode ter mais de um ponto. Com efeito, se 
existirem a,b E€ X com a < b, escolheremos um número irracional É no 
intervalo aberto (a,b), poremos A = (—œ,¿) N X, B=(E,+oo)NX e 
obteremos a cisão X = AU B, que não é trivial porque a € AebE€B. 

Dada uma cisão X = AU B, temos A = X -BeB=X-A, 
isto é, cada um dos conjuntos 4, B é o complementar do outro em 
relação a X. Logo, cada um deles é aberto e fechado em X. Poderíamos 
portanto definir uma cisão de X como uma decomposição X = AU 
B, onde A e B são disjuntos e fechados em X. Poderíamos também 
definir um conjunto conexo X como aquele cujos únicos subconjuntos 
simultaneamente abertos e fechados em X são Ø e o próprio X. Com 
efeito, dado A C X aberto-fechado, X = AU (X — A) é uma cisão. 


Teorema 30. A imagem de um conjunto conexo por uma aplicação 
contínua é um conjunto conexo. 


Demonstração: Sejam X C R” conexo e f: X — R” contínua. Para 
toda cisão f(X) = AU B, o Teorema 16 (juntamente com a Observação 
que a ele se segue) garante que X = fI(A)U fTI(B) é uma cisão do 
conjunto conexo X. Logo f!(A) = Ø (donde A = Ø) ou fFI(B) = Ø 
(donde B = Ø). 


Corolário. Todo conjunto homeomorfo a um conjunto conexo é também 
conexo. 


Teorema 31. Um subconjunto X C R é conexo se, e somente se, é um 
intervalo. 


Demonstração: Já vimos que os intervalos abertos da reta são conexos. 
Os outros também são porque, dado qualquer intervalo I C R, existe 
sempre uma função contínua f: R>R com f(R)=T. Por exemplo, se 
I = [-1,+1], tomamos f(x) = senz. Para I = (0,1], f(x) = (1422). 
Se for 1 = [0, +00), faremos f(x) = x?. Todo intervalo não-aberto 
é homeomorfo a um desses três, logo é conexo. Reciprocamente, seja 
X C Rum subconjunto conexo. Se X não fosse um intervalo, existiriam 
a <c < bcoma,b EX ecg X. Então, pondo 4 = (-c,c)NX e 
B = (c, +20) N X, obteríamos uma cisão X = AU B, a qual não seria 
trivial poisa € Aebe B. 
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Corolário. 4 imagem de um conjunto conexo X C R” por uma função 
real contínua f: X — R é um intervalo. 


Uma reformulação do Corolário acima é o 


Teorema do Valor Intermediário. Seja f: X — R uma função 
contínua, definida num conjunto conero X C R”. Se existem a,b E€ X 
ed ER tais que f(a) <d < f(b) então existe c € X tal que f(c) = d. 


Resulta do Teorema 30 que o círculo St = f(x,y) € R?; £? +y? = 1} 
é conexo, pois é imagem da reta pela aplicação contínua f: R > R?, 
f(t) = (cost, sen t). 

Como aplicação mostraremos que, dada f: St — R contínua, existe 
u € S! tal que f(u) = f(—u). Com efeito, a função p: S! > R, 
definida por (z) = f(z) — f(—z) é contínua no conexo St. Como 
p(—z) = —ọ(z), resulta do Teorema do Valor Intermediário que deve 
existir u € S! tal que y(u) = 0, isto é, f(u) = f(—u). Em particular, 
nenhuma função contínua f: St — R pode ser injetiva, portanto S! não 
é homeomorfa a um subconjunto da reta. 

Daremos agora outra demonstração de que qualquer intervalo I C R 
é conexo, sem utilizar o teorema da estrutura dos abertos da reta. 

Com efeito, suponhamos, por absurdo, que exista uma cisão não- 
trivial Z = A U B do intervalo I. Tomemos a € A, b € B, com 
a < b. Então [a,b] C I. Como A e B são fechados em J, os conjuntos 
K = [a,b] Q A e L = fa, b] N B são fechados em [a,b], logo são compactos. 
Além disso, [a,b] = KU L é uma cisão. Pelo que vimos no parágrafo 
anterior, existem xo E€ K e yọ € L tais que |zo — yo| = d(K,L). Isto 
significa que |xo — yo| < |æ — y| sejam quais forem x € K, y€ L. Note 
que xo Æ yo pois K e L são disjuntos. Tomemos o ponto médio c do 
intervalo cujos extremos são xo e yo. Então c € [a,b]. Em particular, 
ce Kouce L. Mas |zo-— c| < |xo — yol, logo c É L. Também 
|c — yo| < |xo — yol, donde c É K. Uma contradição. 


Teorema 32 (Teorema da Alfândega). Seja X C R” um conjunto 
arbitrário. Se um conjunto conexo C C R” contém um pontoa E X e 
um ponto b ¢ X então C contém algum ponto da fronteira de X. 


Demonstração: Se a € OX ou b € X, nada há para provar. Caso 
contrário, a função contínua f: C > R, definida por f(x) = d(x, X) — 
d(x, R” — X) é tal que f(a) < 0 e f(b) > 0. Pelo Teorema do Valor 
Intermediário, existe x € C tal que f(x) = 0. Então d(x, X) = d(x, R” — 
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X). Como pelo menos um desses números é zero, segue-se que ambos o 
são, ou seja, x E 0X. 


Para uso nos dois teoremas seguintes, registremos a seguinte ob- 
servação: 

(14.1) Sejam X C Y C R”. Se ACY éabertoemY então ANX é 
aberto em X. 

Com efeito, X C Y significa X = Y N X e A aberto em Y significa 
A= BANY com B aberto em R”. Logo ANX =BNYNX=BNXe 
assim AN X é a interseção de X com o aberto B de R”, logo AN X é 
aberto em X. 


Teorema 33. A reunião de uma família de conjuntos conexos com um 
ponto em comum é um conjunto conero. 
Demonstração: Seja X = U X, onde todos os conjuntos X) são 


AEL 
conexos e contêm o ponto a € R”. Para provar que X é conexo, supo- 


nhamos que X = AU B seja uma cisão, digamos com a € A. Para cada 
À € L, temos 


X = XNXX =(AUB)AX  =(ANX L) U(BAX,), 


o que nos dá uma cisão de X,. Como X, é conexo e a € AN X), deve 
ser BN X) = Ø para todo À € L. Logo 


B=SBNX=BAUXJ=| BNXJs=2. 
A 


Assim, toda cisão de X é trivial e X é conexo. 


Corolário 1. A fim de que X C R” seja conexo, é necessário e suficiente 
que, para quaisquer a,b E X, exista um conjunto conexo Cap com a,b € 
Cap CAs 

Fixando a € X, teremos então X = |J Caz, onde os conjuntos Cir 

LEX 

são conexos e têm o ponto a em comum. Pelo Teorema 33, X é conexo. 
Corolário 2. Dados X CR” e Y CR” não-vazios, o produto cartesi- 
ano X x Y cR"*” é conexo se, e somente se, X e Y são conexos. 


Com efeito, sejam X, Y conexos. Dados quaisquer a = (a1,a92) e 
b = (b1, b2) em X x Y, seja Cap = (X x a2) U (bı x Y). Temos a € Cap € 
b E Cap. Além disso, X x az (homeomorfo a X) e bı x Y (homeomorfo 
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a Y) são conexos, com o ponto (b1,a2) em comum. Logo Cap é conexo. 
Segue-se do Corolário 1 que X x Y é conexo. Reciprocamente, se o 
produto cartesiano X x Y é conexo então X e Y são conexos por serem 
imagens das projeções mı: X xY >XNemo: XxY >Y. 

Evidentemente, o Corolário 2 acima se estende para um produto car- 
tesiano X1 x X2 x---x Xn de um número finito qualquer de fatores. Em 
particular, o espaço euclidiano R” = R x --- x R é conexo. Consequen- 
temente, Ø e R” são os únicos subconjuntos de R” que são ao mesmo 
tempo abertos e fechados. 

Ainda em consequência do Teorema 33, toda bola (aberta ou fe- 
chada) do espaço euclidiano é conexa pois é reunião de seus raios, que 
são conexos por serem homeomorfos a intervalos da reta, e têm todos 
um ponto em comum, que é o centro da bola. 

À interseção de conjuntos conexos pode não ser conexa. Por exemplo, 
os semi-círculos X=((x,y)e Sl;y>0heY=((x,y) € S!;y < 0) são 
conexos pois são ambos homeomorfos, através da projeção (x,y) > x, 
ao intervalo [—1,1]. Mas a interseção X N Y = {e1, —e1 } é desconexa. 
Vale porém o 


0,0) 
Teorema 34. A interseção K = () K; de uma seqüência decrescente 
i=1 
KDK,D---D KiD ... de conjuntos compactos conexos em R” é 
um conjunto (compacto e) conexo. 


Demonstração: Seja K = AU B uma cisão. Sendo fechados em K, os 
conjuntos A e B são fechados (e disjuntos) em R”. Existem portanto 
abertos disjuntos V, W em R” tais que A C V e B C W (vide (13.3)). 
Assim, o aberto U = VUW contém a interseção K = N K; , logo contém 
algum dos conjuntos K; (vide (12.8)). Então K; = (KNV)U(K;NW) 
é uma cisão. Como K; é conexo, deve-se ter K; O V = Ø, donde 4 = 
KnAcknV=g9,ou então KNW = Ø, donde B = Ø. Portanto 
qualquer cisão de K é trivial, logo K é conexo. 

Observe-se que se F = N F; for a interseção de uma seqüência de- 
crescente F D Fo D -+ D F;... de subconjuntos fechados conexos (mas 
não compactos) então F pode ser desconexo. Basta tomar cada F; C R? 
como a reunião das duas retas horizontais y = 0, y = 1 mais os pontos 
(x,y) comz>ie0O<y<l. 


Teorema 35. Sejam X CY C X em R”. Se X é conero, então Y 
também é conexo. 
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Demonstração: Como todo ponto de Y é aderente a X, para todo 
conjunto não-vazio A, aberto em Y, tem-se AN X £ 9. Feita esta 
observação, seja Y = AU B uma cisão de Y. Então 


X=YNX=(AUB)AX=(ANX)uU(BAX), 


o que nos dá uma cisão de X. Como X é conexo, ou temos AN X = Øe 
portanto 4 = Ø em virtude da observação inicial, ou BA X = Ø, donde 
B = Ø, pelo mesmo motivo. Assim, toda cisão de Y é trivial e Y é, 
portanto, conexo. 


Corolário. O fecho de um conjunto conexo é conexo. 


O Teorema 35 pode ser usado para mostrar que a esfera unitária 
Ss” = {x € RH. (x, x) = 1) é conexa. Com efeito, o conjunto X = 
S” — {en+1} é conexo, por ser homeomorfo a R” através da projeção 
estereográfica (vide 88). Como e,41 não é um ponto isolado em S”, 
temos X = S”, logo S” é conexa. 

Outro exemplo é fornecido pelo conjunto X C R?, gráfico da função 
contínua f: (0,1) > R, f(x) = sen(1/x). Por ser homeomorfo ao 
intervalo (0,1], X é conexo. Seu fecho é X = X UT, onde T = f(0,t) € 
R?;—1<t< 1}. Para todo subconjunto T C I, o Teorema 35 assegura 
que X UT é conexo. Em particular, é conexo o conjunto Xo = X U {p}, 
onde p = (0,0) é a origem de R?. Este exemplo destoa da intuição, 
que nos sugere um conjunto conexo como aquele formado por um “só 
pedaço”. Por causa disto, consideraremos a seguir uma noção mais 
estrita de conexidade: a conexidade por caminhos. 

Um caminho num conjunto X C R” é uma aplicação contínua f: I — 
X, definida num intervalo T. 

Por exemplo, dados x,y € R”, o caminho f: [0,1] — R”, definido 
por f(t) = (1 — t)a + ty chama-se o caminho retilíneo que liga x a y. Às 
vezes nos referiremos a ele como o caminho |z, y]. 

Diremos que os pontos a,b € X podem ser ligados por um caminho 
em X quando existe um caminho f: I > X tal que a,b € f(D). 

Por exemplo, se X C R” é convexo, dois pontos quaisquer a,b € X 
podem ser ligados por um caminho em X, a saber, o caminho retilíneo 
fa, b]. 

Se a,b € X podem ser ligados por um caminho f: I > X, então 
existe um caminho g: [0,1] — X tal que (0) = a e (1) = b. Basta 
pôr p(t) = f((1 — t)a + tp), onde a = f(a) e b = f(8). 
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Se f,9: [0,1] — X são caminhos em X, com f(1) = g(0), então 
definimos o caminho justaposto h = f Vg: [0,1] — X pondo h(t) = f(2t) 
se 0 < t < 1/2 e h(t) = g(2t — 1) se 1/2 < t < 1. Note que estas 
duas expressões definem o mesmo valor de h(1/2). Como h | [0,1/2] 
e h | [1/2, 1] são contínuas, segue-se que h é contínua. Intuitivamente, 
o caminho h percorre a trajetória de f (com velocidade dobrada) até 
t = 1/2 e depois, para t > 1/2, descreve (ainda com velocidae dobrada) 
o percurso de g. 

Sejam a, b, c pontos do conjunto X C R”. Se a, b podem ser ligados 
por um caminho em X e b, c também podem ser ligados por um caminho 
em X, então existe um caminho em X ligando a a c. Basta tomar 
caminhos f,g: [0,1] => X com f(0)=a, f(1)=b, g(0)=b, g(1)=c 
e pôr h = f V g. Então h(0) =a, h(l)=c. 

Um conjunto X C R” diz-se conexo por caminhos quando dois pontos 
quaisquer a,b € X podem ser ligados por um caminho em X. 

Todo conjunto convexo X C R” é conexo por caminhos. Em parti- 
cular, toda bola (aberta ou fechada) no espaço euclidiano é conexa por 
caminhos. 

A esfera S? = {x c€ RH: (x, x) = 1) é conexa por caminhos. Com 
efeito, dados a,b € S”, se a e b não são antípodas, isto é, se b £ —a, 
então f: [0,1] — S”, definida por 


(1— t)a + tb 
IO =o L 
|(1 — t)a + tb] 
é contínua (pois seu denominador nunca se anula), com f(0) = a, 
f(1) = b. Se, porém, b = —a, tomamos um ponto c € S” — {a,b}, 


ligamos a com c e c com b pelo processo acima. O caminho justaposto 
ligará o ponto a ao seu antípoda b. 

Todo conjunto conexo por caminhos é conexo, em virtude do Corolá- 
rio 1 do Teorema 33, pois se f: I — X é um caminho em X ligando os 
pontos a e b então f(1) = Ca» é um subconjunto conexo de X contendo 
aeb. 

A recíproca é falsa. O conjunto Xo C R?, acima descrito como a 
reunião do gráfico da função f(x) = sen(l/x), 0 < x < 1, com a 
origem p = (0,0), é conexo mas não é conexo por caminhos. (Para a 
demonstração, ver o livro “Espaços Métricos”, do autor, página 103.) 

Há, porém um caso particular importante, no qual a conexidade 
implica em conexidade por caminhos: quando o conjunto X C R” é 
aberto. 
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Diremos que f: [0,1] > X é um caminho poligonal em X quando f 
é a justaposição de um número finito de caminhos retilíneos. 


Teorema 36. Um aberto AC R” é conexo se, e somente se, é conexo 
por caminhos. 


Demonstração: Seja A C R” aberto e conexo. Fixemos um ponto 
a € A e consideremos o conjunto U, formado pelos pontos x € A que 
podem ser ligados ao ponto a por um caminho poligonal contido em A. 
Afirmamos que U é aberto. Com efeito, seja x € U. Sendo A aberto, 
existe B = B(x;r), com x € B C A. Como a bola B é convexa, todo 
ponto y € B pode ser ligado a x por um segmento de reta contido em 
B, logo y se liga a a por um caminho poligonal contido em A. Logo 
BCU eU cCA é aberto. Também V = A — U é aberto, pois se v € V 
então v não pode ser ligado a a por um caminho poligonal contido em 
A. Tomando uma bola aberta Bı , com v € Bı C A, todo z € Bı se liga 
a v por um segmento de reta contido em B1. Se z pudesse ser ligado 
a a por um caminho poligonal contido em A, justapondo-se [v, z] a esse 
caminho, veríamos que v € U, um absurdo. Temos então A = UUV, 
uma cisão. Como 4 é conexo e a € U, temos V = Ø, donde A = U, o 
que prova o teorema. 


Corolário (da demonstração). Se A C R” é aberto e conexo, dois pontos 
quaisquer de A podem ser ligados por um caminho poligonal contido 
em A. 


O problema central da topologia dos espaços euclidianos é determinar 
se dois conjuntos X CR”, Y c R”, dados são ou não homeomorfos. 
Não existe uma resposta geral para este problema. Para afirmar que X 
e Y são homeomorfos é necessário definir um homeomorfismo entre eles. 
Para garantir que X e Y não são homeomorfos, procura-se lançar mão 
de invariantes topológicos como a compacidade, a conexidade (e outros 
mais elaborados, que não estudaremos aqui). 

Vejamos um exemplo. Sejam X=f(x,y)€R2;x2-Hy2=1) um círculo, 
Y ={(x, y) ER?; 4z? +9yº=1) uma elipse, Z ={(x, y) ER?; z? — y? = 1) 
uma hipérbole e T = f(x,y) € R?;y = x?) uma parábola. X e Y são 
homeomorfos e h: X = Y, h(x, y) = (x/2,y/3), é um homeomorfismo 
entre eles. Mas, como X, Y são compactos e Z, T não são, segue-se 
que não pode existir um homeomorfismo entre um desses dois últimos 
conjuntos e um dos dois primeiros. Por outro lado, Z e T não são 
homeomorfos porque T é conexo e Z não é. 
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Sejam agora X = [a,b] um intervalo fechado da reta e Y = Blc;r| c 
R? o disco fechado de centro c € R? e raio r. Ambos X, Y são compactos 
e conexos; no entanto a intuição nos diz que X não deve ser homeomorfo 
a Y. De fato, não é e a prova se baseia na seguinte observação: seja 
qual for o ponto y € Y, o conjunto Y — {y} ainda é conexo enquanto 
que, para a < x < b, o conjunto X — (x! é desconexo. Se existisse 
um homeomorfismo h: X — Y, escolheríamos um ponto x € (a,b), 
escreveríamos y = h(x) e teríamos, por restrição, um homeomorfismo 
k:X-(2vy>Y-ly), k=h|(X-—(x)), entre um conjunto desconexo 
e um conjunto conexo. 


Se tentarmos usar esse raciocínio para provar que um disco X = 
Bla;r] C R? não é homeomorfo a uma bola fechada Y = Blb;s] c R? 
não chegaremos a nada porque X e Y permanecem conexos depois da 
retirada de qualquer um dos seus pontos. É verdade que uma bola no 
espaço euclidiano R” só é homeomorfa a uma bola em R” quando m = n. 
Mas a demonstração deste fato requer o uso dos invariantes topológicos 
“mais elaborados” a que nos referimos acima, os quais são estudados em 
Topologia Algébrica ou Topologia Diferencial. 


Voltando a uma situação mais elementar, podemos constatar que não 
existe um homeomorfismo entre o conjunto X = f(x,y) € R?; x? = y?} 
(um par de retas que se cortam na origem) e a parábola Y = ((x,y) € 
R?; y = «?). Com efeito, a retirada de qualquer ponto de Y deixa um 
conjunto com “dois pedaços” enquanto que se retirarmos a origem de X 
ficaremos com “quatro pedaços”. Este tipo de argumento lança mão 
dos pedaços conexos que compõem um conjunto desconexo. Tornare- 
mos precisa esta idéia mediante a noção de componente conexa, que 
definiremos agora. Mostraremos a seguir que todo conjunto X C R” 
se exprime como reunião disjunta de subconjuntos conexos máximos, 
chamados componentes conexas de X. 


Sejam x € X C R”. A componente conexa do ponto x no conjunto 
X é a reunião Cy de todos os subconjuntos conexos de X que contêm o 
ponto q. 


Por exemplo, se X = Q C R então a componente conexa de qualquer 
ponto x € X é fx). Por outro lado, se X C R” é conexo então, para 
todo x € X temos Cy = X. Se X = R — {0} então a componente 
conexa de 1 em X é (0, +00) enquanto que a componente conexa de —1 
é (—00,0). 
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Dados x € X C R”, a componente conexa Cy é um conjunto conexo, 
pelo Teorema 33. Na realidade, C, é o maior subconjunto conexo de 
X contendo o ponto x. Com efeito, se C C X é conexo e contém z, 
então C é um dos conjuntos cuja reunião é Cz, logo C C Cx. Mais 
ainda, se C C X é conexo e tem algum ponto em comum com Cy então 
C C Cr, pois C U Cy é conexo contendo x logo C U Cr C Cy e daí 
C C Cz. Em particular, nenhum subconjunto conexo de X pode conter 
Cx propriamente. 


Sejam x, y dois pontos de X. Suas componentes conexas Cz e Cy ou 
coincidem ou são disjuntas pois se z € CNC, então Cz C Cy e Cy C Cz. 
Assim a relação “x e y pertencem à mesma componente conexa em X ”é 
uma equivalência no conjunto X. As classes de equivalência são as 
componentes conexas dos pontos de X. 


Toda componente conexa Cy é um conjunto fechado em X. Com 
efeito, sendo Cr C CNX C Ca , o Teorema 35 nos assegura que CNX 
é um subconjunto conexo de X, contendo C,. Logo Cs OX = C,,o 
que mostra que Cy é fechado em X. 


Finalmente, seja h: X — Y um homeomorfismo. Se Cy é a com- 
ponente conexa do ponto x em X, então Dy = h(C;) é a componente 
conexa do ponto y = h(x) em Y. Com efeito, pelo Teorema 30, Dy é 
conexo. Além disso se D C Y é qualquer conexo contendo y então, como 
h-t: Y — X é contínua, A!(D) é um subconjunto conexo de X, con- 
tendo x. Logo h !(D) C Cy e daí D C h(C,) = Dy. Portanto Dy é o 
maior subconjunto conexo de Y contendo y, ou seja, é a componente co- 
nexa de y em Y. O homeomorfismo h: X — Y estabelece portanto uma 
bijeção entre as componentes conexas de X e as componentes conexas 


de Y. 


15 A norma de uma transformação linear 


Fixemos arbitrariamente uma norma em R” e outra em R”. Sa- 
bemos que toda transformação linear A: R” — R” é contínua. Mais 
precisamente, existe um c > 0 tal que |A4- x] < clx| para todo x € R”. 
Nesta desigualdade, a norma à direita é a de R”, enquanto a da es- 
querda é a de R”. Elas podem ser diferentes, mesmo quando m = n. 
Tudo depende da nossa escolha. 
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Se nos restringirmos a considerar vetores unitários em R”, resulta 
que x ER”, |x=1>[|A-z| < c, isto é, A transforma a esfera unitária 
de R” num subconjunto limitado de R”. Isto também poderia ser visto 
observando que a esfera unitária de R” é compacta, logo é transformada 
pela aplicação contínua A num subconjunto compacto — em particular, 
limitado — de R”. 


Estas considerações nos permitem introduzir uma norma no espaço 
vetorial L(R™; R”) = R"”, pondo, para cada transformação linear 
A: R” SR”, 


|A| = sup{|A - z|;x € R”, |z| = 1}. 


Deixaremos ao leitor o trabalho de verificar que a função A > |A| 
cumpre as condições exigidas para uma norma, além de gozar das duas 
propriedades seguintes: 


|A -x| < |Al|x| para todo z € R” 


|A- B| < |A| |B| se A € L(R”; R”) e B € L(R"; R”). 


Observação: Na segunda desigualdade acima, a norma em R™ deve ser 
tomada a mesma, tanto no espaço L(R”;R”) como em L(R*;R”). 


Como duas normas quaisquer em R”™ são equivalentes, dada uma 
sequência de transformações lineares Ap: R” — R” e uma transformação 
A € L(R”; R”), temos dim |Ak — A| = 0 se, e somente se, cada elemento 

+00: 


da matriz de A, converge para o elemento correspondente da matriz 
de 4. 


Para certas escolhas de normas em R” e R”, pode-se determinar a 
norma |A| em função dos elementos a;i; da matriz de A. Às vezes, o 
melhor que se tem é uma desigualdade que dá um limite superior para 
|A|. Na tabela seguinte, examinamos o que ocorre com as três normas 
usuais do espaço euclidiano. Nas fórmulas, o índice à varia de 1 a n, 
enquanto 1 < j < m. 


66 


[CAP. |: TOPOLOGIA DO ESPAÇO EUCLIDIANO 


Norma em R” 


Norma em R” 


Norma de A: R” — R” 


do máximo 


do máximo 


[A] = maxi fal) 
3 


maior “norma da soma” 
entre as linhas 


[A] = max fan) 


da soma da soma maior “norma da soma” 
entre as colunas 
|A| = VÀ, à = maior 
euclidiana euclidiana 
autovalor de A*A 
da soma do máximo |A| = max lai;| 


|A| < X Jaiz] 
t, 


do máximo 


da soma 


(vide valor exato 
de |A| na última linha) 


euclidiana do máximo A| = max y DEA 
E 
j 
euclidiana da soma A| < DZ az) 
i V 
do máximo euclidiana |A| < K max(aij)? 
i J 
da soma euclidiana |A| < VE max(ai;;)2 
i J 
n=l 
Neste caso f(z) = arzı +--+ amim > 
euclidiana as 3 normas > |fl= 2 a? 
j 
coincidem 
|A| = maxt|Ai),..., [Any 
euclidiana, euclidiana, onde A1,..., An São OS 
A simétrica n=m autovalores de A 
(repetição) |A| = max 5 | X ejail, 
E E j 
do máximo da soma onde € = (£1,...,Em) é tal 


que ej = +1 
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Exercícios 


$1. 


1:1, 


1.2. 


1.3. 


1.4. 


82. 


2.1. 


2.2. 


2.3. 


2.4. 


Mostre que as operações usuais de soma de aplicações e produto de uma 
aplicação por um número real fazem do conjunto L(R”;R”) um espaço ve- 
torial. Analogamente para o conjunto M(n x m). Mostre que as bijeções esta- 
belecidas no texto entre esses conjuntos e R”™” são isomorfismos entre espaços 
vetoriais. Exiba explicitamente bases para os espaços L(R”:R") e M(n x m). 


Seja E = L(R™, R”; R”) o conjunto das aplicações bilineares q: R” xR” — R’. 
Mostre que as operações usuais fazem de E um espaço vetorial de dimensão 
mnp. 


Seja E o espaço vetorial das funções bilineares p: R” x R” — R. Estabeleça 
um isomorfismo entre E e o espaço vetorial M (n x n) das matrizes reais n x n. 
Defina função bilinear simétrica e mostre que tal isomorfismo leva funções bili- 
neares simétricas em matrizes simétricas. Mostre que a matriz correspondente 
à função bilinear y é invertível se, e somente se, y é não-degenerada (isto é, 
(x,y) = O para todo y € R” > x = 0). 


Seja E C R” um subespaço vetorial de dimensão m. Prove que existem n — m 
funcionais lineares f1, f2,..., fn-m: R” > R tais que E = {x € R”; f(x) = 
falx) =- -< = fn-m(x£) = 0}. Conclua que existe uma aplicação linear sobre- 
jetiva A: R” — R”7™ tal que E = A™+ (0). 


Para todo funcional linear f € (R”)* existe um único vetor y € R” tal que 
f(x) = (y, x) qualquer que seja x € R”. 


Um conjunto {u1,..., Ur} C R” diz-se ortonormal quando (uj, uj) = 1 e 
(ui uj) = O para i £ j quaisquer. Todo conjunto ortonormal é parte de 
uma base ortonormal. Se {u1,..., Un} é uma base ortonormal então x = 


5X (x, ui)u; para todo z € R”. 

i=1 

Considere em R” e em R” a norma euclidiana. Dada uma aplicação linear 
A:R” — R”, existe uma única aplicação linear A*: R” — R”, chamada a 
adjunta de A, tal que (Ax,y) = (x, A*y) para quaisquer x € R”, y € R”. 
Dado b € R”, a equação Ax = b possui solução x € R” se, e somente se, b é 
ortogonal a todo elemento do núcleo de A*. Conclua que a imagem de A* e a 
imagem de A têm a mesma dimensão. 


Uma aplicação linear A: R” — R” diz-se simétrica quando A = A*. Prove qe 
o conjunto S das aplicações lineares simétricas constitui um subespaço vetorial 
de dimensão n(n + 1)/2 em L(R”;R”). Quando A* = — A, diz-se que A é anti- 
simétrica. Prove que o conjunto T das aplicações lineares anti-simétricas é um 
subespaço vetorial de dimensão n(n — 1)/2 em £L(R”; R”) e que toda aplicação 
linear A se escreve, de modo único, como soma de uma aplicação simétrica 
com uma anti-simétrica, isto é, L(R”; R”) = S T. 
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2.5. 


2.6. 
2.1: 


2.8. 


2.9. 


2.10. 


2.11. 


2.12. 


2.13: 


2.14. 
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Considere em R” e R” a norma euclidiana. As seguintes afirmações a respeito 
de uma aplicação linear A: R™ — R” são equivalentes: 

(i) |Azx| = |x| para todo x € R”; 

(ii) |Ax — Ay| = |x — y| para quaisquer x,y € R”; 

(iii) (Ax, Ay) = (x,y) para quaisquer x,y € R”; 


(iv) Todo conjunto ortonormal em R” é transformado por A num conjunto 
ortonormal em R”; 


(v) A*A = Im (aplicação identidade de R”); 


(vi) As colunas da matriz de A formam um conjunto ortonormal em R”. 


Quando m = n, tem-se também AA* = Ly e a aplicação linear A chama-se 
ortogonal. 


Se A é ortogonal então det A = 1. 


Dados os números reais a, b, c, a fim de que exista em R? um produto interno 
tal que (e,,e1) = a, (e1,e2) = (e2,€1) = b e (e2,e2) = c, é necessário e 
suficiente que a > 0 e ac > b2. 

Existe em R? um produto interno tal que (e1, e1) = 2, (e2, e2) = 3, (e3, e3) = 4, 
(e1,e2) = 0 e (e2, e3) = (e1, e3) = 1. 

Se c € [a,b] então |b — a| = |b— c| +|c— a|. Se a norma provém de um produto 


interno, vale a recíproca. Para uma norma arbitrária pode-se ter a igualdade 
acima com c é [a,b]. 


Se a norma provém de um produto interno e a £ b em R” são tais que |a| < r 
e |b| < r então |(1 — t)a + tb| < r para todo t € (0,1). (Em particular a esfera 
não contém segmentos de reta.) 


Seja C C R” um conjunto convexo. Fixado p € R”, seja y: C > R a função 
definida por y(x) = |z — p| = (x — p,x — p). Existe no máximo um ponto 
a E€ C tal que (a) = inf{p(x); x E C}. 


Fixe números reais a, 8 com «a < ĝ e, para cada x = (x1,...,7n) E€ R” ponha 
|z| = sup |m +g2t+::-+8£nt” t|. Prove que isto define uma norma em R”, 
a<t<p 


a qual não provém de um produto interno. 
Dado um subconjunto X C R”, seu complemento ortogonal é o conjunto X~ = 
{y € R";(x,y) = 0 para todo r € X}, X“ é um subespaço vetorial de R”. 
Se E C R” é um subespaço vetorial então EI = E. 


Sejam E C R” um subespaço vetorial, (e1,...,er) uma base ortonormal de 
E e a € R” um vetor arbitrário. Pondo ao = (a,e1)e1 +--+ + (a,en)en, O 
vetor a — ao é perpendicular a todos os vetores de E, e |a — ao| < ja — y| 
para todo y € E. A função q: E > R, definida por (y) = |a — y|, atinge 
seu valor mínimo num único ponto de E, a saber, o ponto ao. Daí resulta 
que ao depende apenas de a, mas não da base ortonormal escolhida em E. A 
aplicação m: R” — E, dada por r(a) = ao, é linear, seu núcleo é E! e todo 
vetor z € R” se escreve, de modo único, como z = £ +y, com z € E e y € EL, 
logo R” = E 6 Et. 
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2.15. 


2.16. 


83. 


3.1. 


3.2. 


3.3. 


3.4. 


§4. 


4.1. 


4.2. 


4.3. 


4.4. 


4.5. 


4.6. 


Prove que as seguintes afirmações a respeito de uma aplicação linear A: R” — 
R” são equivalentes: 
(i) Existe a > 0 tal que (Az, Ay) = a? (x, y}, quaisquer que sejam x,y € R”; 
(ii) |Ax|= a- |x| para todo x € R” (a constante); 
(iii) Se (e1,...,en) é uma base ortonormal, então (Aei;, Ae;) = 0 para i £ j 
e |A4e;| = a para quaisquer i, j = 1,...,n. 
Quando isto ocorre, A chama-se uma semelhança. 


A fim de que A: R” — R” seja uma semelhança, é necessário e suficiente que 
exista a > 0 tal que (1/a) - A seja ortogonal. 


3 E i a 
O conjunto das matrizes reais 2 x 2 da forma b 
que é isomorfo ao corpo C dos números complexos. 


—b elos 
constitui um corpo, 
a 


Dados z, w € C — {0}, tem-se GDA G 1), 


pi 
Zu 
Dados a = re* € C — {0} e n € N, a equação z” — a = 0 possui exatamente n 
raízes, que são os números complexos 


tani t+ 2j 
e r (cos ET 4 isen tai), 
n n 


j=0,1,...,n—1. 
As seguintes afirmações a respeito de uma aplicação linear A: R? — R? são 
equivalentes: 

(i) A é uma semelhança e det A > 0; 


(ii) Existe um número complexo a £ 0 tal que A -z = a - z (multiplicação 
complexa) para todo z € R?. 


Qualquer que seja a norma adotada em R” (n > 1), a esfera unitária S = {x € 
R”; |x| = 1} é um conjunto infinito. 

Dados x € S[a;r] e € > 0, prove que existem y € B(a;r) e z É Bla;r] tais que 
y—-z|<celz—-az|<e. 


Se X C R” e Y C R” são convexos então seu produto cartesiano X x Y C 
prt” 


é convexo. 


A interseção de uma família arbitrária de conjuntos convexos é um conjunto 
convexo. 


Dados X,Y C R”, seja X x Y a reunião de todos os segmentos de reta [x,y], 
onde x varia em X e y em Y. Se X e Y são convexos então X x Y é convexo. 


Dados X C R” e e > 0, seja B(X;£) a reunião das bolas B(x;€) com z € X. 
Se X é convexo então B(X; e€) é convexo. 


7O 


4.7. 
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5.1. 


5.2. 


5.3. 


5.4. 


5.5. 


5.6. 


5.7. 


5.8. 


86. 


6.1. 
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Dado X C R”, a envoltória convexa de X é a interseção C(X) de todos os 
subconjuntos convexos de R” que contêm X. Prove que C(X) é o conjunto 
de todas as combinações lineares o1x1 +--+ aux tais que z1,..., £k E X, 
q >20,...,0;,>20ea+---+taç=1. 


Se existirem seqüências de pontos Tk, Yk E R” com lim zk = a, limyk =b e 
lyx — a| < r < |xr — b| para todo k € N então |a — b| = r. 


As seguintes afirmações a respeito de uma seqüência (xx) de pontos de R” são 
equivalentes: 
(a) lim |xk| = +00; 
k= 
(b) (£k) não possui subseqüência convergente; 
(c) Para todo conjunto limitado L C R”, o conjunto dos índices k tais que 
£k E L é finito. 
Se b € B(a;r) C R” e lim zp = b então existe ko € N tal que k > ko > 1 E€ 
B(a;r). 


Defina convergência e convergência absoluta (ou normal) de uma série Erp 


cujos termos £k = (£ki,...;Zkn) pertencem a R”. Prove que a série Dx; 

converge (resp. converge absolutamente) se, e somente se, para cada à = 

1,...,n, a série J` £pi converge (resp. converge absolutamente). Conclua que 
k 


2 


toda série absolutamente convergente em R” é convergente. 


Prove que lim z = a em R” se, e somente se, lim (£, y) = (a, y} para todo 
y ER”. 

Dada uma sequência de aplicações lineares Ap: R™ — R” suponha que, para 
todo z € R”, exista Ax = lim Apg. Prove que a aplicação A: R” — R?”, 


k— oo 
assim definida, é linear, que lim Ay = A relativamente a qualquer norma em 
k—oo 
L(R™; R”) e que a convergência Aja — Az é uniforme em toda parte limitada 
de R”. 


Para toda aplicação X € L(R”;R”), a série >) X*/k! é absolutamente con- 
k=0 

vergente. Indicando sua soma por e*, tem-se e% . e desde que 

XY = YX. Conclua que, para toda X € L(R”; R”), e“ é invertível, com 


(e) = *. 


Toda matriz n x n é limite de uma segiiência de matrizes invertíveis n x n. 


pá eX% tY 


> 


As seguintes afirmações a respeito de um ponto a € R” e um conjunto X C R” 
são equivalentes: 


(i) a = lim zp com x, E€ X e zk £ a para todo k € N; 


(ii) a = lim yx com yx € X para todo k E€ N e yk £ ye se k £ £. 
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7.8. 
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7.10. 


7.11. 


7.12: 


7.13. 


15: A NORMA DE UMA TRANSFORMAÇÃO LINEAR 71 


Se nenhum ponto do conjunto X é ponto de acumulação então se pode escolher, 
para cada ponto x € X, uma bola aberta B, , de centro x, de tal maneira que, 
para x Æ y em X se tenha Bs N By = Ø. 


Todo conjunto discreto é enumerável. Noutras palavras: todo conjunto não- 
enumerável contém um ponto de acumulação. 


Seja f: X — R” contínua. Dada uma seqüência de pontos x, E X com 
lim zk =a € X e |f(£k)| < c para todo k € N então |f(a)| < c. 


Sejam f,g: X — R” contínuas no ponto a € X. Se f(a) Æ g(a) então existe 
uma bola B de centro a tal que x,y E€ B => f(x) # g(y). 


Seja f: X — R” contínua no ponto a € X. Se f(a) não pertence à bola fechada 
B|b;r] C R” então existe ô > 0 tal que x E€ X, |x—a| < ô= f(x) É Blb;r]. 


Seja f: X — R contínua no ponto a € X. Se f(a) > 0 então existe ô > 0 tal 
que zE X, |r-—a|< ô= f(x) >0. 


Seja f: R” — R” contínua. Se X C R” é limitado então f(X) C R” é 
limitado. 


Uma aplicação f: X — R” chama-se localmente Lipschitziana quando, para 
todo x € X, existe uma bola aberta B, de centro x, tal que fI(BN X) é 
Lipschitziana. Prove que a função f: (0,1] > R, dada por f(x) = vz, é 
localmente Lipschitziana. Mostre que a função g: [0,1] > R, g(x) = yz, 
embora contínua, não é localmente Lipschitziana. 


Se a aplicação linear A: R” — R” é injetiva então existe c > 0 tal que |Ax| > 
clx| para todo x € R”. 


Seja B a bola aberta de centro na origem e raio 1 em R”. A aplicação contínua 
f: B — R”, definida por f(x) = x /(1 — |x|), não é uniformemente contínua. 


Se f: R” — R” é contínua então, para cada parte limitada X C R”, a restrição 
f|X é uniformemente contínua. 


Sejam 1, J intervalos da reta com interseção não-vazia. Se f: IUJ > R” é tal 
que f|I e f|J são uniformemente contínuas então f é uniformemente contínua. 


Considerando as seqüências de pontos zp = (k,1/k) e wp = (k,0) em Rº, prove 
que a aplicação p: R? — R, dada por p(x,y) = xy, não é uniformemente 
contínua. Use um argumento análogo para provar que uma aplicação bilinear 
p: R™ x R” — R?” só é uniformente contínua se for identicamente nula. 


Sejam f: X — R” ea € X. Suponha que, para todo £ > 0, exista g: X >R”, 
contínua no ponto a, tal que | f(x) — g(x)| < € para todo x € X. Então f é 
contínua no ponto a. 


Considere em R” a norma euclidiana. Dada uma isometria f: R” — R”, exis- 
tem um vetor b € R” e uma transformação linear (necessariamente ortogonal) 
A: R” > R” tais que f(x) = Ax + b para todo x € R”. 
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7.14. 
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8.1. 
8.2. 
8.3. 


8.4. 


8.5. 


8.6. 


Bula 


8.8. 


8.9. 


8.10. 


8.11. 


89. 


Dl 
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Dada uma aplicação linear A: R” — R”, e fixadas normas em R” e R”, 
a imagem por A da esfera unitária S = {x € R”;|x| = 1) é um conjunto 
limitado em R”. Pondo, para cada A € L(R”; R”), |A| = sup{|Azr|;x E S}, a 
função A > |A| é uma norma no espaço vetorial L(R™; R”), para a qual vale a 
desigualdade |Ax| < |A| |z| para todo x € R”. Além disso, se A € L(R™; R”) e 
B € L(R”; R?) então, fixadas normas em R”, R” e R?, tem-se |BA| < |B| |A]. 


O cone C=f(x,y,2)€Rº;2>0,272+y? — 22 = 0) é homeomorfo a R°. 


Estabeleça um homeomorfismo entre R”+! — {0} e S” x R. 


Para cada c > 0, o hiperbolóide de revolução H = [(x,y,2) € RÌ; x° +y'—- 2? = 
c} é homeomorfo a S! x R. 


O quadrante P = ((x,y) € R$;x > 0,y > 0) é homeomorfo ao semi-plano 
superior S = { (x,y) € R?; y > 0}. 

Os conjuntos X = {(x,y) € R?;y = 0,0 < x < 1} e Y = { (x,y) € R?°;y = 0} 
são homeomorfos mas não existe um homeomorfismo h: R? — R? tal que 
MMX) =Y. 


Estabeleça um homeomorfismo entre os conjuntos X = {x € R”;0 < |æ| < 1} 
(bola unitária fechada menos a origem) e Y = {y € R”; |y| > 1} (complementar 
da bola unitária aberta). 


A “figura 8”é a reunião de dois círculos tangentes externamente em R°. De- 
fina uma bijeção contínua de R sobre a figura 8 e mostre que sua inversa é 
descontínua. 


Um conjunto X C R” chama-se topologicamente homogêneo quando, dados 
a,b E€ X quaisquer, existe um homeomorfismo h: X > X tal que h(a) = b. 
Prove que, para todo n € N, o espaço R” e a esfera S” são topologicamente 
homogêneos. Por outro lado, o intervalo fechado [0,1] não é topologicamente 
homogêneo. 


Toda bola aberta em R” é topologicamente homogênea. 


Sejam G um grupo multiplicativo de matrizes n x n e H C G um subgrupo. 
Dadas duas classes laterais aH e bH (onde a,b € G), mostre que existe um 
homeomorfismo y: G — G tal que p(aH) = bH. 


A projeção estereográfica p: S2 — {p} — R? transforma os círculos em 52 que 
passam pelo pólo p em retas de R? e os círculos em S2 que não contêm o pólo 
em círculos de R°. 


Sejam X C R” ilimitado, f: X — R” uma aplicação e a € R”. Diz-se que 
lim f(x) = a quando, para todo € > 0 dado, existe r > O tal que x € X, 


zZ—>00 


e| >r => |f(x) —a| < e£. Prove que lim f(x) = a se, e somente se, para toda 
T—00 


sequência de pontos x; E X com lim |x| = o0, tem-se dim Fip) = a. 
&— 00 
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9:2; 


9.3. 


9.4. 


9.5. 


9.6. 


9.7. 


$10. 
10.1. 


10.2. 
10.3. 


10.4. 


10.5. 


10.6. 


Sejam f: X — R” uma aplicação e a um ponto de acumulação do conjunto 
X c R”. Diz-se que lim f(x) = oo quando, para todo r > 0, existe ô > 0 
tal que z € X, 0< |xr-—a|< = |f(x)| >r. Prove que lim f(x) = oo se, 
e somente se, para toda seqüência de pontos xp E€ X — {a}, com lim £k = a, 
tem-se lim |f(£p)| = 00. 

Seja f: X — R” definida num conjunto ilimitado X C R”. Defina o que se 
entende por lim f(x) = oo e dê uma caracterização deste conceito por meio 
de segjiiências. 

Seja p: R? — R? um polinômio complexo não-constante. Mostre que 
lim p(z) = œ. 

Seja f: R? — R definida por f(x,y) = (x? —y)y/x* se 0 < y < xe f(z,y)=0 
nos demais pontos. Prove que o limite de f(x,y) é zero quando (x,y) tende 
para (0,0) ao longo de qualquer reta que passe pela origem mas não se tem 


lim Dy)=— 0: 
aa q) 


2,2 
Seja f: R? — R? definida por f(x,y) = = E E sex +y? #0 e f(0,0) = 0. 
? y 


Mostre que lim (lim f(x,y)) £ lim (lim f(x,y)). 
2>0 y>0 v>0 250 


Seja h: B — R” o homeomorfismo da bola aberta de centro O e raio 1 em R” 
dado por h(x) = x/(1— |z|). Fixado arbitrariamente a € R”, seja T: R” > R” 
a translação T(x) = z +a. Considere o homeomorfismo Y = h™t Th: B —> B. 
Prove que lim p(x) = b para todo b € B. Conclua que, dados arbitrariamente 


c,d € B existe um homeomorfismo q: B — B tal que p(c) = d e g(x) = x 
para todo x € ðB. 


Um ponto a € X é aberto em X se, e somente se, é um ponto isolado de X. 
Conseqüentemente, um conjunto X C R” é discreto se, e somente se, qualquer 
subconjunto A C X é aberto em X. 


Seja h: X — Y um homeomorfismo. Um conjunto A C X é aberto em X se, 
e somente se, h(A) é aberto em Y. 


Se A C R” é aberto então sua fronteira OA possui interior vazio. Dê exemplo 
de um conjunto X C R” cuja fronteira OX seja um conjunto aberto. 


Para quaisquer X,Y C R”, tem-se int(X NY) = int X NintY e int(X U 
Y) D int X UintY. Dê um exemplo em que esta inclusão não se reduz a uma 
igualdade. 


Uma aplicação f: X — Y é aberta se, e somente se, para toda bola aberta B 
com centro num ponto de X, f(B AN X) é aberto em Y. 


Sejam X CR”, Y C R”. Uma aplicação f: X — Y chama-se um homeo- 
morfismo local quando, para cada ponto x € X, existe A aberto em X, com 
x € 4, tal que f|A é um homeomorfismo de A sobre um conjunto aberto 
em Y. (i) Prove que £: R — St, E(t) = (cost, sent), é um homeomorfismo 
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10.7: 


11.6. 
IIT 


11.8. 
11.9; 


11.10. 
11.11. 


11.12. 
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local; (ii) Prove que todo homeomorfismo local é uma aplicação aberta; (iii) 
Se f: X — Y é um homeomorfismo local então, para todo y € Y, a imagem 
inversa f”!(y) é um conjunto discreto. 


Seja A C R” aberto, com n > 2. Dado a € R” — A, o conjunto AU {a} é aberto 
se, e somente se, a é um ponto isolado da fronteira OA. Equivalentemente: 
existe uma bola B = B(a;r) tal que B — {a} C A. 


Seja E C R” um subespaço vetorial. Se E £ R” então int E = Ø. 


. . . Z, . 2 2 
O conjunto das matrizes invertíveis n x n é aberto em R” . 


. Uma aplicação linear A: R” — R” diz-se positiva quando é simétrica e, além 


disso, (Ax, x) > 0 para todo z £ 0 em R”. O conjunto das aplicações lineares 
positivas é convexo e aberto no conjunto das aplicações simétricas. 


. Seja Œ um grupo multiplicativo de matrizes n x n. Se int Œ £ Ø então G é 


aberto em R” . 


. O conjunto das aplicações lineares injetivas é aberto em L(R™; R”). Idem para 


as sobrejetivas. 


. Em todo conjunto aberto não vazio U C L(R™; R”) existe uma aplicação linear 


injetiva (sem < n) ou sobrejetiva se (m > n). 


. Toda coleção de abertos não-vazios, dois a dois disjuntos, é enumerável. 


. Se um aberto A contém pontos do fecho de X então A contém pontos de X. 


. Dê exemplo de conjuntos X,Y C R?, tais que as projeções de X sobre os eixos 


são subconjuntos abertos de R, as de Y são fechadas, mas nem X é aberto em 
R? nem Y é fechado. 


. O conjunto dos pontos de acumulação de um conjunto X C R” é fechado. 


. Quaisquer que sejam X,Y C R”, tem-se XUY = XUY e XNY C XAY. 


Pode ocorrer XNY # XAY. 


. Um conjunto A C R” é aberto se e somente se AN X C AN X para todo 


XCR”. 

Se X C R” e Y C R” então X x Y = X x Y em R”+”, 

f: X > R” é contínua se, e somente se, para todo Y C X, tem-se f(X AY) c 
TO). 

AC R” é aberto se, e somente se, A N R” — A = Ø. 

Todo subespaço vetorial E C R” é um conjunto fechado. Se E # R” então 


Rr-E=R”. 


O fecho de um conjunto convexo é convexo. 


Seja A C R” aberto e convexo. Prove que A = int 4. Dê exemplo de um 
conjunto aberto não-convexo A que seja um subconjunto próprio de int A. 


Seja B(X;£) a reunião das bolas abertas B(x;£) de raio £ e centro em algum 


ponto x € X. Prove que X = N B(X;e). 
e>0 
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Se F C R” é fechado então sua fronteira F tem interior vazio. 
Um conjunto F C R” é fechado se, e somente se, F D F. 
Todo conjunto fechado F C R” é fronteira de algum conjunto X C R”. 


Sejam F C X C Y. Se F é fechado em X e X é fechado em Y então F é 
fechado em Y. 


Sejam F, G fechados em X = FUG. Se f: X > R” é tal que suas restrições 
f|F e fIG são contínuas então f é contínua. 

2 
O conjunto das matrizes invertíveis é denso em R” . 


Sejam G um grupo multiplicativo de matrizes n x n e H um subgrupo de 
G. Mostre que se H for aberto em G então H será também fechado em G. 
(Sugestão: considere as classes laterais de H em G.) 


Um conjunto X C R” tem interior vazio se, e somente se, seu complementar é 

denso em R”. 

O conjunto das matrizes n x n com determinante 1 é um fechado ilimitado com 
2 

interior vazio em R” . 


Se A C X é aberto em Xe Dc X é denso em X então AND é denso em A. 


Dada uma sequência de pontos x; E€ R” ponhamos, para cada k € N, Xk = 


fan, tra... + Prove que (1) X é o conjunto dos valores de aderência da 
kEN 
sequência (z) e conclua que tal conjunto é fechado. 


(Teorema de Baire.) Sejam F3, F5,...,F;,... conjuntos fechados com interior 
vazio em R”. Então F = F U F2 U... tem interior vazio. Conclua que se 
Ai, Á2,..., Ai,... são abertos densos em R” então A = Aı N AsM... é denso 
em R”. 


Todo conjunto fechado enumerável possui algum ponto isolado. 


O conjunto dos valores de aderência de uma sequência limitada é um conjunto 
compacto não-vazio. 


. . . 2 
As matrizes ortogonais n x n formam um subconjunto compacto de R” . 
Todo conjunto infinito X C R” possui um subconjunto não-compacto. 


A proposição (12.4) seria falsa se tomássemos conjuntos fechados Fı D F> D 
-=D FD... em vez de compactos. 


Seja X C Rº*!-f0) um conjunto compacto que contém exatamente um ponto 
em cada semi-reta de origem 0 em R"*!. Prove que X é homeomorfo à esfera 
unitária S”. 

Seja X C R”. Se todo conjunto homeomorfo a X for limitado então X é 
compacto. 


Se todo conjunto Y C R” homeomorfo a X for fechado então X é compacto. 
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Seja K = [0,27] x [0,27] C R2. Defina as aplicações f: K > Rº, g: K > 
SixsicRteh: Six St — R? pondo 


F(s,t) = ((a + bcos s) cost, (a + bcos s) sent, bsens),a > b. 
g(s, t) = (coss, sen s, cost, sent), h(g(s,t)) = f(s, t). 


(1) Mostre que h é bem definida e contínua. 


(ii) h é um homeomorfismo de St x S! sobre T = f(K) = toro gerado pela 
rotação de um círculo vertical de raio b e centro (a,0,0) em torno do 
eixo 2. 


Sejam K, L C R” compactos. O conjunto K » L, reunião de todos os segmentos 
de reta [x,y] com x € K, y € L, é compacto. Se F C R” é apenas fechado e 
a € R” então a + F pode não ser fechado. 


Seja C(X) a interseção de todos os subconjuntos convexos de R” que contêm 
X CR”. Se X é compacto então C(X) também é. 


Seja X C R”. Uma aplicação f: X — R” chama-se localmente injetiva quando 
para cada x € X existe uma bola B de centro x em R” tal que f|(B N X) 
é injetiva. (i) Se f é localmente injetiva então, para cada y € R”, a imagem 
inversa £”!(y) é um conjunto discreto. (ii) Se f é contínua, localmente injetiva 
e X é compacto então, para todo y € R”, a imagem inversa f!(y) é um 
conjunto finito. 


Seja f: R™ — R” contínua. As seguintes afirmações são equivalentes: 
(i) lim f(x) = œœ. 


(ii) A imagem inversa f!(K) de todo compacto K C R” é compacta. 


Quando isto ocorre, a aplicação f diz-se própria. Se f: R™ — R” é própria, 
então todo fechado F C R”, tem imagem f(F) fechada. 


Seja X C R™. Uma aplicação limitada p: X — R” é contínua se, e somente 
se, seu gráfico é um subconjunto fechado de X x R”. 


Sejam X CR”, K cC R” compacto, f: X x K — R contínua e c € R. 
Suponha que, para cada x € X, exista um único y € K tal que f(x,y) = c. 
Prove que esse y depende continuamente de x. 

Seja f: R x R > R a função contínua definida por f(x,y) = (22 +y°)(1 — zy). 
Para cada x € R existe um único y € R tal que f(x,y) = 0, mas tal y não 
depende continuamente de x. 

Seja f: R x [0,1) > R definida por f(x,y) = (x? + y?)(1 — ye!”!). Para cada 
xz € R, existe um único y = (x) € [0,1) tal que f(x,y) = O mas a função 
q: R > [0, 1), assim definida, não é contínua. 


Seja K C R” compacto. Prove que a projeção r: R” xR” —> R”, n(x, y) = zx, 
transforma todo conjunto fechado F C R” x K num fechado m(F) C R”. 
Sejam K C R” compacto, a € R” e U C R™+” um aberto tal que a x K CU. 
Prove que existe uma bola B C R”, de centro a, tal que Bx K C U. (Sugestão: 
os compactos K; = B[a;1/i] x K têm interseção a x K.) 
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Sejam B a bola unitária fechada de R” e a € R” com |a| < 1. A aplicação 
f: R” > R”, dada por f(x) = (1 — |x|)a + x, define um homeomorfismo de B 
sobre si mesmo, tal que f(0) = a e f(x) = x se |x| = 1. (Geometricamente, 
f(x) é o ponto do segmento de reta [a, x/|x|] tal que [x, f(x)] é paralelo a [0, a].) 
Conclua que se B C R” é qualquer bola fechada e a,b € int B então existe um 
homeomorfismo h: B —» B tal que h(a) = be h(x) = x para todo x € ðB. 
(Outra demonstração deste fato é sugerida no Exercício 9.7.) 


Toda aplicação localmente Lipschitziana definida num conjunto compacto é 
Lipschitziana. (Vide Exercício 7.6.) 


Se U C R” é um aberto limitado, não existem zo, yo E U tais que |xo — yo| = 
diam U. 


Seja B = B[a;r] C R”. Para todo x € R”, tem-se d(x, B) = max(0, |z—a|—r). 
Seja T = R” — B[a.r]. Para todo « € R”, tem-se d(x, T) = max{0,r — |z — a|}. 
d(S,T) = inf d(x, T). 

(S.T) = inf d(x, T) 
A função de Urysohn de um par de fechados disjuntos F, G C R” é uniforme- 
mente contínua se, e somente se, d(F,G) > 0. 


Considerando em R” a norma euclidiana, sejam F C R” um conjunto fechado 
convexo, a um ponto de R” e yo € F tal que |a — yo| = d(a, F). Mostre que, 
para todo x € F tem-se (x — yo,a— yo) < 0. 


Uma decomposição X = AU B é uma cisão se, e somente se, nenhum dos 
conjuntos A, B contêm um ponto aderente ao outro. Isto se exprime por 
(ANBJU(ANB)= 4. 

Um subconjunto conexo não-vazio X C Q” consta de um único ponto. 


Seja E C R” um subespaço vetorial próprio. O complementar R” — E é conexo 
se, e somente se, dim E < n — 2. 


. . . Eq . Eq 2 
O conjunto das matrizes invertíveis n x n é um aberto desconexo em R” . 
Também é desconexo (mas não aberto) o conjunto das matrizes ortogonais. 


Se X C R” é compacto então toda aplicação contínua aberta f: X — S” é 
sobrejetiva. 


Seja X C R”. Uma aplicação f: X — R” diz-se localmente constante quando 
para cada x € X existe uma bola B de centro « tal que f|(BN X) é constante. 
X é conexo se, e somente se, toda aplicação localmente constante f: X > R” 
é constante. 

Toda aplicação contínua f: X — R” cuja imagem f(X) é um conjunto discreto 
é localmente constante. 


Toda aplicação localmente constante f: X — R” tem imagem enumerável. 


Um conjunto conexo enumerável X C R” possui no máximo um ponto. 
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fon 


Se X C R” é conexo por caminhos e f: X — R” é contínua então f(X) 
conexo por caminhos. 


on 


Se X c R”, Y c R” são conexos por caminhos então X x Y c RT” 
conexo por caminhos. 


A reunião de uma família de conjuntos conexos por caminhos com um ponto 
em comum é conexa por caminhos. 


O fecho de um conjunto conexo por caminhos pode não ser conexo por cami- 
nhos. 


Seja B uma bola (fechada ou aberta) em R”, com n > 2. Para todo z € B, o 
conjunto B — {x} é conexo. 


Seja B C R” uma bola fechada na norma euclidiana. Para todo subconjunto 
X cC B, B-— X é convexo. Numa norma arbitrária, B — X é conexo mas 
não necessariamente convexo. 


O conjunto das matrizes ortogonais n x n com determinante positivo (isto é, 
igual a 1) é conexo por caminhos. Conclua que o conjunto de todas as matrizes 
ortogonais tem duas componentes conexas. Resultados análogos valem para 
as matrizes invertíveis n x n. 


As componentes conexas de um subconjunto aberto em R” são conjuntos aber- 
tos. 


Um conjunto M C R” chama-se uma superfície de dimensão m quando, para 
todo x € M, existem A aberto em M contendo x, Ao aberto em R” e um 
homeomorfismo y: Ag — A. Prove que a esfera S” C R”! é uma superfície 
de dimensão n. 


Uma superfície é conexa se, e somente se, é conexa por caminhos. 


Se M C R" é uma superfície de dimensão m e N C R? é uma superfície de 
dimensão n então M x N C R**? é uma superfície de dimensão m + n. Em 
particular, o toro é uma superfície de dimensão 2. 


Seja M uma superfície conexa. Dados dois pontos arbitrários a,b € M, existe 
um homeomorfismo h: M —> M tal que h(a) = b. (Fixe a € M e seja X o 
conjunto dos pontos x € M tais que existe um homeomorfismo h: M > M com 
h(a) = x. Para provar que X e M — X são ambos abertos, use o Exercício 12.19 
ou 9.7.) 


Dadas A, B € L(R™”; R”), ponha (A, B} = tr- AB*(= traço da matriz AB*). 
Prove que (A, B} = J` aijbij, conclua que (A, B) = tr-A*B = tr.B*A = 
ij 


tr-BA*, que (A, B) é um produto interno em £L(R™; R”) e que, pondo ||A|| = 
V(A, A), tem-se |Az| < || A||- |x| para todo x € R” (onde |z| e |Ax| são normas 
euclidianas). 


Seja G o grupo das matrizes invertíveis n x n. Mostre que se A € G e |Az| > 
c| |z| para todo x € R” então |A7}| < 1/c. Conclua que se X € G e |X — 
A| < c/2 então |XT!| < 2/c. Em seguida, use a identidade XT! — AT! = 
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15.8. 


15.4. 


x HI — XA!) para mostrar que Jim X = At. Logo f: G — G, dada 
por f(X) = X"!, é contínua. 


Dada A € L(R”; R”), supomos fixadas uma norma em R”, outra em R” e 
pomos, como no texto, |A| = sup{|Az|;x € R”,|x| = 1}. Prove que |A| = 
inf{c € R;|Azx| < c|x| para todo x € R” }. 


Nas condições do exercício anterior, se tomarmos em R” e R” as normas 


provenientes do produto interno, prove que |A| < [DJ aZ,, onde (aij) é a 
ij 
matriz de 4. 


Capítulo II 


Caminhos no Espaço 
Euclidiano 


Nota. A fim de não restringir desnecessariamente a generalidade no 
estudo da integração e do comprimento de caminhos, divergiremos, neste 
capítulo, da terminologia adotada no anterior, onde todos os caminhos 
eram contínuos, por definição. A partir do próximo capítulo, porém, os 
caminhos voltarão a ser contínuos. 


1 Caminhos diferenciáveis 


Um caminho em R” é uma aplicação f: I — R”, cujo domínio é 
um intervalo I C R. Para cada t € I, temos f(t) = (fi(t),..., fn(t)). 
As n funções f;: I — R são chamadas as funções coordenadas de f. 
Escreve-se, então, f = (fi,..., fn)- 


O caminho f: I — R” é contínuo no ponto a € I se, e somente se, 
cada uma das suas funções coordenadas é contínua nesse ponto. Mais 
geralmente, sabemos que se f = (fi,..., fn) é definida num conjunto 
X C Rea é um ponto de acumulação de X, então lim fa) = b= 

>a 
(b1,..., bn) se, e somente se, lim fi(t) = b; para cada i = 1,2,...,n. 
>a 
Como X C R, têm sentido os limites laterais lim f(t) e lim f(t), 
t=a— t=a 
o primeiro quando a é ponto de acumulação à esquerda e o segundo 
quando a é ponto de acumulação à direita. 
O vetor velocidade do caminho f: I — R” no ponto a E I é, por 
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definição, o limite 


Fa = tim [OD FO) 


t>0 t , 


` d, 
quando tal limite existe. Ás vezes escreveremos (a) ou Df(a) em 


vez de f'(a). A norma |f'(a)| chama-se a velocidade escalar de f no 
ponto a. 

Quando o caminho f possui vetor velocidade num ponto, dizemos 
que f é diferenciável nesse ponto. Se existe f'(a) para todo a € I, 
dizemos que f: I > R” é um caminho diferenciável. 

O vetor velocidade f'(a), quando é diferente de zero, determina a 
reta tangente ao caminho f no ponto f(a), a saber, a reta L = (f(a) + 
t-f(a);t e R}. 


Como as coordenadas do “vetor secante” [f(a + t) — f(a)|/t são os 
números [fi(a+t)— fi(a)|/t, vemos que o caminho f possui vetor tangente 
no ponto a se, e somente se, cada uma das suas funções coordenadas 
fi possui derivada nesse ponto. No caso afirmativo, tem-se f'(a) = 
(fi(a),..., fila)). Assim, o caminho f: I — R” é diferenciável se, e 
somente se, cada uma das suas funções coordenadas f;: I — R é uma 
função real diferenciável no intervalo T. 

Em particular, a diferenciabilidade do caminho f não depende da 
norma que estivermos utilizando em R”. 

A fim de que o caminho f: I — R” seja diferenciável no ponto a € T, 
é necessário e suficiente que exista um vetor v € R” tal que, para a+t € I 
se tenha 


fla+t)=f(a)+t-v+r(t), onde tim LO = 0, 


No caso afirmativo, tem-se v = f'(a). 
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Com efeito, a primeira igualdade acima significa que, para t 0, 


Mo farofa) 
t t 


A condição de diferenciabilidade de f no ponto a pode ser expressa, 
equivalentemente, assim: 


Ha +t) = f(a) + t[f (a) + p(b)], onde lim p(t) = 0. 


Basta pôr p(t) = r(t)/t, set £ 0, e p(0) = 0. 

A noção de derivada lateral se define, para caminhos, de modo 
análogo ao caso de funções reais. Tem-se f'(a+ ) = (fi(a+),..., fila+)) 
e f(a-) = (fi(a-),...,fila—)). Existe o vetor velocidade de f no 
ponto a se, e somente se, existem e são iguais as derivadas laterais nesse 
ponto. 


Exemplo 1. Seja f:R — R? dado por f(t) = (cost,sent) = et. A 
imagem do caminho f é o círculo unitário S!. Para todo t € R, o vetor 
velocidade de f é f'(t) = (— sent, cost) = ie'!. A velocidade escalar é 
constante: |f(t)| = 1. 

Exemplo 2. O caminho g: R — R?, definido por g(t) = (t, |t|), possui 
vetor velocidade g'(t) = (1,1) para todo t > 0 e g'(t) = (1,-1) para 
t< 0. No ponto t = 0, as derivadas laterais g'(0—) = (1,-1) e g'(0+) = 
(1,1) existem mas são diferentes. Logo g não possui vetor velocidade no 
ponto 0. A imagem de g é o gráfico da função y = |z|, que apresenta 
um ponto anguloso na origem. Podemos descrever a mesma imagem por 
meio de outra “parametrização”, considerando, por exemplo, o caminho 
h: R > Rº, com h(t) = (tê, |t|t?). Temos A(R) = g(R). Para t < 0, 
h'(t) = (3t2,-3t) e, para t > 0, W(t) = (3t2,3t). No ponto t = 0, as 
derivadas laterais são ambas nulas, logo existe h'(0) = (0,0). Em outras 
palavras: para descrever a rota h(R), o ponto cuja posição no tempo t 
é h(t) precisou dar uma parada instantânea ao atingir o ponto anguloso 
(0,0) de sua trajetória. (Veja Exercício 1.15.) 
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8 
8 


As propriedades usuais da derivada de uma função real de uma 
variável real, quando aplicadas às funções coordenadas de um caminho, 
conduzem imediatamente às seguintes regras de derivação: 


OET ORSONO) 

E lale) FO) = (0/0) + ale), 

L OI) = (0 90) + OO) 
dn FOLO 

Sols PLO se pego, 


Acima : I — R” são caminhos diferenciáveis e a: I > R é uma 
el | 
função diferenciável. A norma |f(t)| é a que provém do produto interno 


(Ft), g(t)), isto é, IF| = (F(t), f(t)). Esta hipótese será feita sempre 


que tomarmos a derivada de | f(t)|. 


Exemplo 3. Se a norma não provém de um produto interno, podemos 
perfeitamente ter um caminho diferenciável f: I — R”, com f(t) £ 0 
para todo t € I, para o qual a função y(t) = |f(t)| não é diferenciável. 
Por exemplo, consideremos a norma do máximo em Rº*. O caminho 
f:R — Rº, dado por f(t) = (1,t) é obviamente diferenciável. Mas 
Æ| = |t| se |t| > 1 e |fŒ| = 1 se |t| < 1. Logo, a função |f(t)| não 
possui derivada em cada um dos pontos t = —l e t= 1. 

Resulta da fórmula da derivada de |f(t)| que, dado um caminho 
diferenciável f: I > R”, o vetor f(t) tem comprimento constante se, e 
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2 


somente se, para cada valor do parâmetro t, o vetor velocidade f'(t) é 
perpendicular ao “vetor posição” f(t). 


Exemplo 4. O caminho f: R—R?, dado por f(t) = (cost, sent), é tal 
que |f(t)| = 1 para todo t. Por isso f'(t) = (— sent, cost) é, para todo 
t € R, perpendicular a f(t). Neste exemplo, temos também |f'(t)| = 1 
mas isto é acidental. Se tomarmos g: R > R2, com g(t) = (cos t?, sen t?), 
ainda vale |g(t)| = 1 para todo t, mas g'(t) = (—2t sen t?, 2t cost?) tem 
comprimento variável, igual a 2|t|. Continua porém sendo g'(t) perpen- 
dicular a g(t). 

Se o caminho f: I — R” é diferenciável, tem sentido considerar o 
caminho derivado f’: I — R” e indagar se ele é contínuo, diferenciável, 
etc. Quando f’ é contínuo, diz-se que f é um caminho de classe C+. 
Pode-se então investigar a existência da derivada de f’. Quando existe, 
o vetor (f'(a) = f(a) chama-se a derivada segunda de f no ponto 
a, ou o vetor aceleração do caminho f no ponto a. Tem-se f(a) = 
(fi (a),..-, fi(a)). Se existe f”(t) para todo t € I, diz-se que f é duas 
vezes diferenciável e fica definido o caminho f”: I — R”. Quando f” é 
contínuo, dizemos que f é um caminho de classe C?. 


Prosseguindo, diremos que o caminho f: I — R” é p+ 1 vezes 
diferenciável quando existir o caminho f”): T — R” (derivada de ordem 
p de f) e for derivável. Então poremos fP?» = (fP)Y. Quando fP) 
for de classe C!, diremos que f é de classe CP+, 

Diremos que o caminho f: I — R” é p vezes diferenciável no ponto 
a € I quando existir ô > 0 tal que f é de classe CPT} no intervalo 
J= {t€ I;|t— a| < ô} e fP) for diferenciável no ponto a. 

Por extensão, diremos que um caminho contínuo é de classe Cº e 
que f = f(0) é sua própria “derivada de ordem zero”. 

Quando existirem as derivadas de todas as ordens do caminho f, 
diremos que f é infinitamente derivável, ou de classe CS. 

Para 0 < p < oo, escreveremos f € C? para indicar que f é um 
caminho de classe CP. Dado f = (f,...,fn), tem-se f € CP se, e 
somente se, f; E€ CP para cada i = 1,...,n. 

Seja p > 0. Diremos que o caminho f: I > R” é de classe CP por 
partes quando f for contínuo e, além disso, possuir derivadas contínuas 
até a ordem p, inclusive, salvo num conjunto finito de pontos de T. 
Nesses pontos, f deve possuir derivadas laterais contínuas até a ordem 
p, inclusive. 
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Exemplo 5. Para todo p > 0, o caminho f:R — R2, definido por 
ft) = (t+ tP|t|), é de classe C?, e de classe C% por partes. 


2 Integral de um caminho 


Seja f: [a,b] — R” um caminho limitado, definido no intervalo com- 
pacto [a,b]. Sabemos que uma partição de [a,b] é um conjunto finito 
P = {to < tı < --- < tk} onde to =a e tk =b. A norma da partição 
P é o número |P| = max (t; — ti-1); Uma partição pontilhada é um 


par P* = (P,€) onde P é uma partição e € = (£1,...,6k) é tal que 
t;-1 < £i < t; para todo i = 1,..., k. Dados f e uma partição pontilha- 
da P*, formamos a soma de Riemann: 


k 
EP) => eE): 
i=1 
Diremos que o vetor v € R” éo limite das somas de Riemann X(f: P*) 
quando a norma de P tende para zero se, para todo £ > 0 dado, existir 
ô > 0 tal que |P| < 8 = |v- X(f; P*)| < e. Neste caso, escreveremos 


p= Te E(f; P*), diremos que o caminho f é integrável, chamaremos 
P|>0 


v a integral do caminho f no intervalo [a,b] e usaremos a notação v = 
pi f(t)dt. Portanto 


b 
T FO dt= lim BC; P’). 


Nem sempre, é claro, existe o limite acima. A fim de que o caminho 
limitado f = (fi,...,fn): [a,b] — R” seja integrável, é necessário e 
suficiente que cada uma das funções coordenadas f;: [a,b] > R seja 
integrável. No caso afirmativo, temos 


f| toa= (f nar f ha). 


Da igualdade acima, e da propriedade análoga para funções reais, 
resulta que se f: [a,b] — R” é integrável e c € [a,b] então fl[a,c) e 
f|[c, b] são integráveis e 


f toas f roas f toa 
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Seja D o conjunto dos pontos de descontinuidade do caminho limi- 
tado f: [a,b] — R”. Para cada i = 1,...,n, seja D; o conjunto dos pon- 
tos de descontinuidade da sua i-ésima função coordenada f;: [a,b] > R. 
Temos D = Dı U--- U Dp. Sabemos que f; é integrável se, e somente 
se, D; tem medida nula. Assim, o caminho f é integrável se, e somente 
se, o conjunto D dos seus pontos de descontinuidade tem medida nula. 

A integrabilidade de f e o valor i f(x)dx não dependem da norma 
tomada em R”. 


Exemplo 6. Seja f: [0,27] > R?, f(t) = (cost,sent). Então 


27 27 27 
fitjdi= (/ costdt, | sentdt) = (0,0). 
0 0 0 


Por outro lado, se g: [0,1] — R? é dado por g(t) = (t,t?), então 


1 
Jo 9(t) dt = (1/2,1/3). 
Sejam f,9: [a,b] — R” caminhos integráveis. Segue-se da definição 
que, para «œ, 8 € R arbitrários, o caminho af + 8g é integrável e 


b b b 
1 lo:f(t) + Bo(b)] dt = a 1 Heat + 8 f g(t) dt. 


A condição de integrabilidade em termos da medida do conjunto dos 
pontos de descontinuidade mostra que f: [a,b] — R” integrável implica 
|f|: [a,b] — R integrável. Além disso, para qualquer norma tomada em 


R”, temos: 
b b 
| ODE f Ola 


Para verificar esta desigualdade, basta observar que, dada qualquer 
partição pontilhada P* = (P, £), tem-se 


D(F; PO = [E (ti — tio) fE) < Elti — ti- FE) = EFN PD. 


Logo 
b 
[toal im ECPI = lim IEC PYS im D(IS P= 


b 
= / FOde. 
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Daí resulta que se |f(t)| < M para todo t € fa, b] então | E f(t) dt| < 
M(b— a). Deve-se notar, porém, que, para n > 1, se f: [a,b] > R” é 
contínuo e |f(t)| > c > 0 para todo t € [a,b], não se pode concluir que 
f? f(t)dt #0. (Veja o Exemplo 6 acima.) 

Diretamente a partir da definição vemos que se f: [a,b] — R” é in- 
tegrávele A: R™ — R” é uma transformação linear, então A- f: [a,b] — 


R” é integrável e 
b 
[aroaza (f toa) 


3 Os teoremas clássicos do Cálculo 


Regra da Cadeia. Sejam p: I > J uma função real diferenciável no 
pontoa € I e f: J — R? um caminho diferenciável no ponto b = (a). 
Então fo: I > R” é um caminho diferenciável no ponto a e, além 
disso, (fo p) (a) = ' (a) - Fla). 

Basta aplicar a regra da cadeia às funções f; o y, que são as funções 
coordenadas do caminho fo. 

Note que, na fórmula acima, y'(a) é um número e f(y(a)) é um 


vetor. Pondo x = y(t) e adotando as notações clássicas — = (fog), 


dt 
df y df dr df 
mo f', a regra da cadeia se lê: a 


Podemos interpretar a função composta t — f(y(t)) como uma mu- 
dança de variável no caminho f. A fórmula (f o4) (a) = v'(a)- f'(pla)) 
diz que, ao efetuar-se uma tal mudança de variável no caminho f, (o 
que equivale a descrever o mesmo percurso de outra maneira) o vetor 
velocidade em cada ponto se altera apenas pela multiplicação por um 
escalar. 


Exemplo 7. Sejam f: R > R? e y: R — R definidas por f(x) = 
(cosz,senx) e y(t) = t?. Então f oy: R — R? é o caminho definido 
por f o p(t) = (cost?,sent?). Para todo t € R, temos (f o p) (t) = 
(—2t sen t?, 2t cos t?) = 2t - f(p(t)), múltiplo escalar do vetor velocidade 
de f no ponto (t). 

Do mesmo modo que a regra da cadeia, os seis primeiros teoremas 
abaixo se demonstram simplesmente observando que se f = (fi,..-, fn) 


então f! = (Jy JL) e J? tod = (J dt SE fajde) e 
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em seguida, aplicando o teorema correspondente para funções reais de 
uma variável real, demonstrado no vol. 1. 


Mudança de variável na integral. Sejam f: [a,b] > R” um caminho 
contínuo e p: [c, d] — [a,b] uma função com derivada integrável. Então 


(d) d F 

fo todas KO 
(c) c 

Teorema Fundamental do Cálculo. Seja f: |a,a+h] > R” um 

caminho com derivada integrável. Então 


ah 1 
Ha) -fa = | t rOa=nh | Ferija 


Seja f: [a,b] — R” um caminho integrável. A integral indefinida de 
f é o caminho F: [a,b] > R”, definido por F(x) = f7 f(t)dt. Como 
vimos acima, se |f(t)| < M para todo t € [a,b], então |F (x) — F(y)| < 
M|x — y| sejam quais forem x,y € [a,b], logo F satisfaz a uma condição 
de Lipschitz. 


Derivação da integral indefinida. Se o caminho integrável f : |a, b] — 
R” é contínuo no ponto c, então F é diferenciável nesse ponto e F'(c) = 
f(e). 

Fórmula de Taylor infinitesimal. Seja f: I > R” um caminho p 
vezes diferenciável no ponto a. Para todo h tal que a+h € I, escrevamos: 


fla+h)= fla) +h: f'a) pcs ata) + ro(h). 


h 
Então lim ralh) 
h=0 hP 


Fórmula de Taylor com resto integral. Seja f: |a,a +h] > R” um 
caminho p vezes diferenciável no intervalo [a, ah], com fP) integrável. 
Então 


= 0. 


=i 
flath) = flath Plat + LD a)r 
(p- 1)! 
onde 
1 
=p | C-O Pla th)dt = 
il 


a+h 
= Tai. (a +h — ep. fP (x) de. 
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Diferenciabilidade uniforme. Um caminho f: [a,b] — R” é de classe 
Cl se, e somente se, é uniformemente diferenciável. (Isto é, para todo 
e€ > 0, existe å > 0 tal que 


xz,£ +h E€ fa, b], 0 < |h] < 8 => |f(£ +h) — f(x) — f'(x) -h| < elhl.) 


Isto decorre do teorema análogo para funções reais (Vol. 1, pág. 277), 
de acordo com as seguintes observações: 


1° A diferenciabilidade uniforme de f não depende da norma consi- 
derada em R” (levando em conta que duas normas quaisquer são 
equivalentes); 


2° O caminho f é uniformemente diferenciável na norma do máximo 
se, e somente se, cada uma das suas funções coordenadas f; o é; 


3º Uma função fi: [a,b] — R é uniformemente diferenciável se, e 
somente se, é de classe C1. 


Examinaremos agora o Teorema do Valor Médio para caminhos. De 
início observemos que, dado um caminho diferenciável f: [a,b] > R”, 
com n > 1, nem sempre existe c € [a,b] tal que f(b)— f(a) = (b—a)-f'(c). 
Basta tomar f: [0,27] — R?, f(t) = (cost,sent). Como |F| = 1 
para todo t € [0,27] e f(27) — f(0) = 0, não pode existir c € [0,27] com 
fr) — f(0) = 2r - f'(c). Assim, para caminhos num espaço euclidiano 
de dimensão maior do que 1, não vale um teorema do valor médio sob 
forma de igualdade. "Tem-se, porém, uma desigualdade muito útil, que 
demonstraremos agora. 


Teorema do valor médio. Seja f: [a,b] > R” um caminho contínuo, 
diferenciável no intervalo aberto (a,b). Se |f'(t)| < M para todo t € 
(a,b), então |f (b) — fla) < M -(b— a). 

O método de tomar cada função coordenada e aplicar a ela o teorema 
análogo para funções reais não funciona aqui. Vamos apresentar duas 
demonstrações desta importante desigualdade. 


Primeira demonstração: (Válida apenas quando f’ é integrável em 
cada subintervalo compacto [c,d] C (a, b).) Pelo Teorema Fundamental 
do Cálculo, temos 


d 
ra- ro= f f'(t)dt, donde | f(d) — f(c)| < M: (d- c) 
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para todo [c,d] C (a,b). Como f é contínua nos pontos a e b, fazendo 
c — a e d —> b na última desigualdade acima, obtemos |f(b) — f(a)| < 
M. (b-a). 

Segunda demonstração: (Válida em geral.) — Será baseada em dois 
lemas: 


Lema 1. Seja f: I — R” diferenciável no ponto c € I. Dadas as 
segúências de números a; £ bk em I, coma, < c < bk e limak = 
lim by = c, tem-se 


Demonstração: Não há perda de generalidade em supor que ag < c < 
by para todo k pois, se existirem infinitos índices k para os quais ap = c 
ou by = c, eles determinarão subsequências de |f (bp) — f(ayx)|/(bk — ap) 
que obviamente convergirão para f'(c). Ora, podemos escrever 


Fr) — flar) F) — Fc) Far) — Fc) 


+t i 
bk — ak bg— c k ak — C 


(=) 


= (1 —tk) 


onde tk = (ak — c)/(ar — bk) e portanto 1 — tr = (bk — c)/(bk — ak). Note 
que O < ty, < 1. Se chamarmos de Qk, Ry e Sp Os três quocientes da 
igualdade (*), na ordem em que aparecem, temos Q = (1—tk)Rk+tk Sk - 
Logo, para cada k € N, o ponto Q,. pertence ao segmento de reta em R” 
cujos extremos são Ry e Sk. Como lim Ry = lim Sk = f'(c), concluimos 
que lim Qk = f'(c), o que prova o lema. 


Lema 2. Sejam f: |a,b) > R” ey: [a,b] > R contínuas, e dife- 
renciáveis no intervalo aberto (a,b). Self(D|<v(t) ev(t) > 0 para 
todo t € (a,b) então |f(b) — f(a)| < (b) — (a). 
Demonstração: Suponhamos inicialmente que f e y sejam diferenciáveis 
no intervalo fechado [a, b] e admitamos, por absurdo, que |f(b) — f(a)| > 
p(b) — p(a). Então existe A > 1 tal que |f(b) — f(a)| > A-[y(b) — v(a)). 
Neste caso, dividindo o intervalo [a,b] ao meio, pelo menos uma das me- 
tades, digamos [a1, b1], seria tal que |f(b1) — f(a1)| > A- [p(b1)— p(as)). 
Analogamente, pelo menos uma das metades do intervalo [a, b1], diga- 
mos [a2,bs], seria tal que |f(b2) — f(a2)| > A- [p(b2) — p(a2)]. Pros- 
seguindo, obteremos uma seqüência de intervalos [a,b] > [a1, bı] D 
-D fap, bk] D ... tais que by — ap = (b — a)/2* e | f(b) — flap > 
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A-[p(b;) — p(ayx)| para todo k € N. Então lim ap = lim bk = c € [a,b] e, 
pelo Lema 1, 


uno o I) Sla a. plor) — plar) 
Rd CE 


= A -q'(c) > (o), 


uma contradição. O caso geral, em que se supõe que g’ exista apenas 
no interior aberto (a,b), reduz-se ao anterior pois temos |f(d) — f(c)| < 
(d) — (c) para todo [c,d] C (a,b). Como f e p são contínuas nos 
pontos a e b, podemos passar ao limite, fazendo d > b e c > a na 
desigualdade acima, obtendo o Lema 2. 

A Desigualdade do Valor Médio segue-se do Lema 2, tomando 
et)=M.t. 


Observação: A demonstração que demos para o Teorema do Valor 
Médio aplica-se para qualquer norma que se considere no espaço R”. 
Quando a norma provém de um produto interno, há uma terceira de- 
monstração, mais simples, que é a seguinte: a função q: [a,b] > R, 
definida por y(t) = (f(t), f(b) — f(a)), é contínua, e possui em (a,b) a 
derivada q'(t) = (f'(t), f(b) — f(a)). O Teorema do Valor Médio para 
funções reais fornece c € (a,b) tal que y(b) — yla) = v(c)(b— a), ou 
seja: 


IFO — Ha) = (Cc), f(b) — f(a)) -(b— a). 
A desigualdade de Cauchy-Schwarz nos dá então: 


IŒ) — Ha) PP < IF OLIO) — Fa) — a) < MI f(b) — H(a)l(b— a), 
e daí | f(b) — Ha) < M(b— a). 


Corolário. Se o caminho f: [a,b] — R” é contínuo e possui derivada 
nula em todos os pontos de (a,b) então f é constante. 

Daí resulta, como de costume, que se dois caminhos f, g têm deri- 
vadas iguais em todos os pontos, eles diferem por uma constante. 

O corolário acima pode também ser demonstrado tomando-se cada 
coordenada de f e aplicando o resultado análogo para funções reais. 


Fórmula de Taylor com resto de Lagrange. Seja f: [a,a+h) > R” 
um caminho de classe CP1, p vezes diferenciável no intervalo aberto 
(aa +h). Se |fP(t)| <M para todo t € (a,a + h) então 


he-t 


p= FPH (a) + Tp 


fla+h)= fla) +h: f'a) ++ 
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onde |rp| < M - RP /p!. 
Pondo a+ h = b, a fórmula acima toma o aspecto 


(b — aj 


pao ae 


onde |rp| < M - (b — a)” /p! 


Demonstração: Definamos o caminho g: [a,b] — R” pondo 


1 (b E as — 
gt) = ft) + (b— a)f e o a). 
Então g é contínuo em [a,b] e diferenciável em (a,b), com g'(t) = (b — 
art. fe) /(p— 1)! Logo |g ()| < M(b-t)P-1/(p—1)!. Pondo (t) = 
—M(b—t)P/p!, o Lema 2 se aplica, resultando |g(b)— f(a)| < p(b)— (a), 
ou seja, |rp| < M(b — a)P/p!. 


Comentário sobre as três fórmulas de Taylor 


Cada uma delas generaliza, para caminhos p vezes diferenciáveis, 
uma propriedade conhecida de caminhos apenas uma vez diferenciáveis. 

A fórmula de Taylor infinitesimal fornece uma aproximação polino- 
mial análoga à aproximação linear que é essencialmente a definição de 
derivada. Nela, supõe-se a existência das p — 1 primeiras derivadas de f 
numa vizinhança de a mas a p-ésima derivada f) é suposta existir ape- 
nas no ponto a. À fórmula em si é apenas uma definição do “resto” rp(h). 
A afirmação importante nela é que rp(h)/h? tende para zero juntamente 
com h, ou seja, que o resto rp(h) é um infinitésimo de ordem > p em 
relação a h. Tal fórmula, portanto, só diz alguma coisa quando fazemos 
h tender para zero. Daí o seu nome. 

A fórmula de Taylor com resto de Lagrange estende, para cami- 
nhos p vezes diferenciáveis, o Teorema do Valor Médio. Neste caso, o 
acréscimo h é fixo; não se tem a mínima intenção de fazê-lo tender a 
zero. À fórmula dá uma informação sobre o valor f(a + h) em termos 
das derivadas f® (a), 0 < i< p, e do comportamento de f(?)(t) em todo 
o intervalo (a, a+h). Daí o nome tradicional de “teorema dos acréscimos 
finitos”. Aqui, a palavra “finito”está em oposição a “infinitésimo”, não 
a “infinito”; ela visa informar que h não vai tender para zero. 

Finalmente, a fórmula de Taylor com resto integral é o análogo, para 
caminhos p vezes diferenciável, do Teorema Fundamental do Cálculo. 
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Ela tem um caráter “finito”, como a fórmula com resto de Lagrange, 
com a vantagem de exprimir o resto através de uma igualdade, sob a 
forma explícita de uma integral. Por outro lado, ela impõe à derivada 
f(P) a condição de ser integrável. 


4 Caminhos retificáveis 


Definiremos o comprimento do caminho f: [a,b] — R” como a dis- 
tância total percorrida pelo ponto móvel f(t), quando o parâmetro t 
(que podemos imaginar como o tempo) varia de a até b. Não se trata do 
comprimento da imagem f([a, b]): para ir de f(a) até f(b), o ponto f(t) 
pode passar pelo mesmo trecho várias vezes. Por exemplo, a imagem 
do caminho f: [- 7,7] — R?, onde f(t) = (cost?, sen t?), é o semi- 
círculo X = (f(x,y) € S!;y > 0}, cujo comprimento é m. Entretanto 
f(t) percorre X duas vezes quando t varia de — yr até yr. Portanto o 
comprimento do caminho f, como veremos adiante, é 27. 

Distinguiremos os caminhos retificáveis (para os quais a medida do 
percurso é finita) dos não-retificáveis (que percorrem uma distância infi- 
nita num tempo finito). Admitiremos caminhos descontínuos, mas a con- 
tinuidade não assegura retificabilidade: como será visto abaixo, quando 
a > 0, o caminho f: [-a,a] > R, definido por f(t) = tsen 7 se t #0 
e f(0) = 0, não é retificável. Note-se que, par todo t € [-a,a], o ponto 
f(t) pertence ao intervalo [—a, a]. Entretanto, quando t se aproxima de 
zero, f(t) oscila infinitas vezes em torno de 0 e, nesse movimento osci- 
latório, a distância total percorrida é infinita. Observemos ainda que, 
para ter comprimento infinito, o caminho não precisa passar infinitas 
vezes pelo mesmo lugar; a espiral f: [0,1] > R?, onde f(t) = te'!! se 
t #0 e f(0) = 0, é um caminho injetivo não-retificável. 

Seja f: [a,b] — R” um caminho. A cada partição P = [to,...,tk! 
do intervalo [a,b], associaremos o número 


FP) = |f) — Ho) + IEC) — He) H Fl) — Fitr) = 
k 
= o |O) = fe) | 
1=1 


Quando não houver perigo de confusão, escreveremos /(P), em vez de 
(f; P). Intuitivamente, ((P) é o comprimento da poligonal inscrita no 
caminho f, com vértices nos pontos f(t;). 
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Dizemos que uma partição Q do intervalo [a,b] é mais fina do que 
outra partição P do mesmo intervalo quando P C Q. Mostraremos 
abaixo que, refinando-se uma partição, o comprimento da poligonal 
inscrita correspondente não diminui. 


Teorema 1. Se P C Q então L(P) < Q). 


Demonstração: Suporemos que Q = PU {r}, com tiz1 <r < ti. (O 
caso geral reduz-se a este, aplicado várias vezes.) Então (Q) — (P) = 
E) — FOLIE) — Fi) — IE) — f(ti-a)]. Pela desigualdade 
triangular, temos ((Q) — (P) > 0. 

Dado o caminho f: [a,b] — R”, façamos P variar entre todas as 
partições do intervalo [a,b]. Se o conjunto dos números (P), assim ob- 
tidos, for limitado, diremos que f é um caminho retificável e ao número 
(1) = sup/(P), extremo superior dos comprimentos das poligonais 

P 


inscritas em f, chamaremos o comprimento do caminho f. 
Assim, o comprimento (f) do caminho retificável f: [a,b] > R” é 
caracterizado por duas propriedades: 


1) (f) > (P) para toda partição P de [a, b]; 
2) Dado £ > 0, existe uma partição P tal que (P) > H(f)— e. 


Quando n = 1, um caminho retificável f: [a,b] — R chama-se uma 
função de variação total limitada e o comprimento /(f) chama-se a va- 
riação total da função f no intervalo [a, b]. 

Todo caminho retificável f: [a,b] — R” é limitado. Com efeito, para 
todo t € [a,b], consideremos a partição P = {a,t,b}. Então |f(t) — 
Hal < fla) — HO IEE — FO) = UP) < (f). Assim, todos os 
pontos f(t), pertencentes à imagem de f, estão contidos na bola fechada 
de centro f(a) e raio igual ao comprimento ((f). 

Fixemos uma partição P) do intervalo [a,b). Se, na definição do 
comprimento de um caminho f: [a,b] — R”, em vez de todas as partições 
de [a,b], considerarmos apenas aquelas que são mais finas do que P9, 
obteremos o mesmo resultado. Este é o conteúdo do 


Lema. sup/(P) = sup (Q). 
P QDPo 
Demonstração: Evidentemente, vale > acima. Por outro lado, dada 


qualquer partição P, considerando Q = P U Po temos QD PM™eQDP. 
Logo, pelo Teorema 1, (P) < (Q). Segue-se que sup /(P) < sup (Q), 
P QDPo 


completando assim a demonstração do lema. 
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Usaremos o lema para mostrar que se um caminho é formado pela 
justaposição de dois outros, com um ponto em comum, seu comprimento 
é igual à soma dos comprimentos desses dois caminhos parciais. 


Teorema 2. Dado c € [a,b], o caminho f: [a,b] > R” é retificável se, 
e somente se, suas restrições fı = flla, cl e fo = fllc,b] são retificáveis. 
No caso afirmativo, tem-se (1) = Ufi) + fo). 


Demonstração: Uma partição P do intervalo [a,b] contém o ponto c 
se, e somente se, P = PU P> onde P, é uma partição de [a,c] e P> 
uma partição de [c,b]. No caso afirmativo, tem-se ((f: P) = (fi; P2) + 
L( f2; P2). Do lema anterior, segue-se que 


(1) = sup L( f; P) = sup L( fi; Pi) + sup £( f2; Po) = fi) +L f2). 
cw‘ pı 2 


Exemplo 8. Seja f: [0,1] — R” o caminho retilíneo f(t) = (1—t)A+tB, 
com A,B € R”. Sua imagem é o segmento de reta [4, B]. Para toda 
partição P do intervalo [0,1], temos (P) = |B — A|, logo o comprimento 
do caminho retilíneo f tal que f(0) = A e f(1) = B é igual a |B — 4]. 
Em geral, se um caminho f: [a,b] — R” tem extremidades A = f(a) 
e B = f(b), então (f) > |B — A|, pois P = {a,b} é uma partição tal 
que (P) = |B — A|. No caso extremo em que (f) = |B — A|, podemos 
assegurar que sua imagem f([a,b]) está contida no segmento de reta 
|A, B], desde que a norma em R” provenha de um produto interno. Com 
efeito, se existisse c € [a,b] tal que C = f(c) É [A, B] então |B — A| < 
IB-C|+|C-Allogo 4f) >|B-C|+|C-A|>|B- A]. Quando f é 
contínua, a inclusão f([a,b|) C [A, B] é necessariamente uma igualdade 
pois f([a,b|), sendo um subconjunto conexo de [4, B], é um segmento 
de reta. Como contém A e B, tal segmento é igual a [4, B]. Note-se 
porém que, se a norma não provém de um produto interno, podemos 
ter |B — A| = |B — C| + |C — A| sem que C € [4, B], o que permite a 
existência de um caminho f, com (f) = |f (b)— f(a)|, sem que a imagem 
de f seja um segmento de reta. Basta tomar a norma da soma em R? eo 
caminho poligonal f, formado pelo segmento [0,1] do eixo das abcissas 
mais o segmento [0,1] do eixo das ordenadas. Temos /(f) = 2. As 
extremidades de f são os pontos A = (0,1) e B = (1,0), que cumprem 
|B-— A| = 2, na norma da soma. Assim /(f) = |B-— A| embora a imagem 
de f não seja um segmento de reta. 
Evidentemente, “(f) = 0 « f é um caminho constante. 
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Ser ou não ser retificável é uma propriedade do caminho f que não 
depende da norma tomada em R”, já que duas normas quaisquer são 
equivalentes. 

Com efeito, se |x| < cl|x|| para todo x € R” e c > 0 constante então, 
para toda partição P, temos X|f (ti) — f(ti-1)| < c- SF (ti) — F(ti-a |]. 
Assim, se f é retificável segundo a norma | | é também retificável se- 
gundo || ||. O comprimento ((f) entretanto depende da norma. O seg- 
mento de reta que liga os pontos A = (0,1) e B = (1,0) no plano, tem 
comprimento 2 na norma da soma e v2 na norma euclidiana. 


Exemplos: 9. Se f é um caminho poligonal, seu comprimento é, de 
acordo com o Teorema 2, igual à soma dos comprimentos dos segmen- 
tos que o compõem. Em particular, para toda partição P, o número 
Lf; P) = Elf (ti) — f(ti-1)| é, realmente, o comprimento da poligonal 
inscrita em f, cujos vértices são os pontos f(t;). 

10. O caminho f: [0,2] — Rº, definido por f(t) = (t,0) para t Æ 1 
e f(1) = (1,t), é descontínuo, porém retificável. Tomando a norma 
euclidiana em R2, temos (f) = 4. Para verificar isto, basta considerar 
partições P que contém o ponto t; = 1. 


Se 1 — ô é o último ponto antes de 1 e 1 +€ o primeiro depois de 1 na 
partição P, temos 4(P)=1-6+v1+4624+v1 +e2+1-—€. Isto mostra 
que (P) < 4 e que, tomando ô, £ suficientemente pequenos, podemos 
tornar (P) tão próximo de 4 quanto desejamos. Logo ((f) = 4. 


Teorema 3. O caminho f: [a,b] — R” é retificável se, e somente se, 
cada uma das suas funções coordenadas fi: [a,b] — R é retificável (isto 
é, tem variação total limitada). 


Demonstração: Como a retificabilidade de f independe da norma, 
tomemos em R” a norma da soma. Então, para toda partição P do in- 


tervalo [a,b], temos ((f:P) = 5º fi P). Portanto, quando P varia, 
1<iXn 
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o conjunto dos números /(f: P) é limitado se, e somente se, é limitado 
cada um dos conjuntos de números (fi; P),..., (fa; P). 


Corolário. Se cada função coordenada do caminho f é monótona então 
f é retificável. 

Exemplo 11. O caminho contínuo f: [0,1] > R, definido por f(0) = O 
e f(t) = t sen(m/2t) para t 0, não é retificável. Com efeito, para 
t sucessivamente igual a 1,1/2,1/3,...,1/4m, f(t) assume a sequência 
de valores 1,0,-1/3,0,1/5,0,...,—1/(4m — 1),0. Portanto, tomando 
k = 4m-—1 a partição P = ((0,1/(k+1),k,...,1/3,1/2,1) fornece uma 
soma 


Djs po a dd 

k k 5 5'33” 

doaie 1 1 l 1 1 1 1 
(P) > jses Ta ] 
VIZo r tip "I i"a 


Como a série harmônica diverge, vemos que existem partições P que tor- 
nam /(P) tão grande quanto desejemos, portanto f não é retificável. Re- 
sulta do Teorema 3 que tampouco é retificável o caminho plano f: [0,1] — 
R2, onde f(t) = (t,t sen(1/t)) set £ 0 e f(0) = (0,0). (Note que f é 
injetivo.) Isto se exprime dizendo que o gráfico da função contínua 
t — t- sen(1/t) tem comprimento infinito se 0 < t < 1. Também tem 
comprimento infinito o caminho espiralado f: [0,1] — R?, dado por 
f(t) = (tcos1/t, t sen1/t) = t- e/t. Neste caso, quando t > 0, o ponto 
f(t) tende para a origem (0,0) dando voltas em torno dela, de modo a 
percorrer uma rota infinitamente longa antes de atingir a meta f(0). 
Já vimos no Exemplo 10 que um caminho descontínuo pode ser reti- 
ficável. Mas a descontinuidade de um caminho retificável f: [a,b] > R” 
num ponto c € fa, b| não pode ser arbitrária. Quando t — c, não podem 
existir dois valores de aderência distintos A e B para o caminho f. Com 
efeito, para oscilar indefinidamente entre A e B, o ponto variável f(t) 
teria que percorrer infinitas vezes uma distância aproximadamente igual 
a |B — A| e então f não seria retificável. De modo preciso, temos o 


Teorema 4. Seja f: [a,b) > R” um caminho tal que, para cada c E 
[,b), a restrição fl[a,c] é retificável. Se existir K > 0 com (flla, c]) < 
K para todo c € [a,b| então existe a fA. 

Analogamente, dado f: (a,b) — R” tal que f||c,b] é retificável para 
todo c € (a,b], com 4(f||c,b]) < K seja qual for c € (a,b], então existe 
dim f). 

—>a 
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Demonstração: Basta demonstrar a primeira parte. Seja então tı < 
to <- < tk <... uma sequência crescente em [a,b), com lim tọ = b. 


k 
Para todo k € N, temos 3" |f(t;j) — f(ti-1)| < K pois fa,ty,..., tu) é 
i=2 


0,0) 
uma partição de [a,c], com c = tk. A série de números reais `` |f(t;) — 
i=2 
Ff(ti-1)| é portanto convergente. Pelo critério de Cauchy, a série de ve- 


tores > [f(t;) — f(ti-1)] também é convergene. Como a reduzida de 
i>2 


ordem k — 1 desta série é igual a f(t) — f(t1), segue-se que existe 
lim f (tk). Como a seqüência crescente (ty) é arbitrária, concluimos que 
existe lim FE): 

t=bm 


Corolário. Seja f: [a,b] — R” retificável. Para todo c € a,b], existem 
os limites laterais lim f(t) (seca) e lim fŒ) ( sec Ab). 
te t—>c 


Os caminhos com a propriedade expressa pelo corolário acima chama- 
se regulados. O conjunto dos pontos de descontinuidade de um caminho 
regulado é enumerável. (V. vol. 1, p. 233, Teorema 11.) 

Usaremos as notações f(c,) = dim f(t) e f(c)= dim F(t). 


Motivados pela integral, podemos indagar se o comprimento de um 


caminho f pode ser definido como (f) = no (f; P), esta igualdade 
0 
significando que, para todo € > 0 dado, pode-se obter ô > 0 tal que 


|P| < 6 => E(f; P) — IS) < e- 
A caracterização do comprimento como limite, entretanto, só é válida 
para uma classe especial de caminhos, que introduziremos agora. 
Diremos que um caminho f: [a,b] — R” é bem regulado quando ele 
for regulado e, para todo c € (a,b), 


Quando a norma provém de um produto interno, a igualdade acima 
significa que o ponto f(c) pertence ao segmento de reta cujos extremos 
são f(c) e f(c). Para uma norma arbitrária, podemos apenas dizer 
que se f(c) € [f(c), f(ct)] para todo c € (a,b) então f é bem regulado. 

Todo caminho contínuo é bem regulado. Todo caminho regulado 
lateralmente contínuo (isto é f(c) = f(c™) ou f(c) = f(c) para todo 
c E€ (a,b)) é bem regulado. Um caminho é bem regulado se, e somente 


[SEC. 4: CAMINHOS RETIFICÁVEIS 99 


se, para todo c € (a,b) es < c < t, vale: 


den HO = Moro = Mol= My = Pe =0, 


t—ct 


Exemplo 12. O caminho retificável do Exemplo 10 não é bem regulado. 
Para ele, não existe pm (P), pois se a partição P não contém o ponto 
50 


|P] 

t = 1, vale sempre /(P) = 2, enquanto que, para partições Q que contêm 
esse ponto, temos dE = À. 
Teorema 5. As seguintes afirmações a respeito de um caminho 
f: [a,b] —> R” são equivalentes: 

(1) f é bem regulado e retificável, com 4(f) = L; 

(2) existe RU = E 
Demonstração: (1) => (2). Com efeito, dado € > 0, seja Py = 
{to, t1, ... tk} uma partição tal que L — €/2 < (P) < L. Tomemos 
ô > 0 menor do que o comprimento do menor dos intervalos de Py 
e tal que ti- < s < ti <t< tits > NHO- fD + Ift) — 
f(|- |f(t) — f(s)|| < £/2k para todo i = 1,2,...,k — 1. Afirma- 
mos que |P| < ô = IMP) — L| < e. Com efeito, dada a partição 
P com norma menor do que ô, temos L — €/2 < PUR) < Le 
0 < {PU P) -— 4P) = soma de, no máximo k, termos da forma 
FEA — F + IF — f(s)| — |f(t) — f(s)|, onde [s,t] é um intervalo 
de P que contém algum ponto t; em seu interior. (Os demais inter- 
valos de P são também de P U P), portanto desaparecem na diferença 
L(PUP)—4(P).) Segue-se que | P| < ô implica 0 < (PUP)—L(P) < £€/2 
o que, por sua vez, acarreta L—e < (P) < L, como queríamos demons- 
trar. 


(2) = (1). Dado arbitrariamente € > O existe, pela hipótese, ô > 0 
tal que |P| < ô > L—e < (P) < L +e. Fixemos uma partição Po, 
com norma menor do que ô. Como P > P = |P| < |Po| < ô, temos 
então L — e < (P) < L +€ sempre que PD P. Resulta assim do 
Lema anterior ao Teorema 2 que f é retificável e que L — e < (f) < 
L +e. Sendo £ > 0 arbitrário, concluimos que (f) = L. Em seguida, 
mostraremos que a existência do limite L = rei L(P) implica que f é 


bem regulado. Com efeito, dado um ponto arbitrário c € (a,b), tomemos 
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um sequência de partições Qy tais que lim |Q,| = 0 e c É Qk para todo 
k. Ponhamos P; = Qk U {c}. Então lim /(Q,) = lim (P) = Le 
(9) UP) — (Qu) = [F tk) — F+ | f(c) — Fisk) — 
= |f (tk) — f (sx)l, 
onde |sķ, tk] é o intervalo da partição Qk que contém c em seu interior. 
Evidentemente, lim f (tk) = f (c+) e lim f(s) = f(c”). Fazendo k > oo 
em (*) obtemos então: 
0 = lim[A(Pk) — (Qk) = IF) — FOl 
+= Heep ftei, 


logo f é bem regulado. 


Corolário. Um caminho contínuo f: [a,b| —> R” tem comprimento L 
se, e somente se, ni HP)j=L. 


Se o caminho f: [a,b] — R” é Lipschitziano, com |f(s) — f(t)| < 
k|s — t| para s,t € [a,b] quaisquer, então, para cada partição P do 
intervalo [a,b], tem-se (P) < k- (b — a). Segue-se que f é retificável 
e seu comprimento (f) não excede k - (b — a). Um caso particular 
importante dá-se quando f € C1. Neste caso, o teorema abaixo fornece 
uma expressão para o comprimento de f. (Veja também Exercício 4.12.) 


Teorema 6. Todo caminho f: |a,b] — R” de classe C! é retificável, 
com US) = [2 FŒ) dt. 


Demonstração: Mostraremos que E Ro L(P) = E If(t)| dt. Seja, pois, 
dado £ > 0. Pela definição de integral, se pontilharmos a partição P = 


(to, t1,..., tk} tomando sempre £; = t;-1 € [ti-1,ti;], veremos que existe 
ôı > 0 tal que |P| < dj implica 


b k 
f rO- DEI- ti) <e/2 
a i=1 


Além disso, pela diferenciabilidade uniforme de f, existe d2 > O tal que 
|P| < 62 implica 


F) — F(ti-1) = [f (ti-1) + pilti — ti-1), com |pi| < 2(b— a) ` 
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Logo, |P| < do > P)-DIF'(t; D(titi; 1) | < c/2. Seja ô = min{ô1, do). 
Então |P| < ô > |P) — a [f'(t)|dt| < £, o que demonstra o teorema. 


Exemplo 13. Seja f: [0,27] > R?, f(t) = (cost, sent). Então o com- 
primento de f é igual a i" IF (O dt = ~ 1- dt = 27. Analogamente, 
o caminho g: [-yv7, yr] > R?, g(t) = f(t?) = (cost?,sent?), tem 
comprimento igual a 


vT VT vT vT 
[wous f] a= f] nase] =a 
-vT —V'T 0 0 


5 O comprimento de arco como parâmetro 


Seja g: [c,d] — R” um caminho. Uma reparametrização de g é 
um caminho go y: [a,b| — R”, onde q: [a,b] — [c,d] é uma função 
monótona sobrejetiva. (Pelo Teor. 10, pág. 232, vol. 1, p é então 
contínua.) Quando y é não-decrescente, tem-se p(a) = c, y(b) =d 
mas se y é não-crescente, então yla) = d, (b) = c. Não estamos 
supondo que ọ seja injetiva mas, em virtude de sua monotonicidade, se 
p(s) = p(t) com s < t então q é constante no intervalo |s, t]. 


z 


Observação: Se a reparametrização f = go ọ: [a,b] — R” é contínua, 
então o caminho g: [c,d] — R” é contínuo. Isto decorre de (12.6), no 
812 do Capítulo 1. 


Teorema 7. A reparametrização go py: |a,b] — R” é retificável se, e 
somente se, o caminho g: [c,d] — R” é retificável. No caso afirmativo, 
tem-se L(g o p) = L(g). 

Demonstração: Suponhamos g retificável. Dada uma partição P = 
{s0,..., Sk} de [a,b], se existirem s;-1, si E€ P com p(s;-1) = (si) 
então, omitindo o ponto s;, obtemos uma partição P* = P — (si), tal 
que (go; PS) = (go; P). Portanto, ao computarmos o comprimento 
de g o y, basta considerar as partições P de [a,b] tais que p|P seja 
injetiva. Então Q = y(P) é uma partição de [c,d], tal que (go y; P) = 
Elgylsi)—gplsi-1)| = L(g; Q) < L(g) para toda P, logo go é retificável 
e Lgo p) < L(g). Reciprocamente, seja g o y retificável. Para toda 
partição Q = {to0,..., tk} de [c,d], como y é sobrejetiva, existe P = 
{s0,..., Sk} C [a,b] tal que (si) = t; para i = 0,...,k. Se p for não- 
decrescente (como podemos obviamente tomar so = a e sk = b), P 
é uma partição de [a,b] e, evidentemente, L(g o y; P) = (g9; Q). Se y 
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for não-decrescente, numeraremos os s; de modo que y(sk-;) = t; e 
valerá a mesma conclusão. Assim, para cada partição Q de [c, d], temos 

L(g; Q) = go y; P) < L(g o p), donde g é retificável e (g) < (go q). 
Concluimos que L(t) = (g o ọ). 

Um caminho retificável f: [a,b] — R” diz-se cadenciado (ou para- 
metrizado por comprimento de arco) quando, para todo t € [a,b], tem-se 
fila,t]) = t — a. Noutros termos: para ir de f(a) a f(t), ao longo do 
caminho f, percorre-se uma distância igual a t— a. Neste caso, se s < t 
pertencem a [a,b), então (flls,t])) = t— s. 

Teorema 8. Um caminho f: [a,b] — R”, de classe C!, é cadenciado 

se, e somente se, |f'(t)| = 1 para todo t € [a,b]. 

Demonstração: Se á é e então fi |f (s)| ds = t—a para todo 
€ a,b]. Então |f'(t) F F (eda = a — E = 1. Reciproca- 

mente, se |f'(t)| = 1 para na t E [a,b], então (f = fi |f (s)| ds = 

f 1-ds=t—a. 

Exemplo 14. O caminho f: [a,b] > R? f(t) = (cost, sent), é cadenci- 

ado pois |f'(t)| = |(— sent, cost)| = 1. 

Teorema 9. Todo caminho contínuo retificável f: [a,b] > R” é a re- 

parametrização de um caminho cadenciado g: [0, L] => R”, L =f), o 

qual é necessariamente contínuo. 

A demonstração se baseia no 
Lema. Se f: [a,b] — R” é contínuo e retificável, então a função 
o: [a,b] > [0,1], L=f), definida por o(t) = flla,t|), é contínua. 
Como o(b) = L, o é sobrejetiva. 

Demonstração: Basta provar que o é contínua no ponto a. O caso 
geral é análogo. Sendo oc monótona, existe A = dim a(t) = inf o(t). 


Suponhamos, por absurdo, que fosse 4 > 0. Então poderíamos achar 
c E (a,b) tal que A<o(c) < 44/3 e daí A<o(t) < o(c) < 44/83 para 
todo t € [a,c]. Logo, A(fl[t,cl) = o(c) —o(t) < A/3. Sendo f contínua, 
podemos supor c tão próximo de a que t € |a, c] => |f(t) — f(a)| < 4/3. 
Então, para toda partição P do intervalo [a,c] teríamos 


UP) = |f) = AEI) — fti) < 


1>2 


A A A 
< 3 tF, cl) < 373º 
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2A 
Logo o(c) = “(flla, cl) < a < A, uma contradição. 
Demonstração do Teorema 9: Consideremos o diagrama abaixo 


f 


la, —— > R 


l0, £] 


Sabemos que o é monótona e sobrejetiva. Trataremos de obter um 
caminho g: [0, L] — R” que torne o diagrama comutativo. Ora, dados 
s < tem [a,b], temos o(t) = o(s) +(flls,t]). Portanto o(s) = o(t) > f 
constante no intervalo [s,t] => f(s) = f(t). Definamos um caminho 
g: [0, L] — R” do seguinte modo: dado u € [0, L], existe (pelo menos 
um) t € [a,b] tal que o(t) = u. Pomos g(u) = f(t). A escolha do t 
não afeta o valor de g, em virtude da observação que acabamos de fazer. 
Logo, g é bem definido e f = go 0. A continuidade de g resulta da 
compacidade de [a,b], já que f = go o eo são contínuos. [Veja Cap. 1, 
412, Observação (12.6)]. Para provar que g é cadenciado tomemos um 
ponto s € [0, L] qualquer. Existe t € [a,b] tal que s = o(t). O Teorema 7 
nos permite escrever: 


L(g|[0, 5]) = (go 0) | [a, t]) = &(flla, t]) = a(t) = s. 
Isto termina a demonstração. 


Corolário. Um caminho é retificável e, e somente se, é a reparametri- 
zação de um caminho Lipschitziano. 

Com efeito, todo caminho Lipschitziano f: [a,b] > R, com |f(s) — 
f| < k|s — t|, cumpre (P) < k(b — a) para toda partição P, logo é 
retificável, com (f) < k(b — a). Portanto qualquer reparametrização 
de f é também retificável, pelo Teorema 7. Reciprocamente, se f é 
contínuo e retificável, então f = g o o, onde g é cadenciado. Então 
Ig(t) — g(s)| < “(gl[s,t]) = |t — s|, logo g é Lipschitziano (com constante 
de Lipschitz k = 1). 

Observações: 1) Seja f: [a,b] — R” um caminho contínuo retificá- 
vel. O caminho cadenciado g: [0, L] — R”, do qual f é uma repara- 
metrização, é único, porque é única também a função o: [a,b] — [0, L], 
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monótona e sobrejetiva, tal que go o = f. Com efeito, destas propri- 
edades segue-se que para todo t € [a,b], temos o(t) = “(glO, o(t)|) = 
P((goo) | [a,t]) = fila, t]), o que nos leva de volta à definição de o 
dada na demonstração do teorema. 


2) Um caminho pode ser retificável sem ser Lipschitziano, como por 
exemplo f: [0,1] — R2, f(t) = (t, vt). (A retificabilidade de f decorre 
de serem monótonas suas funções coordenadas.) 

Um caminho diferenciável f: I — R” diz-se regular quando f'(t) £ O 
para todo t € T. 

Uma função f: I — J chama-se um difeomorfismo entre os interva- 
los J, J quando é regular e sobrejetiva. Neste caso particular (valores 
reais), f(t) £ O para todo t obriga (pelo Teorema de Darboux) que 
o sinal de f'(t) seja constante: ou temos f'(t) > 0 para todo t, e f 
é então monótona crescente ou f'(t) < O para todo t, com f decres- 
cente. Em particular, para n = 1, um caminho regular f: I > R” é 
necessariamente injetivo, o que não é verdade quando n > 1: por exem- 
plo, f: [a,b] > R?, f(t) = (cost,sent), se b— a > 27 não é injetivo. 
Também a ciclóide f: [a,b] — R?, f(t) = (t — sent,1 — cost), é um 
caminho regular não-injetivo quando b — a > 27. 

Pelo Teorema da Função Inversa (Vol. 1, pág. 274, Corol. 6), a 
inversa de um difeomorfismo f: I — J é também um difeomorfismo. Se 
f for de classe C* então [1 € CH. 


Teorema 10. Sejam f: [a,b] > R” um caminho regular de classe O* 
(k>1), L = K(f) eg: [0,L] > R” o caminho cadenciado, do qual 
f=goo é uma reparametrização. Então g € Cf eo: [a,b] > [0, L] é 
um difeomorfismo de classe C*. Em particular, g = f o o7! também é 


uma reparametrização de f. 


Demonstração: Temos o(t) = (fla, t|) = T |f’ (s)| ds, logo o'(t) = 
If(t)| > 0 para todo t € [a,b]. Portanto o: [a,b] — [0, L] é um difeo- 
morfismo de classe C*. Seu inverso, o!: [0, L] — [a,b], também é de 


classe C*, donde g = fool € OF. 


6 Curvatura e torção 


Seguindo a tradição, indicaremos o parâmetro de um caminho ca- 
denciado com a letra s. 
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Seja f: [a,b] — R? um caminho cadenciado de classe C? no plano 
onde consideramos a norma euclidiana. Para cada s € [a,b], o vetor 
velocidade f'(s) tem comprimento 1. Escreve-se f'(s) = T(s) e diz-se 
que T(s) é o vetor unitário tangente ao caminho f no ponto f(s). 

Como T(s) tem comprimento constante, o vetor f(s) = T'(s) é 
perpendicular a T(s). Seja N(s) o vetor unitário obtido de T(s) por 
meio de uma rotação positiva de 90 graus, isto é, se T(s) = (a, 8) então 
N(s) = (—-8,0). Chama-se N(s) o vetor unitário normal ao caminho 
f no ponto f(s). Existe um único número real k(s) tal que T'(s) = 
k(s) - N(s). O número k(s) chama-se a curvatura do caminho f no 
ponto f(s). O valor absoluto da curvatura k(s) mede a rapidez com que 
f muda de direção; seu sinal indica a “concavidade” ou “convexidade” do 
caminho. 


Na figura anterior, esboçamos a imagem de um caminho cadenciado 
f: [a,b] > R?, com fla) = A, f(b)=Bef()=C, a<c<b. No 
trecho AC, temos k < 0, enquanto que k > 0 no trecho CB. No ponto 
C, temos k = 0; isto é o que se chama um ponto de inflexão. 


Exemplo 15. Para determinar a curvatura do círculo de centro (a,b) e 
raio r, usaremos a parametrização f(s) = (a-+r-cos(s/r),b+r-sen(s/r)), 
a fim de termos |f'(s)| = 1. Então f'(s)=(— sen(s/r), cos(s/r)) e f"(s)= 
—(— cos(s/r), — sen(s/r))= — N(s). Portanto, um círculo de raio r tem 
r r 
curvatura constante, igual a 1/r. 

Como o vetor velocidade T = T(s) de um caminho cadenciado 
f: [a,b] — Rĉ, de classe C2, tem comprimento constante, igual a 1, 
o que varia nele é a direção, a qual pode ser medida pelo ângulo que T 
faz com uma reta fixa, digamos o eixo das abcissas. E natural esperar 
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que a curvatura de f seja a derivada desse ângulo. Isto será demonstrado 
agora. 

Para cada s € [a,b] existe O(s) E R tal que f'(s) = T(s) = (cos6(s), 
sen 0(s)). O número 9(s) expressa, em radianos, uma das determinações 
do ângulo que o vetor T(s) forma com o eixo orientado das abcissas. Tal 
número não é único: acha-se definido a menos de um múltiplo inteiro de 
27. 

De acordo com o Teorema 11, que demonstraremos no parágrafo 
seguinte, é possível escolher, para cada s € [a,b], o número 0(s) de tal 
modo que T(s) = (cos0(s),sen6(s)) e a função 0: [a,b] —> R, assim 
definida, seja de classe C1. 

Então T'(s) = (—0'(s) - sen 6(s), 0(s) - cos0(s)) = 0(s) - N(s). Por- 
tanto k(s) = O(s), isto é, a curvatura de um caminho cadenciado no 
plano é a derivada do ângulo que seu vetor velocidade faz com o eixo 
orientado das abcissas. 

Para caminhos em Rê, a curvatura perde o sinal e surge um novo 
invariante diferencial: a torção. 

Seja, pois, f: [a,b] — R? um caminho cadenciado de classe C? no 
espaço Rº. 

O vetor unitário tangente T(s) = f'(s) é definido como antes mas a 
curvatura só se define nos pontos onde T'(s) £ 0. Fazendo esta hipótese, 
pomos N(s) = T'(s)/I[T'(s)| = vetor unitário normal no ponto f(s) e 
k(s) = |T'(s)| = curvatura. Note que k(s) > 0, por definição. 

O plano gerado pelos vetores unitários ortogonais T = T(s)e N = 
N(s) é afetuosamente denominado o plano osculador do caminho f no 
ponto f(s). O vetor binormal B = B(s) é definido pela condição de que 
a lista ordenada F = (T,N,B) seja uma base ortonormal positiva de 
Rº. Assim, |B| = 1, B é perpendicular ao plano osculador e a matriz 
3 x 3 cujas colunas são as coordenadas de T, N e B, nesta ordem, tem 
determinante positivo, igual a 1. A base F = F(s) = (T(s), N(s), B(s)) 
chama-se o triedro de Frenet do caminho f no ponto f(s). 

Em seguida, apresentaremos as equações de Frenet, que desempe- 
nham um papel central na Geometria Diferencial das Curvas. Elas ex- 
primem as derivadas T’, N’ e B’ como combinações lineares de T, N e 
B. 

Já sabemos que T’ = k. N. Além disso, como N tem comprimento 
constante, N’ | N, donde N' = x-T +w. B. Para determinar os 
coeficientes z, w, derivamos a igualdade (N, T} = 0, obtendo (N',T) + 
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(N,T') =0. Logo x =(N',T) = —(N,T') = —k. 

O coeficiente w = w(s) é chamado a torção do caminho f no ponto 
f(s); temos w = (N',B) = —(N,B?. Logo, se escrevermos B’ = x - 
T +y- N, obteremos z = (B', T} = —(B,T'} = 0 e y = (B', N) = —w. 
Podemos então escrever as equações de Frenet: 


TE k- N 
N'=|-k.T w-B 
B' = —w- N 


Pondo F” = (T', N', B'), temos F'= A - F, onde 


0 k 0 
A= | -k 0 w 
0 —w 0 


é uma matriz anti-simétrica. 

A torção w mede o desvio do caminho f em relação ao plano oscu- 
lador. De fato, como veremos agora, um caminho cadenciado f, cuja 
torção w é identicamente nula, é um caminho plano. Basta observar que 


d 
v=0>8B'=-w.N=0> B constante => q; (8) — f(a), B) = 
s 
(T, B) = 0 = (f(s) — f(a), B} = constante. Ora, para s = a, temos 
(f(a) — f(a), B) = 0. Logo (f(s) — f(a), B) = 0 para todo s. Assim, os 
pontos f(s) do caminho f acham-se situados no plano perpendicular ao 
vetor B, isto é, no plano osculador. 


7 A função-ângulo 


Seja z: [a,b] — R? um caminho tal que |z(t)| = 1 para todo t € [a,b]. 
Então z(t) € S! para todo t, logo podemos escrever z: [a,b] — St. 
Uma função-ângulo para o caminho z é uma função 0: [a,b] > R tal 
que z(t) = (cos 6(t), sen O(t)) para todo t € [a,b]. Se indicarmos com 
E: R — St a “aplicação exponencial”, E(t) = (cost, sent) = e'*, vemos 
que 6 é uma função-ângulo para o caminho z se, e somente se, z = £06. 


Teorema 11. Todo caminho z: [a,b] — S! de classe C” (r > 1) possui 
uma função-ângulo de classe C". Mais precisamente, dado Oy E R tal que 
z(a) = (cos 0o, sen ło), z admite uma única função-ângulo 0: [a,b] — R, 
tal que 0(a) = 0o . 
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Demonstração: Primeiro a unicidade (que demonstraremos mais ge- 
ralmente, para funções-ângulo contínuas). Sejam 0,9: [a,b| —> R duas 
funções contínuas tais que €00 = Eoy = z. Para cada t € [a,b], 
O(t) — p(t) é um múltiplo inteiro de 27. O inteiro [9(t) — (t)|/27, de- 
pendendo continuamente de t € [a,b], é constante. Logo 9(a) = (a) 
implica 0(t) = y(t) para todo t € [a,b]. 

Agora a existência de 6. Temos z(t) = (x(t), y(t)), onde x, y:[a, b]|—» R 
são funções de classe C”, com z(a) = coso, yla) = senĝo. Como 


|z(t)| = 1 para todo t, o vetor 2” = (x',y') é, para todo valor de t, 
perpendicular a z, logo é um múltiplo escalar do vetor w = (—y, <x). 
Assim, para cada t € [a,b], existe um número À = A(t) tal que a = —Ay 


ey = Ax. Note que a função à: [a,b] > R, assim definida, é de classe 
Cr pois À = (w,2). A função 0: [a,b] — R que procuramos é obtida 
pondo-se O(t) = 00 + A(s) ds. Vemos que 0 é de classe C”, com 
O(a) = ĝo e 8º = À. Devemos, em seguida, provar que x(t) = cos 0(t) e 
y(t) = sen 6(t) para todo t € [a,b]. Ora, as relações 0 = À, q! = —Ay, 
y! = Ax mostram que as funções x cos 0 + ysen6 e ycos6 — x sen O têm 
derivada nula, logo são constantes. Para t = a, a primeira é igual a 1 e 
a segunda é zero. Resolvendo o sistema de equações lineares 


acos0+ysend = 1 
—zx sen 0 + y cos 0 = 0 


em relação às incógnitas x, y, obtemos x = cos 0 e y = sen 8. 


Corolário 1. Seja f: [a,b] — R? — {0} um caminho de classe C" 
(r > 1). Dado O E R tal que f(a) = |f(a)|(cos 09, sen 09), existe uma 
única função de classe C”, 0: [a,b] — R, tal que 0(a) = ho e f(t) = 
If(t)l(cos 0(t), sen 0(t)) para todo t € [a,b]. 


Basta tomar 0 = função-ângulo do caminho z(t) = f(t)/|f(t)| com 
O(a) = do é 


Corolário 2. Seja f: [a,b) > R? — {0} um caminho de classe C" 
por partes (r > 1). Dado 0o E R tal que f(a) = |f(a)|(cos 09, sen 09), 
existe uma única função de classe C” por partes, 0: [a,b] —> R, tal que 
O(a) = bo e F(t) = |f(t)| - (cos O(t), sen O(t)) para todo t € [a,b]. 

Basta mostrar que o caminho z(t) = f(t)/|f(t)|, de classe C” por 
partes em [a,b], admite uma função-ângulo 0, de classe C” por partes, 
com 9(a) = ĝo. Se f|[a, tı] é de classe C”, o Teorema 11 permite definir 
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6 no intervalo |a, tı]. Se f é de classe C” em [ty,t>], novamente o Teo- 
rema 11 fornece uma função-ângulo, C” por partes, para o caminho z, 
no intervalo [a, t2]. Prosseguindo analogamente, definimos 0: [a,b] >, 
função de classe C” por partes, tal que z(t) = (cos O(t), sen O(t)) para 
todo t € [a,b] e O(a) = o. Isto prova o corolário, pois a unicidade é 
evidente. 


Observações: 1) Seja f: [a,b] — R? — {0} um caminho de classe 
C” (r > 1). Se uma função contínua 6: [a,b] — R é tal que f(t) = 
If(t)l(cos (t), sen O(t)) para todo t € [a,b], então O é uma função de 
classe C”. Com efeito, seja y uma função-ângulo de classe C” para o 
caminho z(t) = f(t)/|f(t)|, tal que (a) = 9(a). Como a unicidade no 
Teorema 11 foi provada para funções contínuas, temos y(t) = (t) para 
todo t € [a,b], logo O é de classe C”. O Exercício 7.1, adiante, pede 
para mostrar que todo caminho contínuo z: [a,b] — S! admite uma 
função-ângulo contínua. 


2) Na demonstração do Teorema 11, temos w = iz, onde i = y—1. Logo 
z! =A-iz. Se 0: [a,b) — R é tal que O(a) = ĝo e 60' = À, então a função 
f = eº cumpre f(a) = z(a) e f! = A «if. Isto justifica a definição de 
9 e nos dá esperança de que seja f(t) = z(t) para todo t € [a,b]. Para 
provar a igualdade f = z, mostramos que o quociente z/f = z-e*?, que 
é igual a 1 no ponto t = a, é constante porque tem derivada nula. Ora, 
ze? = (x+ iy)(cos 0 — isen 0) = [x cos 0 + y sen 6] + ify cos 0 — x sen 6). 
Isto justifica o argumento usado na demonstração do teorema. 


Exercícios 


81. 


1.1. Seja f: I — R” um caminho diferenciável. Se a € I é ponto de acumulação do 
conjunto f7} (v), para algum v € R”, então f'(a) = 0. 


1.2. Seja f: I — R” um caminho diferenciável, com f'(a) £ O para algum a € T. 
Se existem uma reta L C R” e uma sequência de números distintos tp —> a 
tais que f(t) E L então L é a reta tangente a f no ponto f(a). 


1.3. Seja f: I — R” um caminho diferenciável. Dados a € R” e r > 0, a fim de 
que f(t) pertença, para todo t € I, à esfera de centro a e raio r, é necessário e 
suficiente que isto ocorra para um valor to € I e que o vetor velocidade f'(t) 
seja perpendicular a f(t) — a, para todo t € I. 


1.4. Seja À: [a,b] — R” um caminho fechado diferenciável. Mostre que existe algum 
t € (a,b) tal que (At), A (t)) = 0. 
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1.5. 


1.6. 


diz. 


1.8. 


1.9. 
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uma aplicação p-linear. Mostre que o caminho g: I — R”, dado por g(t) = 
p 

elfi(t -> fo(B) é diferenciável e g'() = X AAH KO f) 

Conclua que se f: (~e, €) > R”? é um caminho diferenciável, com f(0) = I e 


g: (—£,£) > R é definida por g(t) = det . f (t), então g'(0) = tr.A (traço de A), 
onde A = f'(0). 


Sejam fi,..., fp: I — R” caminhos diferenciáveis e q: R™ x --- x R” > R” 


Seja X: I — R”? um caminho diferenciável cujos valores são matrizes n X n. 
2 

Fixado k € N, seja f: I — R” o caminho dado pela regra f(t) = X(t)*. 

Mostre que f é diferenciável e determine f'(t), para todo t € T. 


Se uma sequência de caminhos fp: [a,b) — R”, deriváveis à direita, converge 
num ponto xo € [a,b) e suas derivadas à direita f; : [a,b) —> R” convergem 
uniformemente para um caminho g, então (fk) converge uniformemente para 
um caminho f, derivável à direita, e vale fi = g. 
2 X? X” 
Para toda matriz X € R” , seja ex =1I4X4 3 Ed l +.... Defina 
n! 
um caminho f: R — R”? pondo f(t) = e'4, onde A € R”? é fixada. Mostre 


que f'(0) = A. 
Estenda o Teorema de Ascoli-Arzelá (vol. 1, pág. 412) para caminhos contínuos 
f: la, b] > R”. 


. Seja f: I — R” um caminho diferenciável, com f'(a) Æ 0 para um certo a € T. 


Uma reta L C R”, contendo o ponto f(a), é a reta tangente a f nesse ponto 


se, e somente se, 
in IOL) 


da TA) = fo * 


. Sejam f: [a,b) —> R? um caminho (admite-se b = +00) tal que lim FA = oo 


e L = {(x,y) € R?; az + By = c} uma reta. Ponhamos u = (a, 8). Podemos 
supor |u|? = a? + 82 = 1. As seguintes afirmações são equivalentes: 


G) lim d(f(t), L) = 0; 


(ii) lim (f(t), u) = c e tim ( AO u) =0. 


Quando isto ocorre, diz-se que a reta L é assíntota do caminho f quando 
xr — b. 


. Se b < +0 e o caminho f: [a,b) —> R? é da forma f(t) = (t, p(t)), com 


lim p(t) = +00, a reta vertical x = b é assíntota do caminho f quando t > b. 
PEN 


. Mostre que uma parábola f: R > R°, f(t) = (t,at? +bt + c), não possui 


assíntota. Por outro lado, determine a assíntota da hipérbole f: [a, +00) — R?, 


f) = (t, Ve — a). 


. Seja f: (a,b) — R” um caminho contínuo que possui em cada ponto de (a, b) 


um vetor velocidade à direita. Se fi: (a,b) — R” é contínuo, prove que f é 
de classe C*. 
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1.15. 


1.20. 


1:21; 


1.22. 


82. 


2.1: 


2.2; 


Seja G C R? o gráfico da função y = |x|. Mostre que existe um caminho 
f: R > R°, de classe C™, tal que f(R) = G e f(0) = (0,0). Prove que todo 
caminho diferenciável f nessas condições cumpre f'(0) = 0. 


. Seja f: (a,b) — R” um caminho diferenciável. Defina y: (a,b) — R pondo 


e(t) = |f(t) — pl, onde p é um ponto de R” que não pertence à imagem de f. 
(Norma euclidiana.) Prove que |p'(t)| é o comprimento da projeção de f'(t) 
sobre o eixo pf(t). 


. Seja f: (a,b) — R” um caminho diferenciável, com f(t) £ O para todo t. 


Calcule o vetor velocidade do caminho q: (a,b) — R”, definido por y(t) = 


fe) 


FOl (norma euclidiana). No caso particular de f: R > R”, dado por f(t) = 


u+ th, com u € S”! e h € R”, calcule y'(0) e conclua que h é perpendicular 
ao vetor unitário u se, e somente se, é o vetor velocidade h = y'(0) de um 
caminho q: R > S”! com q(0) = u. 


- Seja f: I — R” um caminho diferenciável tal que f(t) #0 e F(t) = A(t) - fŒ) 


para todo t € I. Prove que a imagem f(1) está contida numa reta que passa 


AU) 


pela origem. | Derive y(t) = + - 


PAU] 


. Use o exercício anterior para mostrar que se f é diferenciável, com f(t) = 


A(t) -S(t) e F(t) £ 0 para todo t então f(I) está contido numa reta que passa 
pela origem. 


Seja (xx) uma seqüência de pontos em R” — (0) tal que |x| > |£k+1|; lim £k = 


É T = $ E 
0 e lim mi = u € §™7!, Mostre que existe um caminho f: R > R”, 
Tk 


diferenciável no ponto t = 0, com f'(0) = u, e uma seqüência de números 
tk > 0 tais que lim tp = 0 e f (tk) = Tk. 


Seja f: (—2,e) > R”? diferenciável no ponto t = 0, com f(0) = I = matriz 
identidade n x n e f'(0) = A. Se f(t) é, para todo t, uma matriz ortogonal, 
então A é anti-simétrica. Se det.f(t) = 1 para todo t então o traço de A é 
Zero. 


Sejam A,B € Rº, A anti-simétrica e B com traço nulo. Mostre que, para 
todo t € R, e^ é ortogonal e e'? tem determinante 1. Conclua que toda 
matriz anti-simétrica é vetor velocidade de um caminho de matrizes ortogonais 
e toda matriz de traço nulo é vetor velocidade de um caminho de matrizes 
unimodulares (det = 1). 


Se f,9: [a,b] — R” são de classe C! então 


/ GEA) de= (4,9)| — f (F(E), 9(8)) de. 


Se uma sequência de caminhos integráveis fp: [a,b] — R” converge uniforme- 
mente para um caminho f: [a,b] — R” então f é integrável e 


b b 
dim | fede = [ FE) dt. 
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2.3. 


2.4. 


2.5. 


83. 


3.1. 


3.2. 


3.3. 


3.4. 


3.5. 


§4. 


4.1. 
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Seja A C R” um conjunto convexo. Dado um caminho integrável f: [0,1] — 
R” tal que f(t) € A para todo t, prove que Jo f(t)dt € A. 


Prove, diretamente a partir da definição dada no texto, que se os caminhos 
f.g: [a,b] — R” são integráveis e a, 8 € R, então o caminho af + 8g é in- 
tegrável e j (af + 89) dt = af? fdt+ Bf? gdt. 

Seja x o produto vetorial em R. Dados um vetor v € R? e um caminho 
integrável f: [a,b] — R?, mostre que f? (v x f(t))dt =v x Ta f(t)dt. 


Sejam x: R > R” um caminho diferenciável e A: R” — R” uma transformação 
linear. Se x'(t) = A - x(t) para todo t € R, prove que x € C®™. Mais ainda: 
o caminho z é analítico e, para todo a € R, tem-se z(t) = e©794 . x(a). Em 
particular, se x(a) = O para algum a € R então z(t) = O para todo t € R. 
Ou melhor: se x,y: R — R” são diferenciáveis com z’ = A-z, y =A-gye 
a(a) = y(a) para algum a € R, então x = y. [Isto é bem mais fácil do que 
parece. Basta derivar sucessivamente a igualdade z’ = A-x para obter a série 
de Taylor de x(t).] 


Seja A: R? — R? dada por 4- (x,y) = (—cy, cx). Um caminho duas vezes 
diferenciável X: R — R? cumpre X’ = A- X e X(0) = (a,b) se, e somente 
se, X(t) = (x(t), y(t)), com z’ = —cy, z” +ex=0, x(0) = a e y(0) = b. 
Compute e'2 e conclua que a única função duas vezes diferenciável x: R > R 
tal que z” +cer=0, (0) = a e x'(0) = b é a função z(t) = a cos ct + bsen ct. 
Conclua ainda que se F:R — R” é um caminho duas vezes diferenciável 
tal que F” + CF = 0 então existem vetores A,B € R” tais que F(t) = 
cosct: A + senct - B para todo t € R. Em particular, F é um caminho plano. 


A partir de definição de vetor velocidade, usando o argumento de bisseções 
repetidas (como no Lema 2 do 83) prove que se f: [a,b] — R” é um caminho 
diferenciável com f'(t) = O para todo t então f é constante. 


Sejam f: [a,b] > R”, g: [a,b] — R contínuas, deriváveis à direita em (a,b). 
Se | f4 (x)| < g4 (x) para todo x € (a,b) então |f (b) — f(a)| < g(b) — g(a). Con- 
clua que toda função real contínua num intervalo fechado que possui derivada à 
direita > 0 em todos os pontos interiores ao intervalo é não-decrescente. Con- 
clua também que se |f4 (x)| < c par todo x € (a,b) então o caminho contínuo 
f: [a,b] > R” cumpre |f(x)— f(y)| < c|x — y| para quaisquer x,y € fa, b]. 
Seja f: (a,b) — R” tal que, para um certo c € (a,b), as restrições f|(a, c] e 
flle, b) são de classe C” (1 < k < 00), podendo ser f'(c7) Æ f'(c™). Obtenha 
um homeomorfismo q: (a, 6) — (a,b), de classe C™%, com q'(t) > 0 exceto 
num ponto y, de modo que fo: (a,8) > R” seja de classe C”. 

[Sugestão: todas as derivadas de p devem ser zero no ponto 7.) Conclua que 
dois pontos quaisquer de um aberto conexo em R” podem ser ligados por um 
caminho CX, 


Sejam f: [0,27] > Re g: [0,27] — R? definidos por f(t) = sente g(t) = 
(t, sen t). Determine “(f) e (g). 
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4.2. 


4.8. 


4.4. 


4.5. 


4.6. 


4.7. 


4.8. 


4.9. 


Qual o comprimento da ciclóide f : [0,27] — R?, dada por f(t) = (t—sen t, 1— 
cos t)? 


Seja U C R” aberto e conexo. Dados x,y € U, defina a distância geodésica 
du(x,y) como o ínfimo dos comprimentos dos caminhos contínuos retificáveis 
contidos em U, que ligam z a y. 


(a) du(z,y) é o ínfimo dos comprimentos dos caminhos poligonais contidos 
em U que ligam x a y. 


(b) Tem-se du (x,z) < du(x,y) + du (y, z) e du (x,y) = 0 > z = y. 

(c) Dada uma seqüência de pontos x; € U vale dim |z —a|=0 (a eU) 
se, e somente se, im du(xk,a) = 0. 

(d) Dê exemplo em que se tenha dim lx» — yk| = 0, com yk, £y E U mas 
dim du (£k, Yk) Æ 0. 


(e) Se V C R” é convexo e U = V — F, onde F é finito, então du (z, y) = 
|z — y| para qualquer z, y € U. 


(f) Suponha que dois pontos quaisquer de U C R” podem ser ligados por 
um caminho contínuo retificável contido em U, mas não exija que U 
seja aberto. Então du(x,y) pode ainda ser definida e vale (b) mas as 
propriedades (a) e (c) podem falhar. Se U é a esfera unitária S™7+, 
mostre que du (x,y) satisfaz (b) e (c). 


Dada uma sequência de caminhos retificáveis fp: [a,b] — R”, suponha que 
exista c > 0 tal que (fk) < c para todo k. Se (fk) converge simplesmente para 
o caminho f: [a,b] — R”, prove que f é retificável e (f) < c. 


Nas condições do exercício anterior, mostre que lim (fp) pode não existir 
k—>oo 


e, mesmo que exista L = lim ((f,.), tem-se apenas (f) < L, sem que valha 
necessariamente a igualdade. 


Considere a segiiência de caminhos fn : [0,27] — R?, onde fn (t) = (t, sen(nt)/n). 
Mostre que fn — f uniformemente, onde f(t) = (t,0), mas lim (fn) > K(f). 


Sejam a,b € K, onde K C R” é compacto. Seja C o conjunto dos caminhos 
contínuos f: [0,1] > K, retificáveis, com f(0) = a e f(1) = b. Se C # Ø então 
existe fo € C tal que (fo) < (f) para todo f € C. [Sugestão: O conjunto X 
dos caminhos f € C com (f) < ke f = goy, onde g: [0, L] — K é cadenciado 
e ọ: [0,1] — [0, L] é da forma y(t) = L - t, é equicontínuo e equilimitado, pois 
fe X=If(s)-— f(t)| < k|s — t|. Use Ascoli-Arzelá.] 


Sejam f, g: [a,b] — R” caminhos tais que f é retificável e o conjunto F = {t € 

[a,b]; f(t) # g(t)} é finito. Mostre que g é retificável. Mais geralmente, se 

F = {t1,..., ti, ... | é enumerável e, além disso, 57 |f(t:)— g(t;)| < +oo então 
i=1 

g é retificável. 


Todo caminho retificável f: [a,b] — R” é integrável. 
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4.10. 


4.11. 


4.12. 


85. 


Dad 


5.2. 


5.3. 


86. 


6.1. 


6.2. 


6.3. 


[CAP. Il: CAMINHOS NO ESPAÇO EUCLIDIANO 


Sejam c1,...,Ci,... os pontos de descontinuidade de um caminho retificável 
f: [a,b] > R”. Ponha u; = lim f(t), vi = lim fŒ) e si = |f (ci) — uil + 
t>c. t>c) 


|f (ci) + vi]. Prove que a série X s; é convergente. 
Seja f: [0,1] — R definida por f(t) = O se t é irracional e f(p/q) = 1/q se 
t = p/q é uma fração irredutível. Prove que f não é retificável (de variação 
limitada), embora possua limites laterais em todos os pontos. 

Seja f: [a,b] — R” um caminho diferenciável. Se a função |f'|:[a,b] >R for 
integrável (em particular, se f’: [a,b] — R” for integrável) então f é retificável 
e vale (f) = f? IF (t)|dt. A retificabilidade de f resulta da condição de 
Lipschitz, que é satisfeita porque f’ é limitada. A fórmula para o comprimento 
de arco decorre do seguinte “Lema: Para todo n € N, existe uma partição 
pontilhada Pi = (P,,€) de [a,b], tal que |Pa| < 1/n e |f(ti) — f(ti-a) — 
f(E)(t — ti-1)| < (ti —ti-1)/n, seja qual for o intervalo [(t;-1,t;] da partição 
P„.” A demonstração do lema se faz sem dificuldade, usando o método das 
bisseções. Dele resulta que E(f; Pa) — E(| f'l; Pž)| < (b— a)/n. Fazendo 
n — œ obtém-se a fórmula procurada. 


Dado o caminho retificável f: [a,b] — R”, defina o: [a,b] — R pondo o(t) = 
“fila, t]). Se o é uma função contínua, então f também o é. 

Seja f: I — R” um caminho diferenciável. Dada uma função contínua positiva 
p: X > R, cujo domínio X C R” contenha todos os pontos f(t), tel, 
podemos reparametrizar f por meio de um difeomorfismo Ct, de modo que 
o vetor velocidade em cada ponto p = f(t) seja agora (p) - f(t), em vez de 
fa). 

Defina f: [0,1] > R pondo f(0) = 0 e f(t) = t? sen(1/t?) quando t £ 0. Prove 
que f é um caminho diferenciável porém não retificável. 


Seja f: R — R? a hélice, dada por f(t) = (acosbt,asen bt, ct). Determine a 
relação entre a, b e c para que o caminho f seja cadenciado. Supondo isto 
satisfeito, mostre que a curvatura e a torção de f são constantes. 


Seja f: I — R? um caminho cadenciado de classe C2. Se, para todo x € T, a 
reta normal L = {f(s)+ t- f”(s);t € RJ contém a origem então imagem f(T) 
está contida num plano. 


Seja f: I = R um caminho regular de classe C?, não necessariamente caden- 
ciado. A curvatura k(t) de f num ponto p = f(t) é, por definição, a curvatura 
do caminho cadenciado g = fo, obtido por reparametrização de f, no mesmo 
ponto p = g(s). Mostre que 


Fo) x MOI 
k(t) = LAOS MA, 
O= FOR 
Se f: I — R? é um caminho plano, mostre que se tem 
det[ f (t), f”(t)] 
EO = E A NA, 
O= rop 
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6.4. 


6.5. 


6.6. 


6.7. 


6.8. 


87. 


TL 


Considere o caso particular em que f(t) = (t, p(t)). 


Seja f: I — R? um caminho regular de classe C°. Definindo a torção w(t) de 
modo análogo ao do exercício anterior, mostre que 


— deif E, f”, F” O, 
IF x FO 
Seja f: I — R? um caminho cadenciado de classe C?. Se todos os planos 


osculadores de f são paralelos, (ou contêm um ponto dado, digamos, a origem) 
então a imagem f(I) está contida num plano. 


w(t) 


Seja f: I — R” um caminho cadenciado de classe C”. Para cada s € I defina 
o “n-edro de Frenet” {e1,...,€n}, ei = ei(s) e as curvaturas k1,..., kn, 
ki = ki(s), pondo e; = f’ e, supondo ei Æ 0, escrevendo ej = ki-es com |e2| = 1 
e e2 L e. Em seguida, notando que e% L ese (65,e1) = — (e2, e1) = —kı, 
escreva kz = |kie1 + ehl. Se k2 > 0, ponha eh = —k1e1 + k2e3 , o que define 
univocamente o triedro ortonormal {e1, e2, e3} e a segunda curvatura k2. Note 
que (e5,e1) = —(e3,e1) = 0, logo e4 Les, es Le e (e}3,e2) = — (e3, e2) = 
—k2. Ponha ks = |e% + k2e3|. Se ks > 0, o vetor unitário e4 fica bem definido 
pela igualdade ey = —koe» + ksea de modo que {e1, e2, €3,€4} é um conjunto 
ortonormal. Prossiga. 


Mostre que dois caminhos planos cadenciados de classe C?, são congruentes se, 
e somente se, têm o mesmo comprimento e a mesma função curvatura. Mais 
precisamente, sejam f, g: [0, L] — R? de classe C° tais que |f(s)l= |g'(s)| = 1 
e ky(s) = kg(s) para todo s € [0, L]. Prove que existe uma isometria T: R? — 
Rº tal que g(s) = T[f(s)] para todo s € [0, L]. 


Seja f: I — R” um caminho regular de classe C?. Mostre que, em cada ponto 
f(t), a aceleração f”(t) se decompõe na soma f” = v'.T+kv?. N, onde 
T=f/f, N=TAT'|, v= |f'| é a velocidade escalar e k é a curvatura. 
[Que tem isto a ver com a afirmação de que é vantajoso acelerar um carro no 
meio de uma curva?] 


Sejam f: [a,b] =>R?- {0}, f € Cº,0 € R com f(a) = |f(a)l(cos 0o, sen 00), 
existe uma (única) função contínua 0: [a,b] — R tal que 9(a) = 0, e, para todo 
t € [a,b], f(t) = |f(t)l(coso(t), sen 0(t)). [Sugestão: Basta considerar o caso 
em que f([a,b]) C S+, ou seja, |f(t)| = 1 para todo t. Suponha inicialmente que 
exista c € S! — f([a, b]), considere um homeomorfismo h: (a, a+27) — St— {c} 
e defina 0 = h™" o f. Reduza o caso geral a este subdividindo o intervalo [a, b] 
em um número finito de subintervalos tais que em cada um deles f não seja 
sobrejetiva.] 


Capítulo III 


Funções Reais de n 
Variáveis 


1 Derivadas parciais 


Quando se estudam funções reais de n variáveis, isto é, definidas em 
subconjuntos do espaço R”, e se busca para essas funções uma noção de 
derivada que tenha propriedades análogas às da derivada de uma função 
definida num intervalo, a idéia que se apresenta mais naturalmente é a 
de “derivada parcial”, que exporemos agora. 

Para efeito de derivação, onde se compara o acréscimo f(a + h) — 
f(a) da função f com o acréscimo h dado ao ponto a, o domínio mais 
adequado para uma função é um subconjunto aberto U C R” pois, 
neste caso, dado a € U, tem-se ainda a + h € U para todo acréscimo 
suficientemente pequeno h. Seja, pois, f:U — R uma função real, 
definida num subconjunto aberto U C R”. Dado o ponto a E U, a 
i-ésima derivada parcial de f no ponto a (onde 1 < i < n) é o limite 


quando tal limite existe. Às vezes, usaremos também a notação ô; f (a). 


Observação: O símbolo 


; é ne of 
terá para nós o mesmo significado que da? 
Ti Yi 


of a 7. A (33 » sê 
—— , etc. O que importa num símbolo destes não é o “nome” da variável, 


Oz; , 
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que tanto pode ser x, como y ou z, etc. O importante é o índice i: trata- 
se da derivada de f em relação à sua i-ésima variável, seja qual for o 
sinal usado pra indicá-la. Estritamente falando, a melhor notação para 


a i-ésima derivada parcial é 0;f, mas continuaremos escrevendo = 
por respeito à tradição, pelo apelo estético e, principalmente, porque 
isto torna mais naturais certas fórmulas, como por exemplo a Regra da 
Cadeia. 

Quando U c R?, uma função f:U — R é o que se chama uma 
“função real de duas variáveis reais”. Escreve-se f(x,y) para indicar 
seu valor no ponto z = (x,y). Desta forma, as derivadas parciais de f 


ð 
num ponto c = (a,b) € U podem também ser representadas por Peo 
x£ 


e Lio, em vez de ga TAL Temos: 
of or fla+t,b)— f(a, b) 
TN Ee t ? 
of = fla,b+t) — f(a,b) 
Bu = mh t 


Analogamente, se U C Rº, uma função f: U — R é uma “função 
real de três variáveis reais”. Seu valor num ponto p = (x, y, z) se escreve 
f(x,y,z) e a pa parciais no ponto q = (a,b,c) podem ser 
escritas como a (q), a (q) e 5z (q). 

Voltando ao caso geral, seja f: U — R definida no aberto U C R”. 
Dados o ponto a € U e o inteiro i € [l,n], a imagem do caminho 
àA: R—> R”, A(t)= a+ tei, é o que se chama “a reta que passa por a 
e é paralela ao i-ésimo eixo”. (Note que A(0) = a.) Como U é aberto, 
existe € > 0 tal que —e < t < € > A(t) = a + te; EU. A iésima 
derivada parcial de f no ponto a é a derivada, no ponto t = 0, da função 


fo à: (—£,£) — R, ou seja, Da, (2) = (fo AV (0). Podemos dizer que f, 


K7 
quando restrita ao segmento de reta aberto J = (a — cei, a + €e;), torna- 


se uma função real, f(a + tei), da variável real t e (a) é a derivada 


dx; 
dessa função no ponto t = 0. 

Quando n = 2, o gráfico de f é uma superfície em Rº; a restrição de 
f ao segmento de reta que passa por c = (a,b) e é paralelo ao eixo das 
abcissas tem como gráfico a curva plana obtida nessa superfície fazendo 
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y constante, igual a b. Logo (0f/dx)(c) é a inclinação da reta tangente 
a esssa curva, no ponto (a,b, f(a,b)), relativamente ao plano horizontal. 

O cálculo prático da i-ésima derivada parcial de uma função real 
Ff(x1,...,%n) se faz considerando todas as variáveis como se fossem cons- 
tantes, exceto a i-ésima, e aplicando as regras usuais de derivação rela- 
tivamente a essa variável. 


z y=b 


(a,b) 


O comportamento da i-ésima derivada parcial ð f /dx; ao longo de um 
segmento de reta contido no domínio de f e paralelo ao i-ésimo eixo dá 
informações sobre o crescimento de f ao longo de tal segmento. Assim, 
por exemplo, se f: U — R está definida em U C R?, se o segmento de 
reta J = {(a,t);0 < t < 1), paralelo ao eixo dos y, está contido em U 
e, além disso (0f/0y)(z) > 0 para todo z € J, então f é crescente sobre 
J, istoé, 0<s<t<1= f(a,s)< Foi). 

Ainda nessa ordem de idéias, dizemos que uma função 
f: U — R não depende da i-ésima variável quando, dados a = (a1,..., 


Qi—1, Z, Qi+1;---;@n) € b = (a1,...,Qi—1,Y, Gi41,---,50n) em U, tem-se 
f(a) = f(b). Noutros termos, se a,b € U com b = a + te; então 
f(a) = f(b). 


Um conjunto U C R” diz-se i-convero quando a,b E€ U, b= a+ 
tei > ja, b] C U. 
A afirmação abaixo resulta das definições: Sejam U C R” um aberto 


i-convexo e f: U — R” uma função tal que Da, (2) = 0 para todox E€ U. 
Ti 


Então f é independente da i-ésima variável. 
Com efeito, se a,b E€ U, com b = a+ te; , então a função £: [0, t] > R, 


definida por E(s) = f(a + sei), possui derivada ¿'(s) = ÎI a +se)=0 
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para todo s € [0, t], logo é constante, e assim f(a) = €(0) = E(t) = f(b). 
No plano, diz-se horizontalmente, ou verticalmente, convexo, em vez 
de 1-convexo e 2-convexo, respectivamente. 


Exemplo 1. Seja X = [(x,0) € R?;x > 0} o semi-eixo positivo fe- 
chado das abscissas. O aberto U = R? — X é horizontalmente (mas não 
verticalmente) convexo. A função f: U — R, definida por f(x,y) = x? 
quando x > 0, y > 0e f(x,y) = 0 quando x < 0 ou y < 0, possui 


derivada parcial dy O em todos os pontos de U, mas f não é indepen- 


dente da segunda variável, y, pois se tomarmos x > 0, y > 0, teremos 
f(z,y) = 2? > 0 e f(x, —y) =0. 

Note-se que as derivadas parciais sozinhas não permitem conclusões 
sobre o comportamento “n-dimensional” da função. Por exemplo, a exis- 
tência de todas as derivadas parciais num ponto não implica a continui- 
dade da função nesse ponto, como veremos agora. 


Exemplo 2. Seja f: R? — R definida por f(x,y) = xy/(x? + y?) 
se £? +y? # 0e f(0,0) = 0. Se z = (x,y) não é a origem, temos 


aF) = W =ru + 9º)? e daf(z) = (2º — ay?) (a? 49º). Na 
origem, vale: 


Ds 
Ea 7 aii 
of a F(t) = (0,0) 

ðy (oaa t = 


Assim, f possui derivadas parciais em todos os pontos do plano. 
Entretanto, como vimos no Capítulo 1, f é descontínua na origem. [Se 
£? +y? £0, então f(x, ) = (x/y/ £2 + y2): (y/ y £2 + y?) = cos 0 - sen 0, 
onde 0 é o ângulo formado pelo semi-eixo positivo das abcissas e a semi- 
reta que passa na origem e contém o ponto (x,y). Ao longo de cada uma 
dessas semi-retas, f(x,y) tem valor constante, dependendo da semi-reta, 
logo não existe lim f(x,y) na origem.) 


2 Derivadas direcionais 


Vendo que as derivadas parciais, desacompanhadas de hipóteses adi- 
cionais, apenas fornecem informações sobre a função ao longo de retas 
paralelas aos eixos, tentamos estender a noção de derivada a outras 
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direções além dessas. Isto nos leva ao importante conceito de derivada 
direcional. 

Sejam f: U — R definida no aberto U C R”, aeUeveR?. A 
derivada direcional de f no ponto a, segundo o vetor v, é, por definição, 


o limite F to) — fla) 
; a+tv)—j(a 
Tog t 


quando tal limite existe. 
As derivadas parciais tornam-se casos particulares das derivadas di- 
recionais: 
of of 


a 


dr” de; 


(a) = derivada direcional de f no ponto a, 


segundo o vetor e;. 


A derivada direcional (0f/0v)(a) é a derivada, no ponto t = 0, da 
função composta foA: (—c,e) > R”, onde À: (—£,£) — R” é o caminho 
retilíneo, A(t) = a + tv, para o qual se tem A(0) = a e A' (t) = v para 
todo t. Aqui, £ > 0 é escolhido tão pequeno que a imagem de À esteja 
contida em U. 


fox 


A função f do Exemplo 2 possui as derivadas direcionais O; 0) para 
v = (0,0) ou v = (0,8), as quais são nulas. Se, porém, tomarmos 
v = (a, 8), com a £0 e 8 £ 0, veremos que não existe (0f/00)(0,0) 
pois 

of 1 ta- t8 f a-b 


o DD T 


e o último limite acima, evidentemente, não existe. 
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Ao contrário da maioria dos livros de Cálculo, em nossa definição 
de 9f/dv não supomos |v| = 1. Admitimos que v € R” seja um vetor 
arbitrário porque desejamos que ðf/ðv dependa linearmente de v. Ve- 
jamos se isto realmente ocorre. Em primeiro lugar, se 0 Æ a € R então 
existe Of/9(av) num ponto a € U se, e somente se, existe 0f/Ôv e, no 
caso afirmativo, temos 


of ( = tim (Ut tau) — f(a) = a. lim (Ut tou) — Fa) E 
O(av) t>0 t t>0 ta 
Ff 
so Du (3) 


Por outro lado, o exemplo abaixo mostra que a derivada direcional 
9f/dv pode existir em todos os pontos do domínio de f, segundo todos 
os vetores v € R”, sem que se tenha necessariamente 


of of of 
FOR = Du (3) + Du 0 


Exemplo 3. Seja g: R? —> R definida por 9(0,0) = 0 e g(x,y) = 
z2y/(x2 + y?) quando z? + y2 0. Um cálculo direto, a partir da 
definição, mostra que existem as derivadas direcionais dg/dv em todos 
os pontos de R2, segundo qualquer vetor v = (a, 8). Em particular, na 
origem, temos 


m IC tb) 028 


Jy 40» 0) = lim — = re 
Ra a Og g g 
Evidentemente, para a = (0,0) não vale Tera e = (a) + da (a). 


No 83, mostraremos que 0f/dv dependerá linearmente de v se f 
for “diferenciável”, uma hipótese mais restritiva do que simplesmente 
possuir derivadas direcionais. 

A função g do Exemplo 3 é contínua em todos os pontos do plano. 
Isto é claro em R? — {0}. Na origem, basta observar que g(x,y) = 
x - cos6 - send. (Veja Exemplo 2.) Logo dim, gln, 9)=0] 


Não é verdade, porém, que a existência das derivadas direcionais 


implique em continuidade, como veremos agora. 


Exemplo 4. Seja h: R? — R definida por h(0,0) = 0 e h(x,y) = 
viy/(xº + y?) se (x,y) # (0,0). Em R? — {0}, a função h é contínua. 
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Como, porém, h(x,xº) = 1/2 para todo x 0, vemos que h é des- 
contínua na origem. Examinemos as derivadas direcionais. Para todo 
v = (a, B) temos: 

oh h(ta, t/3) tta3 8 toêB 


ðv (0,0) o + 250 Fal + t3 82 250 tias + B? 


=0. 


Assim, todas as derivadas direcionais ðh /ðv na origem existem e depen- 
dem linearmente de v. O mesmo ocorre nos demais pontos c € R? — {0}, 


como se verifica mediante o cálculo elementar de Do (O) = €(0), onde 
Elt) = h(c+ tv). 

Outra propriedade desejável para um conceito adequado de derivada 
de uma função de n variáveis é que a composta de duas funções deriváveis 
seja ainda derivável. O próximo exemplo mostra uma função contínua 
p: Rê — R, tal que (3y/ðv)(z) existe para todo z e todo v, depende 
linearmente de v, mas py o À não é diferenciável para um certo caminho 
diferenciável À. 


Exemplo 5. Definamos q: R? — R pondo y(x, y) = xr’y/ (x4 F y?) se 
(x,y) + (0,0) e (0,0) = 0. Fora da origem, temos 


r? yY 1 +1 
T s = U . š 
Vrt +y? ytty? vil +y2/24 y/xt/y2 +1 


logo lim qo(x, y) = 0. Assim, y é contínua. Além disso, para todo 
Ly 


(x,y) = 


v = (a, 8), temos 


ð ta,t . ta 

"Pamm ca a; 

ðv 50 ë t t50 Bal + p? 
Portanto existem na origem, e dependem linearmente de v, todas as 
derivadas direcionais d/ôv. Nos demais pontos c € R2— {0} chega-se à 


ð 
mesma conclusão calculando-se (o = €'(0), com E(t) = (c+ tv), por 


meio das regras elementares de derivação. Entretanto, se considerarmos 
o caminho à: R — R?, definido por A(t) = (t,t? sen 1/t), A(O) = (0,0), 
veremos que À é diferenciável e não existe a derivada ( o AY (0). Com 
efeito, seria 


plt, t? sen1/t) sen 1/t 


/ = tim CC = E, 
(p o A) (0) a t t0 1 + sen? e 
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mas o último limite não existe. 

A hipótese da existência de derivadas direcionais, embora fraca, não 
é inteiramente inócua. Ela permite demonstrar o Teorema do Valor 
Médio, o qual, para funções reais de n variáveis, é verdadeiro sob a 
forma de igualdade, como no caso de uma só variável. 


Teorema do Valor Médio. Seja f: U — R definida no aberto U C R”. 
Suponhamos que o segmento de reta [a,a + v] esteja contido em U, que 
a restrição flla,a +v] seja contínua e que exista a derivada direcional 


Do © segundo v, em todo ponto x € (a,a + v). Então existe 0 € (0,1) 
o 

tal que f(a +v) — fla) = E + 0v). 

Demonstração: Definamos a função £: [0,1] > R pondo E(t) = f(a + 
tv). Pelas hipóteses feitas sobre f, € é contínua em [0,1] e derivável 
em (0,1). Pelo Teorema do Valor Médio para funções de uma variável 
real, existe 8 € (0,1) tal que &(1) — €(0) = €'(0). Mas &(1) = fla + v), 
&(0) = f(a) e 


E(O + t) — E(0) fa + (90 +t)v) — f(a + 0v) 


E (0) = lim = lim = 
t=>0 t t=>0 t 
= lim Hattori) — f(a + 8v) a al 00), 
> v 


o que demonstra o teorema. 


Observação: A existência de ð f /ðv em todo ponto de (a, a+v) assegura 
apenas a continuidade de f|(a,a +v) mas não de f|[a,a + v]. 


Corolário. Seja U C R” aberto e conezo. Se f: U — R possui deriva- 


das direcionais em todo ponto x € U e (x) = 0 para qualquer vetor 


ðv 
v, então f é constante. 

Com efeito, fixemos a € U. A existência de ðf/ðv garante a con- 
tinuidade da restrição fl|[a,b] para todo segmento de reta [a,b] contido 
em U. Resulta então do Teorema do Valor Médio que [a,b] C U im- 
plica f(b) = f(a). Ora, qualquer ponto x € U pode (em virtude da 
conexidade do aberto U) ser ligado ao ponto a por uma poligonal con- 
tida em U, com vértices ao = a, đ@1,...,@ķ = x. Temos sucessivamente 
fla) = f(a) =- -- = f(x). Logo f(x) = f(a) para todo x € U, donde 
f é constante. 
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3 Funções diferenciáveis 


A noção de função diferenciável, que apresentaremos agora, é devida 
a Fréchet e Stolz. Ela constitui, para funções de n variáveis, a extensão 
adequada do conceito de função derivável de uma só variável. 

Dada f: U — R, com U C R”, seja a € U. Diremos que a função f 


é diferenciável no ponto a quando existirem constantes Aj,..., A, tais 
que, para todo vetor v = (a1, ...,@n) ER”, com a +v E€ U, se tenha 
co r(v) 
fl(a+v)= fla) + A -a1 +: + An: an +r(v), onde a = 0. 
vv 


Quando f é diferenciável em todos os pontos de U, dizemos simples- 
mente que f é diferenciável. 
Se f é diferenciável no ponto a então, tomando v = te; , temos a; = 0 
sejtiea;=t. Logo 
r(tei) 


Hatte)-Ha) y, = 4, 4 Ee 
E 


Fazendo t — 0, vemos que existe cada derivada parcial de f no ponto 


a, sendo (a) = A;. A definição abaixo é, portanto, equivalente à 
Ti 
anterior. 


Diremos que a função f: U — R é diferenciável no ponto a € U 


quando existirem as derivadas parciais da, (> Rr (a) e, além disso, 
zı 


“Ox, 
para todo vetor v = (014,...,an) tal que a +v EU, tivermos 
fla + v) = fla) + Sia) an ++ SL (a) can + r(o) 
onde lim no =; 
v>0 E 


Na igualdade acima, o “resto”r(v) é definido como sendo igual a 
fla + v) — f(a) — H(0f/dx;)(a) - aj. Esta definição pode ser dada 
para qualquer função que possua derivadas parciais. A essência da de- 
finição de diferenciabilidade é que, tomando r(v) desta maneira, tem-se 


e PAU / paps : : : 
lim = = 0. Esta é a condição crucial, que deve ser verificada (di- 
v> v 

reta ou indiretamente) sempre que quisermos provar que uma função é 


diferenciável. 
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De lim (r(v)/Jol) = 0, concluimos que lim r(v) = 0 pois r(v) = 
vu v— 
(r(v)/lulv). Daí resulta que toda função diferenciável num ponto é 
contínua nesse ponto. Com efeito, para v = (a;,...,Qn), temos 
o 
lim[f(a +v) — f(a)] = lim |£ 5 


v—>0 v—>0 Ti 


(aja; + r(v)| = 0. 


A condição lim (r(v)/ jul) = 0 significa, entretanto, mais do que 
U= 


r(v) — 0; ela quer dizer que r(v) tende a zero mais rapidamente do que 
v, isto é, para valores de v suficientemente próximos de zero, a norma 
de r(v) é uma fração arbitrariamente pequena da norma de v. Às ve- 
zes, isto se exprime dizendo-se que r(v) é um infinitésimo de ordem 
superior a v. Assim, f é diferenciável no ponto a quando o acréscimo 


ð 
fla + v) — f(a) é igual a uma função linear de v, X di - Q;, mais 


Oz; 


um resto infinitamente pequeno em relação a v. 
Note que a validez da afirmação lim (r(v) /lv|) = O independe da 
v> 


norma adotada em R”. 

Em certas ocasiões, é preferível usar, em vez de r(v), a função p = 
p(v), definida para os valores de v tais que a+v € U, do seguinte modo: 
plv) = r(v)/|jv| se v £ 0 e p(0) = 0. Então, a função f é diferenciável 
no ponto a € U se, e somente se, possui derivadas parciais nesse ponto 
e, para todo v = (01,...,0n) E€ R” tal que a +v € U, vale 


fatu)= DES BETA )- a; + p(v) - |v|, onde lim p(v) = 0. 


Assim, f é diferenciável no ponto a se, e somente se, a função real 
p = p(v), definida pela igualdade acima (se v £ 0) e por p(0) = 0, é 
contínua no ponto v = 0. 

Para funções f: I — R, definidas num intervalo aberto I C R, 
diferenciabilidade é o mesmo que derivabilidade, pois de f(a + t) = 
fla) + A-t+ plt| se tira 
Ha +t) — Fla) 


== “E A 
pP f ; 


logo lim p = 0 se, e somente se, A = f'(a). 
Seja f: U — R diferenciável no ponto a € U. Já vimos que f é 
contínua e possui derivadas parciais nesse ponto. Mostraremos agora que 
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f admite derivada direcional segundo qualquer vetor v = (01,...,0n), 
e vale a fórmula 

of of of 

pela) = sela) car ++ Ela) «am 


Com efeito, para todo t suficientemente pequeno, temos a + tv € 
U. Pela definição de diferenciabilidade, (as derivadas parciais sendo 
consideradas no ponto a) temos: 


donde 


“a; + p(tv) - |w]. 


Como lim p(tv) = 0, segue-se a fórmula enunciada. 


Resulta da expressão 0f/dv = X(0f/dx;)a; que se f é diferenciável 
num ponto então a derivada direcional 9f/Ôv, nesse ponto, depende 
linearmente de v, isto é, não somente se tem 09f/9(av) = a(ð f/v) 
como também 0 f/9(v + w) = Of/dv + OFf/dw. 


Uma propriedade relevante das funções diferenciáveis é dada pela 


Regra da Cadeia. SejamU CR”, VCR” abertos, f = (fi,...,fn): 
U — R” tal que f(U) C V e cada função coordenada fk: U >R é 
diferenciável no ponto a E€ U. Seja ainda g: V — R uma função dife- 
renciável no ponto b = f(a). Então a função composta go f: U >R é 
diferenciável no ponto a e suas derivadas parciais são 


Oxi = Oyk Ox; 
Demonstração: Seja Uo o conjunto dos vetores v= (01,...,àm) E R” 
tais que a +v € U. Para v € Uo e k = 1,...,n, temos 
— O fk 
(1) fula+v) -ai + pk: ol. 
i=1 dx; 


onde cada pr = pk(v) é uma função definida em Uo , contínua no ponto 
0, que se anula quando v = 0. [Acima, e no que se segue, as deri- 
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vadas O f:/Ox; e dg/ÔOyr são consideradas nos pontos a e b respectiva- 
mente.) Consideremos a aplicação w = (81,...,8n): Uo — R”, contínua 
no ponto 0, cujas funções-coordenada são definidas por 


m 


ð 
(2) Bo) = 55 SE -ai pe- o 


i=1 e 


Adotando, por exemplo, a norma da soma, temos |a;|/|v| < 1 se v Æ 0, 
logo cada |3,.|/|v|, e portanto a função [w|/|v|, é limitada numa vizinhan- 
ça do ponto v = 0. Escrevendo gf em vez de go f, podemos afirmar, 
em virtude de (1), (2) e da diferenciabilidade de g no ponto b = f(a), 
que, para todo v € Uo , vale: 


gf(a +v) = g(b + w) = g(b Do -Bk +0- |w], 
k=l 


onde o = o(v) é uma função real contínua no ponto 0, que se anula no 
ponto v = 0 (pois w também se anula nesse ponto). Usando a definição 
de Bk , obtemos 


n m ð 
usaremos Ee 


-ai + prjul| +o-jw| = 


1=1 
dg fk dg 
de 4,= 3) 2. e 
onde e Oy: Ox; a) Pk [v] +otwl 
Daí 
R Dog ul 
jo => a RTO: To 


Quando v tende a zero, sabemos que cada função pp tende a zero, que o 
quociente é limitado e que lim o = 0. Segue-se que lim (R/|ju|)= 
v> v— 


O. Isto mostra que g o f é diferenciável no ponto a e suas derivadas 
parciais são os números 4;. 


Observação: A notação clássica do Cálculo Diferencial, às vezes impre- 
cisa porém bastante sugestiva, além de compatível com a prática (então 


2 


universal) de enfatizar grandezas (“y é uma função de x”) em vez de 
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aplicações (“f leva x em y”), seria a seguinte, para a Regra da Cadeia: 
os pontos de U seriam escritos como “x”e os de V como “y”: as funções 
fk seriam escritas como yp [= yk(x)|. A derivada (g o f)/0x; seria a 
“derivada de g em relação à variável x;”, indicada com 0g/0x;. A Regra 


da Cadeia seria então: 


Og dg Oy 
dx; 2 ðyk Oxi 


Não se pode negar a elegância nostálgica desta fórmula. Ela, porém, 
se acha demasiadamente comprometida com sistemas de coordenadas, 
para o gosto atual. No Capítulo 5, apresentaremos a versão intrínseca 
da Regra da Cadeia, cujo significado independe de coordenadas. 


Corolário 1. Se f: U — R é diferenciável no ponto b e se A: (a—e,a-+ 
E€) — U C R” é um caminho diferenciável no ponto a, com A(a) = b e 
A(t) = (A1 (t), ..-, An(t)), então a função composta fo: (a—c,a+£) > 
R é diferenciável no ponto a, e tem-se 


oaa) = 55 EON) 
Hi 
Se escrevermos A(t) = (x1(t),..., &n(t)) então 


d 
Indicando com a a derivada da função composta 


to FA) = Hat), En(t)), 


a Regra da Cadeia assume a forma clássica 


Corolário 2. Sejam U C R” um conjunto aberto, f: U — R dife- 
renciável no ponto a, com f(U) C I, g: I — R diferenciável no ponto 
b = f(a). Então go f: U >R é diferenciável no ponto a e, para cada 


i=1,...,n vale 5 J 
oc Da) = g): Sa) 
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Decorre da Regra da Cadeia que, se f: U — R é diferenciável no 


ponto a € U, ao calcularmos a derivada direcional SL (a) = (fo A(O), 


não é necessário tomar A(t) = a + tv. Em vez de nos restringirmos a um 
caminho retilíneo, podemos considerar qualquer caminho À: (—€,£) > 
U, diferenciável no ponto a, com A(0) = a e X' (0) = v = (01,...,0n) € 
teremos ainda 


E (a) = (Fo VO) = tg LAO, 


t50 t 


Com efeito, pela Regra da Cadeia, 


(030) = 2 5(a) -X(0) = 


E a 


Revejamos agora os Exemplos 2, 3, 4 e 5 à luz da definição de dife- 
renciabilidade. As funções que examinamos foram as seguintes: 


f: R? = b) (£; 


g 
h: R? >R, h(x, 
p 
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MA 
Ma, 
D L = 


Gráfico de f. 
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Gráfico de g. 
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Nenhuma dessas funções é diferenciável na origem de R?: f porque 
não é contínua nem possui derivada direcional segundo todo vetor; g 
porque, embora sendo contínua e existindo 0g/ôdv(0,0) segundo todo 
vetor v € R?, esta derivada não depende linearmente de v; h possui 
derivadas direcionais dh/Ôv, que dependem linearmente de v, mas não 
é contínua na origem; finalmente, y é contínua em todo o plano, admite 
em todos os pontos do plano derivadas direcionais dy /dv que dependem 
linearmente de v, mas contraria a Regra da Cadeia porque, considerando 
o caminho A(t) = (t, t? sen 1/t), a composta yoà : R — R não é derivável 
no ponto t = 0. 

Estas são razões indiretas pelas quais as quatro funções acima não 
são diferenciáveis. A razão real é que, embora cada uma delas possua 
derivadas parciais na origem, elas não cumprem a condição 


e 1 of of o 
oo ago Vara [o a; o ay TO 


onde as derivadas parciais são tomadas no ponto (0,0). Acima, 


y a? + 82 = |v| é a norma euclidiana do vetor v = (a, 8). 
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Gráfico de h. 
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Gráfico de q. 


Exemplo 6. Uma função complexa f: U — C, definida num aberto 
U C C, diz-se derivável no ponto z = x + iy € U quando existe o limite 


im E+- FO) 


=Å 
H>0 H f 


o quociente acima sendo tomado no sentido dos números complexos. O 
número complexo A = f'(z) chama-se a derivada da função complexa f 
no ponto z. A derivabilidade de f no ponto z = x + iy equivale a dizer 
que 


f+H)= f(z) +A- H +r(H), onde lim A m 


Sejam A =a +ib, H = h+ik er = ri +ir2. Então f é derivável no 
ponto z = x + iy se, e somente se, 


0. 


(9 f(e+H) = f(z)+ (ah — bk) + i(bh+ak) + m(H) +%-ro(H), 


onde lim alto = lim ra(H) 
H>0 |H| H—>0 |H| 
Sejam u,v: U > R as partes real e imaginária de f, ou seja f(z) = 
u(z) + iv(z). Separando a parte real e a parte imaginária na igualdade 
(*) acima, obtemos 


= 0. 


u(x + h,y + k) = u(x,y) +ah — bk + rh, k), 
rı(h, k) 


onde —— — 
hk>0 Vh2 + k2 


, 


v(x +h, y+ k) = v(z,y)+bh + ak + rə(h, k), 
h,k 
onde lim Paad = 0 
hk>0 /h2 + k2 
Assim, se a função complexa f = u+iv é derivável no ponto z = z+iv 
então sua parte real u e sua parte imaginária v são diferenciáveis no 


; Ou dv 
ponto (x,y) e, além disso, cumprem as condições — = =(= a), 
dz Oy 
ðu dv - ` 
u (= —b) nesse ponto. Estas são as chamadas equações de 
y z 


Cauchy-Riemann. 
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Reciprocamente, se u,v: U — R são funções diferenciáveis no ponto 
z = (x,y) e satisfazem nesse ponto as equações de Cauchy-Riemann 
du/dx = ðv/ðy e du/dy = —Ov/dx, então podemos reverter cada passo 
do argumento anterior e concluir que a função complexa f = u + iv 
possui, no ponto z = x + iy, uma derivada complexa f'(z), com f'(z) = 
du ðu Ov „ðv 
oz “By “Oy "or 

A função complexa f: U — C diz-se holomorfa quando possui deri- 
vada f'(z) em todos os pontos do aberto U. 

Uma função real f: U — R, definida no aberto U C R”, diz-se de 
classe Ct quando existem, em cada ponto x € U, as derivadas parciais 


es st, U — R, assim definidas, são 


n 
contínuas. Mais geralmente, diremos que uma função f: U > R é de 
classe C! quando ela possuir derivadas parciais em todos os pontos de 


T of : U — R forem de classe C%7!. Aqui, k é 
xı ðr 


um inteiro > 0. Para completar a definição indutiva, diremos que uma 
função f: U — R é de classe C? quando ela for contínua. Usaremos 
a notação f € OF. Escreveremos também f € C%, e diremos que f 
é de classe C®, quando f € CF para todo k > 0. Evidentemente 
C? > CD-D OF D.. D CS, sendo todas estas inclusões estritas. 
(Veja Vol. 1, pág. 278.) 


(x) e as n funções 


U e as funções 


Teorema 1. Se uma função f: U — R possui derivadas parciais em 
todos os pontos do aberto U C R” e cada uma delas é contínua no ponto 
c, então f é diferenciável no ponto c. 

Demonstração: Por simplicidade, consideraremos o caso n = 2. A 
situação geral se trata de modo análogo, apenas com notação mais com- 
plicada. Fixemos c = (a,b) € U e tomemos v = (h, k) tal que c+v € U. 
Seja 


r(v)=r(h,k)= fla+h, b+k)- f(a, b) = sr aa 


onde as derivadas são calculadas no ponto c = (a,b). Podemos escrever: 


r(v) = f(a +h, btk) = Ha, b+) + fla, b+ k) flab) — SL -Hp 


Pelo Teorema do Valor Médio para funções reais de uma variável real, 
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existem 01,02 € [0,1] tais que 


ro) = Sela + Bah, bh) ch SE (asb + Oak) k- L. A 
Logo 
r) [Of sa ee 
of of E 
+ [Zab n- a] ep 


Ora, h/vh2 +k? e k/v'h? + k? estão, em valor absoluto, compreendi- 
dos entre O e 1. A continuidade das derivadas parciais nos dá então 
lim[r(v)/lv|] = 0, logo f é diferenciável. 

VU 


Corolário 1. Toda função de classe C! é diferenciável. 


Observação: Escrevendo 


of 


r(v) = f(a+h,b+k)— f(a,b+ k) de Hf(a,b+k) — f(a,b) 


vemos que existe 0 € (0,1) tal que 


Do) [f EE 
o] = H +0h, b+ k) da ) Fo 
fla,b+k)— f(a,b) Of k 

+ k 29159] jo 


Como h/l|v| e k/|v| têm valor absoluto menor do que um, a primeira 
parcela da soma acima tem limite zero quando |v| — 0, desde que ð f /3x 
seja contínua no ponto (a,b). A segunda parcela também tem limite 
zero, em virtude da definição de derivada, sem que seja preciso supor 
9f/0y contínua. Assim, para que uma função f, de duas variáveis, seja 
diferenciável num ponto, é suficiente que ôf /ðx exista numa vizinhança 
do ponto e seja contínua no ponto, e que ôf /ðy apenas exista no ponto 
em questão. Para funções de n variáveis, a diferenciabilidade num ponto 
é assegurada quando n — 1 das suas derivadas parciais são contínuas no 
ponto e a derivada parcial restante apenas existe ali. 


Exemplo 7. Um polinômio em duas variáveis é uma função p: R? > R, 
do tipo p(x, y) = Daija!y!. Todo polinômio é evidentemente uma função 
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contínua e possui derivadas parciais Op/dx = Diana ly) , p/ðy = 
3 jaijzty —1, Tais derivadas são ainda polinômios e portanto são funções 
contínuas em R. Logo todo polinômio p: R? —> R é uma função de 
classe C1. Então as derivadas de p, sendo polinômios, são de classe 
C1, portanto p € C?. Repetindo o mesmo argumento, concluimos 
que p € C* para todo k, logo todo polinômio é, na realidade, uma 
função de classe C%. Afirmações semelhantes podem ser feitas sobre 
um polinômio a n variáveis, que é uma função p: R” — R, do tipo 
p(x) = Ean inti.. air. 

A soma f +g, o produto f-g e o quociente f/g (se g(x) £ O para 
todo x no domínio de g) de funções f,g: U — R, de classe C*, são ainda 
funções de classe C*. 


Exemplo 8. Como exemplo de função diferenciável que não é de classe 
C1, tomemos f: R —> R, com f(x) =x? -sen(l/x) sex #0, e f(0) = 0, 
lembrando que, para funções de uma variável, diferenciabilidade é o 
mesmo que existência da derivada. 


Exemplo 9. O produto interno f: R™ x R” —> R, f(x,y) = ÈE ztiyi, 
sendo um polinômo em 2m variáveis, é uma função de classe C%. Tam- 
bém é de classe CS a função g: R"=R, g(x) = |x|? = £ x?, por ser ainda 
um polinômio, em n variáveis. Pela Regra da Cadeia, a norma euclidiana 
h: R” > R, h(x) = |z| = ,/La?, é de classe Cº quando restrita a 


R” —{0}. Na origem, a norma euclidiana não é diferenciável; nem sequer 


oh, oh 
existem as derivadas parciais: 5 (0*)=1e da, (07) = —1. (Derivadas 


Ti 
parciais laterais diferentes.) Quanto às normas que não provêm de um 
produto interno, elas podem não ser diferenciáveis mesmo em pontos 


x #0. Por exemplo, seja £: R? — R a norma da soma, €(x, y) = |x|+|y]. 


Nos pontos (x,0) não existe dy € DOS pontos (0,y) não existe dz 
y z 

Para concluir, registremos um importante corolário do Teorema 1 (e 

da Regra da Cadeia), segundo o qual g o f € OF desde que g € C® e 


cada função coordenada de f também seja de classe C*. 


Corolário 2. Sejam U CR”, VCR” abertos, f = (fi, ..-, fn): U > 
R” tal que f(U) C V e cada função coordenada fj: U — R é de classe 
C*. Seja ainda g: V —> R uma função de classe C*. Então a função 
composta go f: U >R é de classe C*. 


Com efeito, pelo Corolário 1, g e cada fj são diferenciáveis. (Estamos 
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supondo k > 1 pois o Corolário 2 é trivial se k = 0.) Podemos então 
aplicar a Regra da Cadeia, segundo a qual, para todo i = 1,..., mM, e 
todo z EU: 

algo f) + ôg of; 

E Tea LT) = 3 — Fa) (2), 
A 


ou seja, vale a igualdade de funções 


(go, —/0g ðf; 
om a a 


j=1 


Suponhamos, por indução, que o Corolário 2 foi provado para classe 

C*-1. Então, para cada j = 1,...,n, a função composta o f é 
o w 

de classe C*-!, o mesmo ocorrendo com au para todo i, já que f € 


z 


(A 
C*. Como o produto de funções de classe C%7! é ainda desta classe, 
cada parcela da soma acima é de classe C*-!. donde a soma também é. 
Assim, todas as derivadas parciais de go f são de classe C*-! portanto 
gofect. 


4 A diferencial de uma função 


A derivada de um caminho f:R — R” é um vetor. Na situação 
dual, o papel de derivada de uma função f: R” — R é desempenhado 
por um funcional linear, conforme mostraremos agora. 

Seja f: U — R definida no aberto U C R”, diferenciável no ponto 
a E U. A diferencial de f no ponto a é o funcional linear df (a): R” >R, 
cujo valor no vetor v = (01,...,Qn) é dado por 


Como toda transformação linear R” — R, o funcional linear df(a) 
possui uma matriz 1 x n em relação à base canônica de R”. Se identifi- 
carmos o funcional com sua matriz, teremos 


df(a) = (a(o), o) 
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Quando f: U — R é diferenciável em todo ponto de U, obtemos uma 
aplicação df: U > (R")* = L(R”; R), que associa a cada ponto x € U o 
funcional df (x), cuja matriz é 


(it) sito) 


A aplicação df é contínua se, e somente se, cada uma das suas funções 


coordenadas =—— : U —> R é contínua, isto é, se, e somente se, f é de 


Oz; 
classe C1. 

É comum indicar-se, em Análise, a base canônica de (R”)*, com 
(dxz1,..., d£n), logo dz; -v = a; se v = (03,...,0n). O motivo desta 
notação é o seguinte: como a i-ésima projeção m;i: R” — R assume, em 
cada ponto x = (71,...,%n) ER” o valor mi;(x) = xi, escreve-se x; em 
vez de 7;. Calculando, de modo óbvio, a diferencial da i-ésima projeção 
xi: R” > R, obtemos dx;(a)-v = a; em todo ponto a € R”. Escrevendo 
dx; -v em vez de a;, a definição da diferencial fica 


df (a) : v = bo Da, © - dzi- v. 
— Ox; 


l 


Como esta igualdade vale para cada v € R”, temos 


Isto significa que o funcional linear df (a) se exprime como combinação 
linear dos funcionais dx;, sendo (0f/dx;)(a) os coeficientes da com- 
binação. Finalmente, a igualdade acima valendo para todo ponto a E U, 
podemos escrever 


df =D aa, Mi 
1=1 


A expressão formal da regra da cadeia (no caso R > R” > R) 
diz que, se cada coordenada x; é função de um parâmetro real t então 
podemos “dividir ambos os membros da igualdade acima por dt”e obter 
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Todo funcional linear y: R” > R é diferenciável e, para todo q € R”, 
dp(x) = ọ (isto é, do(x) -v = py -v). Com efeito, temos y(x) = cx + 


o 
TZ ci. Portanto dy(xz)-v = X ELA = Lis qu: 


Teorema 2. Sejam f,g:U >R diferenciáveis no ponto a EU. Então: 


-+ -+Cn £n , logo 


1) f +g: U >R é diferenciável e d(f + g) = df + dg; 
2) f- g: U — R é diferenciável e d(f -g) = f-dg+g- df; 


3) Se g(x) £0 para todo x € U, então f/g: U >R é diferenciável e 
df/9) = (g -df — f - dg)/9°. 


Demonstração: As funções s,m: R? —> R, q: R x (R- {0} > R, 
definidas por s(x, y) = x+y, m(xz,y) =x- y e qlz,y) = x/y, são de 
classe C%, logo diferenciáveis. A aplicação F: U — R?, definida por 
F(x) = (f(x), g(x)), tem coordenadas diferenciáveis. Como f +g = 
soF, f.g=moF,ef/g=qºoF, a Regra da Cadeia assegura a 
diferenciabilidade de f +g, f-ge f/g. Além disso, temos 


ð of Og 

zi (f Ox; e Ox; , 

ð 3g of 

da; (9) dm E EA e 

O (FN _ g:9Ff/dx—f-0g/dx. 
dra) g? 


Daí resultam as fórmulas enunciadas para as diferenciais. 


O Teorema do Valor Médio, demonstrado no §2 para funções que 
admitem derivadas direcionais ao longo de um segmento, assume, para 
funções diferenciáveis, a forma abaixo, que decorre da anterior (bem 
como seu primeiro corolário): 


Teorema do Valor Médio. Seja f: U — R diferenciável em todos os 
pontos do segmento de reta aberto (a,a+v) e seja contínua sua restrição 
ao segmento fechado [a,a+v) C U C R”. Existe 0 € (0,1) tal que 


Ha +) = f(a) = dla +60) -v = Y SEa + 00) oi, 
i=1 


onde v = (@1,..., Qn). 
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Corolário 1. Seja U CR” aberto e conexo. Se f: U — R é diferen- 


x» ditas a DI dia DRA o 
ciável e df(x) = O (isto é, E e (x) = 0) para todo x € U 


então f é constante. 


Corolário 2. Sejam U C R” um aberto convexo e f: U > R uma 
função diferenciável. Se |df(x)| < M para todo x E U então, para 
quaisquer x,y E U, temos |f(x) — F(y)|<M -|x— uy. 

Ou seja, num aberto convexo, toda função que possui diferencial 
limitada é Lipschitziana. No Corolário 2, |df (x)| é a norma do funcional 


o 
df (x): R” > R, isto é, o maior dos números T , para todo v € R”, 


Ou 


|u| = 1. Se tomarmos em R” a norma euclidiana, ou a norma da soma, ou 
a norma do máximo, então |df(ax:)| assume, respectivamente, os valores 


2 
w) , máx - 


-M 
ps 
IS 


Exemplo 10. Quando V não é convexo, uma função g: V > R pode ter 
diferencial limitada em V e não ser Lipschitziana. Por exemplo, sejam 
f eU como no Exemplo 1 e tomemos V = {z € U;|z| < 2}, g=fI|V. 
Então |dg(z)| < 4 para todo z € V mas g não é Lipschitziana pois, para 
todo £ > 0 temos |g(1,£)—g(1,—£)| = 1 enquanto |(1,£)— (1, —£)| = 2e. 

Uma conseqüência do Corolário 2 acima é que se f: U > R é di- 
ferenciável e suas derivadas parciais são limitadas no aberto convexo 
U C R”, então f é uniformemente contínua em U. Em particular, f é a 
restrição de uma função (uniformemente) contínua g: U — R. (Veja o 
Corolário do Teorema 14, Capítulo 1.) 


5 O gradiente de uma função diferenciável 


O produto interno natural induz um isomorfismo entre R” e seu dual 
(R”)*. Tal isomorfismo faz corresponder a cada vetor v € R” o funcional 


v* € (R")* com v*(x) = (v,x) para todo x € R”. Se v = (04,...,0n) 
então v*(e1) = @1,...,U* (en) = qn, logo a matriz de v* em relação 
à base canônica de R” é (a1,...,an). A existência deste isomorfismo é 


responsável pelo fato de que no Cálculo Vetorial clássico (e portanto na 
Geometria e na Física tradicionais) não ocorrem funcionais lineares: em 
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vez de um funcional, toma-se o produto interno (v, x) de um vetor fixo v 
por um vetor variável x. A própria expressão p(x) = xy +:--+ChXn, 
que dá o valor do funcional y no vetor x = (x1,...,%n), já indica isso: 
p(x) é o produto interno de x pelo vetor v = (c1,...,Cn), OU seja, Y = v*. 


Dada a função diferenciável f: U — R, definida no aberto U C R”, 
definiremos o gradiente de f no ponto a € U como o vetor grad f(a), que 
corresponde ao funcional df(a) segundo o isomorfismo acima descrito. 
Isto significa, por definição, que: 


o 


(grad f(a), v) = lo) = dfo) v= = SÉ 


(a) -ai 


para todo v = (@1,..., Qn). 


Em particular ( grad f(a),e;) = a! (a), logo 
Ti 


grad f(a) = (Zo, a Sea) | 


Se usarmos apenas bases ortonormais em R”, as coordenadas do ve- 
tor grad f(a) em relação à base (ey,...,en) são as mesmas que as do fun- 
cional df(a) com respeito à base dual (dz1,..., d£n). Nestas condições, 
o gradiente se torna praticamente indistinguivel da diferencial. Noutros 
contextos (como em Geometria Riemanniana), as duas noções são bem 
distintas. Mesmo no espaço euclidiano, o gradiente, por ser um vetor, 
apresenta aspectos geométricos muito convenientes para dar informações 
a respeito do comportamento da função, como vemos a seguir. 

Destacaremos as três propriedades mais importantes do gradiente de 
uma função diferenciável f. Nesta discussão, fixaremos um ponto a e 
suporemos que grad f(a) £ 0. Então: 


1º) O gradiente aponta para uma direção segundo a qual a função f 
é crescente; 


2º) Dentre todas as direções ao longo das quais a função f cresce, a 
direção do gradiente é a de crescimento mais rápido; 


3º) O gradiente de f no ponto a é perpendicular à superfície de nível 
de f que passa por esse ponto. 
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Expliquemos essas afirmações. 
Em primeiro lugar, se w = grad f(a) então 
SL (a) = (grad f(a), w) = | grad fla) > 0. 

Isto significa que se A: (-2,e) > U é um caminho diferenciável, com 
valores no domínio U da função f, tal que A(0) = a e A(0) = grad f (a), 
então a função real t > f(A(t)) possui derivada positiva no ponto t = 0. 
Se supusermos f e À de classe C!, então a derivada de f o À será ainda 
positiva em todos os pontos de um intervalo aberto de centro 0, isto é, 
se tomarmos £ > 0 suficientemente pequeno então fo A: (-s,e) > R 
será uma função crescente. Isto é o que significa afirmar que “f cresce 


na direção do gradiente”. Evidentemente, não se tem ~> (a) > 0 apenas 


ðv 


quando v = grad f(a). Como SL (a) = (grad f(a),v), os vetores v que 


apontam para direções ao longo das quais a função cresce são aqueles 
que formam um ângulo agudo com grad f(a), isto é, tais que o produto 
interno ( grad f(a), v) é positivo. O que distingue o gradiente é o fato de 
que em sua direção o crescimento de f é mais rápido do que nas outras. 


gradf(a) 


f © é crescente 
Isto quer dizer o seguinte: se v for um vetor tal que |v| = | grad f(a)| 


então 
of of 
dot) S grgrad Fa) (2 


Com efeito, pela desigualdade de Schwarz: 
fô) 
Í (a) = (grad f(a), v) < | grad f(a)] lol = 


ðv 
= ra a 2 = a é a 
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Finalmente, esclareçamos a terceira das afirmações acima. 

Dada f: U — R, diferenciável no aberto, U C R”, e dado um número 
real c, diz-se que o ponto x € U está no nível c, ou tem nível c, rela- 
tivamente a f, quando f(x) = c. Fixado c, o conjunto dos pontos de 
U que estão no nível c é a imagem inversa f-!(c), a qual é chamada 
a superfície de nível c da função f. Quando n = 2, f-!(c) chama-se 
a curva de nível c de f. Convém, de início, chamar a atenção para o 
fato de que a imagem inversa f”!(c) às vezes não tem aspecto de curva 
ou superfície. (Por exemplo, f: R? — R pode ser constante, igual a c, 
num conjunto que contenha uma bola.) Melhor seria chamar f!(c) de 
“conjunto de nível”. Mas a terminologia está consagrada e se justifica 
devido a f”!(c) ser mesmo uma superfície (ou uma curva) sempre que 
grad f(x) £ O para todo x com f(x) = c, conforme provaremos adiante, 
com ajuda do teorema da função implícita. 

Dizer que um vetor w é perpendicular à superfície (ou curva) de nível 
f”*(c) no ponto a significa que w é perpendicular ao vetor velocidade, 
no ponto a, de qualquer caminho diferenciável no ponto t = 0, com 
A(0) = ae A(t) € fT} (c), isto é, f(A(t)) = c, para todo t € (—£,£). Com 
efeito, desta última igualdade segue-se que 


0= (f 0V0) =) ŽL (a) -X(0) = (grad f(a), X (0), 
i=1 0" 


logo grad f(a) é perpendicular a X(0), vetor velocidade no ponto a = 
A(0) de qualquer caminho diferenciável À, contido na superfície de nível 
de f que contém a. 

Isto conlui a verificação das três propriedades do gradiente acima 
enunciadas. Vejamos agora alguns exemplos simples. 


Exemplo 11. Sejam f,9,h: R? — R definidas por f(x,y) = ax + by 
(onde a? +b? £ 0), glz, y) = £? +y? e h(x,y) = z? — y?. As curvas de 
nível de f são a retas definidas pelas equações ax +by = c, para qualquer 
c real. O vetor gradiente de f é constante: grad f = (a,b) em qualquer 
ponto (x,y) € R?. Assim, as curvas de nível de f são todas as retas 
perpendiculares ao vetor (a,b); tais retas são, evidentemente, paralelas 
umas às outras. 

As curvas de nível c da função g(x,y) = «2 + y? são as soluções de 
uma equação do tipo g(x,y) = c. Elas são vazias se c < 0. A curva de 
nível O reduz-se a um único ponto, a origem. Para c > 0, a curva de 
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A A 


(2x, 2y) 


7 


nível c é o círculo de centro na origem e raio yc. O vetor gradiente de 
g no ponto (x,y) é grad g(x,y) = (2x,2y), um vetor paralelo ao raio, o 
que é de se esperar, pois o raio é perpendicular a todo vetor tangente ao 
círculo naquele ponto. 


A curva de nível c da função h(x,y) = z? — y? é formada por dois 
ramos de hipérbole quando c Æ 0. No caso de c > 0, a hipérbole z? — 
y? = c tem como eixo o eixo das abcissas; quando c < 0 o eixo da 
hipérbole é o das ordenadas. Para c = 0, a curva de nível z? — y? = 0 
consiste em duas retas perpendiculares que se cortam na origem: as 
diagonais do primeiro e terceiro e do segundo e quarto quadrantes, dadas 
pory=zey=-s, respectivamente. O gradiente da função h é o 
vetor grad h(x, y) = (2x, —2y). Atribuindo valores particulares a x e y, 
podemos observar que esse vetor é perpendicular à curva de nível que 
passa pelo ponto (x,y), e indica a direção de crescimento de h. 

Note-se que, nos pontos onde o gradiente se anula (a origem na 
segunda e na terceira figura), ocorre uma quebra de regularidade na 
disposição das curvas de nível. Chamam-se pontos singulares ou pontos 
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críticos da função os pontos onde seu gradiente é o vetor zero. 


Exemplo 12. Análogas tridimensionais das funções do exemplo anterior 
são f,g,h: R? — R, definidas por f(x,y,z) = ax + by + cz (com a? + 
beO, gley; z) = r? +y +2 e hlz, y, z) =z? +y- z. As 
superfícies de nível de f são planos paralelos, todos perpendiculares ao 


vetor (a,b,c), que é o gradiente de f. A superfície de nível c da função 
g é vazia se c < 0, reduz-se à origem se c = 0 e é uma esfera de centro 
na origem e raio yc quando c > 0. A superfície de nível O da função h é 
um cone duplo, com vértice na origem e eixo no eixo dos z. Sec > 0, a 
2 — c é um hiperbolóide de revolução, com o mesmo 
2 — c define um hiperbolóide de duas 


superfície x? +y? — z 
eixo do cone. Sec < 0, z? +y? -z 
folhas. 


6 A Regra de Leibniz 


Regra de Leibniz (Derivação sob o sinal de integral.) DadoU CR”, 
aberto, seja f : Ux[a,b] > R uma função com as seguintes propriedades: 


1) Para todo xe U, a função t> f(x,t) é integrávelema<t<b. 


19) 
2) A i-ésima derivada parcial O ind existe para cada (x,t) € U x 


Ox; 


o 
a, U x [a,b] > R, assim definida, é contínua. 
Ti 


o 


[a,b| e a função 
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Então a função p: U > R, dada por p(x) = E Fla, t)dt, possui 
i-ésima derivada parcial em cada ponto x E U, sendo 


dy o 


o a 


Em suma: pode-se derivar sob o sinal de integral, desde que o inte- 
grando resultante seja uma função contínua. 


Demonstração: Pelo Teorema do Valor Médio para funções reais de 
uma variável, se x,x + se; € U, existe 0 € (0,1) tal que 


plz + sei) - plz) ("of 


> ã p is 
_ fP [f(e +seit)- flet) af D 
a] | : E tan) dt = 


b 
of of 
= i; a VM t. 
I [3 (x + Osei, t) dz, (a J d 

Pelo Teorema 21 b, Capítulo I, para todo € > O dado, existe ô > 0 tal 
que 

of of 
seja qual for t € [a,b]. Então 0 < |s| < ó implica 


TEONE 


S 


|s| < ô => | (x + Osei, t) — (1.0) <e/(b—a), 


como queríamos demonstrar. 

Corolário. Se f: Ux [a,b] >R é contínua e possui n derivadas parciais 

f : U x ja,b] — R, então p: U —> R, definida por p(s) = 
Ti 

y f(x,t)dt, é de classe Ot. 

Com efeito, y tem derivadas parciais contínuas. (Vide (12.7), no 
Capítulo I.) 

Como conseqüência da Regra de Leibniz, prova-se o teorema da in- 
versão da ordem nas integrais repetidas. Trata-se do seguinte: temos 
uma função contínua f: [a,b] x [c,d] — R. Então, pela observação 
(12.7), logo após o Teorema 21 b, no Capítulo I, a função £: [a,b] > R, 


contínuas 
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definida por (s = ff f(s,t)dt, é contínua. A integral a E(s) ds se 
escreve como 


pa sh faf tooa 


tendo em mente a ordem em que foram efetuadas as integrações. Agora 
podemos enunciar o 


Teorema da Inversão da Ordem nas Integrais Repetidas. Para 
toda função contínua f: [a,b] x [c,d] > R, vale 


faf tonus f a f istas 


Demonstração: Definamos a função A la,b] — R, pondo y(x) = 
Jia [F f(s,t)ds. RR p(b = f$ dt f? fls tds e, pela 


Regra de Leibniz q'( = [é f(x,t)dt, pois o integrando f(x,t) é uma 
função contínua E et, 3 a Teorema Fundamental do Cálculo, segue- 
se que (b) )+ o Eds = ds Fa f(s,t) dt, o que demonstra 
o teorema. 


Outra consequência interessante da Regra de Leibniz é uma demons- 
tração do Teorema de Schwarz, que apresentaremos no 87, adiante. 


Exemplo 12a. Seja f: U x [a,b] — R contínua, com derivadas parciais 


l ~ : U x [a,b] > R. Seja g: U — [a,b] de classe 


contínuas ——, 


a A 
C1. Vamos A que a função y: U > R, definida por p(x) = 


Í E (2) Ff(x,t) dt, é de classe Ct, e suas derivadas parciais são expressas 
pela fórmula: 


de (= [O E (x, nata Ea ) f(x, g(£)). 


Com efeito, se consideramos a função €: U x [a,b] — R, definida por 
Ele) = E Ff(a,t) dt, a Regra de Leibniz e a regra de derivação de 
uma integral indefinida dão 


E leu) = a o (x,t)dt e 2 a,u) = f(x,u). 
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Assim, £ é de classe C!, portanto diferenciável. Podemos então usar a 
Regra da Cadeia, segundo a qual a função composta y(x) = E(s, g(x)) 
tem como derivada parcial 


Daí decorrem fórmulas análogas para as derivadas parciais das funções 
b h 
Ye) = Site) Hit) dt e Cx) = Ji) Faa 
Exemplo 13. Seja f: I — R uma função contínua, definida num inter- 
valo 1 que contém 0. Para cada inteiro n > 1, seja Fn: I — R a função 


definida por p ee 
maa) = | E O dt. 


Para completar, seja Fọ = f. A fórmula acima deduzida nos permite 
facilmente calcular a derivada de cada Fa. Obtemos F’ = Fa—1. Por- 
tanto Fp é uma função que se anula para x = 0 e cuja n-ésima derivada 
é igual a f. (É interessante notar que Fh foi obtida com uma única 
integração.) 


7 O Teorema de Schwarz 


Seja f: U — R diferenciável no aberto U C R”. Parai=1,...,n, 


cabe indagar se as funções P U — R são diferenciáveis num ponto 


1, 
a € U. Se todas são, diz-se que f é duas vezes diferenciável no ponto a. 
Neste caso, para todos os inteiros i, j = 1,2,...,n, existem as derivadas 
parciais de segunda ordem 


o (of Ff 
dx; (52) Ea) = dv;0x; (a); 


Quando f é duas vezes diferenciável em todos os pontos de U, ficam 


definidas n? funções :U > R, 1<4i,j <n. Se todas essas 
OxjðTi 

funções são diferenciáveis num ponto, diz-se que f é três vezes diferen- 

ciável naquele ponto. E assim por diante. 
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Sabemos que f € Ct > f diferenciável. Daí, e das definições que 
acabamos de dar, resulta que f € CF > f é k vezes diferenciável. 

O Teorema de Schwarz assegura que, mediante algumas hipóteses 
naturais, a ordem em que são tomadas as derivadas parciais repetidas 
não influi no resultado final. Há diferentes enunciados para esse teorema. 
Daremos dois. O primeiro é o mais simples e natural. 


Teorema de Schwarz. Seja f: U — R duas vezes diferenciável no 
ponto c€ U CR”. Para quaisquer 1 < i,j < n, tem-se 
2E UE 
c) = c). 
dx; ; dv;dx; 


Demonstração: Para simplificar a notação, e sem perder a generali- 


2 
dade, podemos supor U C R?, c = (a,b) e provar que RA bj = 
Oxdy 
o" f 


40x (a,b). Existe £ > 0 tal que o quadrado (a—- £€,a +€) x (b—-e,b+e) 


está contido em U. Para todo t € (—£,£), ponhamos 
p(t) = fla+t,b+t)— Fla+t,b) — f(a,b+t) + f(a,b). 


Então, escrevendo (x) = f(x,b + t) — f(x,b), vemos que y(t) = E(a + 
t) — E(a). Pelo Teorema do Valor Médio para funções de uma variável, 
existe 0 € (0,1) tal que y(t) = E (a + 0t) -t, ou seja: 

of of 


olt) = |C tbtt) sola + 0t,6)| t 


o 
Como a função x U — R é diferenciável no ponto c = (a,b), temos 
y 


as igualdades: (As derivadas não explicitadas abaixo são tomadas no 
ponto c.) 


of | | — of | of | 3’ f | 1 = . 
arC t tb = | gz Ôt ma MA onde lim pı = 0; 
ð ð o? . 
PI a= 04,0) = a + ai -0t + po -t, onde lim p2 =], 
Daí (t) = of t+ p-t2, onde p = pı — p e portanto lim p = 0 
P ðyðzx P'U, P=pi—pepr FR i 


t o” 
Segue-se então que lim do) = f 


o to Buda (od). 


Um raciocínio semelhante, 
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p(t) 


usando a função (y) = f(a+t,y)— f(a, y), nos conduziria a lim z 
orf 
Oxdy 
Exemplo 14. O caso mais conhecido de uma função que possui deriva- 
of ” of 
dxdy * ðyðx 
cute? =y") 
r2 + y? 


(a,b). Isto prova o teorema. 


das de segunda ordem em todos os pontos do plano mas 


na origem é f : R? — R, definida por f(x,y) = se z?+y? Æ 0 


e f(0,0) = 0. 


ciais repetidas de to- 


par 


das 


ui deriva 


Nos pontos de R? — {0}, f poss 
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das as ordens. Na origem, existem (e são nulas) 02f/0x2 e 92 f/0yº. 
Quanto às derivadas mistas, começamos observando que, para todo 
y + 0, temos f(0,y) = 0, logo 


of on zy) 
Da (05) = lim r(x? +y?) = y, 
e daí 
92 f _ o (öf o 9F/0x(0,y) 
so (0,0) = o (Z) (0,0) = ly EON a, 


2 
xp! 
mistas de f na origem são diferentes. 

Como foi mencionado no 86, a seguinte versão do Teorema de Schwarz 
decorre da Regra de Leibniz. 


De modo análogo, vemos que 0,0) = 1. Logo as duas derivadas 


; : of o? f 
Teorema 3. Seja f: U — R tal que existem — e -——— em todos 
o o 
os pontos de U. Se as funções f f : U — R são contínuas, 
oxi Ox,0%; 


então a derivada 6° f/Əxjðx; existe em todos os pontos de U e vale 
02 f /ðx;ðxj a o? f /ðxjðxi . 
Demonstração: Sem perda de generalidade, podemos supor que 
U = I x J é um retângulo em R?. Tomando um ponto b € J, o Te- 
orema Fundamental do Cálculo nos permite escrever, para todo ponto 
(x,y) EU: 

vof 

f(x,y) = f(x,b) + dy Ë) dt. 

b OY 
A continuidade de 8? f/ðxrðy, admitida por hipótese, faz com que a 
Regra de Leibniz seja aplicável. Derivando em relação a zx: 


o o 
DE ay = SEa, b) + 


 O2Ff 
» Oxdy 


(tdt. 


Derivando em seguida relativamente a y, obtemos 


3f 
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pois (3f /Ə3x)(x,b) não depende de y e o integrando na segunda parcela 
é contínuo. 


Observação: Não é muito surpreendente que, assim como a permuta- 
bilidade de integrações sucessivas, também uma versão do Teorema de 
Schwarz decorra da Regra de Leibniz. Afinal de contas, esses teoremas 
asseguram que, sob certas condições, é permitido inverter a ordem de 
dois limites sucessivos. Uma boa quantidade de resultados importantes 
em Análise decorrem da possibilidade de se permutarem limites, medi- 
ante hipóteses convenientes. 

O caso mais simples do teorema acima ocorre quando f € C?. Então 
ele se torna um corolário da versão anterior, para funções duas vezes 
diferenciáveis. 

O Teorema de Schwarz, evidentemente, se aplica para derivadas re- 
petidas de ordem superior à segunda. Consideremos, por exemplo, uma 
função f: U — R, três vezes diferenciável no aberto U C R2. Há 6 
derivadas mistas de terceira ordem para a função f, a saber 


oe f of of 
ðxðxrðy’ ðxðyðx’ dydrda 

o? f of of 
ðyðyðx ðyðxrðy’ Əxðyðy 


Na realidade, porém, apenas duas delas podem ser diferentes, pois 
as 3 derivadas da primeira linha são iguais, bem como as da segunda 
linha. Com efeito, pelo Teorema de Schwarz: 


Bf af Pf af (Pf f 
dxdxdy Ox \Əxrðy) Or lOdydr)  Ərxrðyðx 


e, por outro lado, escrevendo g = ôf /ðx, temos: 


f afa for = @g Pg 
ðrðyðxr dx [5 6) - ðrðy Odydr 
NE MEM (ƏfN\] of 
“Oy E 6) — Oydrda. 
Analogamente para as 3 derivadas da segunda linha. 
Por simplicidade, escreveremos 0º f /3x?ðy para indicar qualquer das 


3 derivadas da primeira linha e 0º f /ðy?ðx para indicar a outra derivada 
mista de 32 ordem de f. 
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O processo se aplica em geral: se f: U — R é uma função p-vezes 
diferenciável no aberto U C R” então, para toda sequência de inteiros 


não-negativos i1,..., in, com iy+---+in=a< p, a derivada de ordem 
a,0º f/0xy 3x? ... Ox, que consiste em derivar ij vezes em relação a 
%1,..., in Vezes em relação a x, (podendo alguns dos ip serem iguais a 


zero), não depende da ordem em que essas derivações foram efetuadas. 
Este é o enunciado geral do Teorema de Schwarz. Sua demonstração 
se baseia no caso que demonstramos e na observação de que qualquer 
mudança de ordem numa seguência pode ser levada a efeito através de 
sucessivas transposições entre dois termos consecutivos da sequência. 


8 Fórmula de Taylor; pontos críticos 


A fórmula de Taylor para uma função f: U — R, definida no aberto 
U C R”, é a seguinte: 


Flato) = Ha) +a) vt gra) ++ Z PEA) o? rolo), 


Conforme as hipóteses feitas e os objetivos desejados, temos, como 
no caso de funções de uma só variável, três situações principais: 


1) Fórmula de Taylor Infinitesimal. Se f é p vezes diferenciável no 


ponto a, então lim Tolo) = 

v>0 jul? 
2) Resto de Lagrange. Supondo [a,atv| CU, f de classe CP”, p+1 
vezes diferenciável no segmento aberto (a,a +v), então existe 0 € (0,1) 


tal que 


1 
é (O er a 


3) Resto Integral. Se f é de classe CP e |a,a +v] CU então 


1 f 
rp(v) = F 1-tP PH f(a + tv) vt dt. 
-Jo 
Acima, para v = (a1,...,@n), escrevemos 
of 
d Npe an i 
f(a) U Ox;d; (aja Qj , 


» 


of 
3 E a E 
dºf(a) -v > 050505 (aaja, 
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e assim por diante. 

Para cada inteiro p > 0, a forma d’ f(a): R” > R chama-se a p- 
ésima diferencial da função f no ponto a. O valor de d” f(a) num vetor 
v € R” é indicado pela notação d” f(a) - uP”, para sugerir que se trata de 
um polinômio homogêneo de grau p nas coordenadas de v. (Veja que 
d f(a) - (tv)P = t - d” (a) - vP, o que é coerente com a notação.) 

As afirmações 2) e 3) acima se demonstram simplesmente introdu- 
zindo a função ọọ: [0,1] —> R, definida por y(t) = f(a + tv), apli- 
cando a ọ o resultado correspondente para funções de uma variável real, 
(Vol. 1, pags. 285 e 330), onde 


1 il 
P(E) = p(0) + g'(0) + 5 2” (0) +- + zg 2” (0) + rp, 
notando que (0) = f(a), (1) = f(a + v) e que a i-ésima derivada 
de « no ponto t € [0,1], em virtude da Regra da Cadeia, é y® (t) = 
d’ f(a+tv): v’. Com efeito, dada y(t) = f(a+tv), temos sucessivamente 
(derivando cada igualdade anterior): 


g' (t) = D aL (a + tv)ai = df (a + tv) - v, 


82 
Ox;dx j 


o"t) = o (a + tvjaiaj = d fla + tv) -v2, etc. 
ij 
Quanto a 1), embora ela não decorra da fórmula de Taylor infinite- 
simal na reta, sua demonstração se faz de modo análogo. (Veja Vol. 1, 
pág. 283.) 
Com efeito, o resto é uma função rp: Uo — R, definida no aberto 
Uo = {v € R”;a +v € U} por 


ro(v) = f(a +v) — f(a) — df (a) -v =- — = d f(a) v”. 


A função rp é p vezes diferenciável no ponto 0 e se anula nesse ponto, 
juntamente com suas derivadas parciais de ordem < p. A fórmula de 
Taylor infinitesimal resulta então do seguinte 


Lema. Sejar: U — R uma função p vezes diferenciável no ponto 0 € U. 
Ser, juntamente com todas as suas derivadas parciais de ordem < p, se 


dei. TW) 
anula no ponto O então lim —— = 0 
v>0 jul? 
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Demonstração: Usaremos indução em p. O resultado é válido para 
p = 1, em virtude da própria definição de derivada. Supondo-o válido 
para p, seja r uma função p+ 1 vezes diferenciável no ponto 0, com todas 
as derivadas parciais de ordem < p + 1 nulas na origem. Então, para 


a 
cada į = 1,...,n, à função DE: U > R é p vezes diferenciável e goza 
E 
de propriedade semelhante, com p em vez de p + 1. Pela hipótese, de 


ð 
indução, temos lim T /|u|? = 0. Ora, o Teorema do Valor Médio 
== 


Oz; 
nos diz que existe 0 € (0,1) tal que: 


or or 
0v) - a; 8 
l se Wm 5> m o 
[upt 4 [ujet Z Be kW 
i=1 i=1 
onde = (a1,...,0n). Podemos sempre supor a;/|v| menor do que ou 


igual a 1, em valor absoluto. (Basta tomar em R” a norma da soma.) 


r(v 
Segue-se então que lim (1) 


mm = 0, o que conclui a demonstração do 
o0 jojP+ 


lema. 


Observação: É interessante observar que, como no caso n = 1 (veja 
loc. cit.), a recíproca do lema acima é verdadeira. Por simplicidade, 
consideremos p = 2. Então r: U — R é uma função 2 vezes diferen- 
ciável na origem, a qual pertence ao aberto U C R”. Supomos que 
lim r(v)/|v|? = 0 e queremos provar que r e todas as suas derivadas 
v> 


parciais de ordem < 2 se anulam no ponto v = 0. Da hipótese decorre 
que 


P(0) = iei) = ip =o 
e que 
a a E tim o = 
Como 


ni r(tei) = tim r(tei) a 
t=>0 ft | t=0 te; 


da; (0) = 0 para i=1,...,m. 


concluimos que 
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Mostraremos agora que todas as derivadas parciais de ordem 2 de r 
na origem são nulas. Para isso, usaremos a fórmula de Taylor infinitesi- 
mal, segundo a qual 


2 OU); 
onde v = (01,...,Qn) e lim p(v) = 0. Tomemos inicialmente v = te;. 
v> 
Então a? 
lor 2 2 
r(te;) = 5 azz (0) «t+ p(te;) t. 
Dividindo esta igualdade por t? e fazendo t — 0, obtemos 2r (0) = 0 
para i = 1,...,n. Agora tomemos v = te; + tej (i £ j). Obtemos 


(derivadas tomadas no ponto 0): 


bati 1 8r a 1 8r E o?r 
Medita 
“TE ad 2 8r? Orða 


) t + p(te; + te;)2t?, 


pois |te; + tej|? = 2t2. Como 8?r/ðx? = 0 para todo i, temos: 


Ər 


-t + olte; + tej) 2t. 
dx,0x; Anes) 


r(te; + tej) = 


Dividindo esta igualdade por t2 e fazendo t — 0, resulta sed (0) = 0; 
Um importante (e imediato) corolário desta Observação é a unicidade 
da fórmula de Taylor. Para enunciá-la, convencionaremos a seguinte 
notação: dada uma função 1-linear q: R” x -.. x R” — R escreveremos 
p: vt para significar p(v,v,...,v), onde v € R”. Então, se f: U >R é 
p vezes diferenciável no ponto a € U e, para cada i = 1,2,...,p, é dada 
uma função i-linear y;: R” x --- x R” > R, de tal modo que valha 


fla +v) = fla) + prv tpz: ++ pp: uP + rpl), 


onde lim Tp (v) 
v>0 jul? 


= 0, então 


para todo i=1,...,p. 
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No momento, nosso maior interesse reside na diferencial segunda 
d? f(a), chamada a forma Hessiana da função f no ponto a. Ela é uma 
forma quadrática, conforme a definição abaixo. 

Uma forma quadrática H: R” — R é uma função cujo valor num 

n 
vetor v = (01,...,Qn) é dado por 5, hijaj;a;, onde (hij) é uma ma- 
i,j=1 

triz simétrica n x n. Indica-se com a notação H - v? o valor da forma 
quadrática H no vetor v. Desta maneira, 


Sete R então H-(tv)2=t.(H -v?). 

A forma hessiana da função duas vezes diferenciável f: U —> R no 
ponto x € U será indicada com H(x), ou H f(x) caso seja necessário ser 
mais explícito. Sabemos que H (x) = d? f(x), portanto 


H fa —— (r)a; 
(x) Ee dx;0x; (x)a Qj 
l o?’ f 
O Teorema de Schwarz garante que a matriz | ——=— (x) ), chamada 
dx;0a; 


matriz Hessiana de f no ponto x, é simétrica. 

Usaremos agora a fórmula de Taylor infinitesimal para estudar os 
pontos críticos de uma função de classe C?. 

Dada uma função diferenciável f: U > R, um ponto a € U chama- 


se ponto crítico de f (ou ponto singular) quando df(a) = 0, isto é, 
of > OF o 


Diz-se que a função f tem um máximo (resp. mínimo) local no 
ponto a € U quando existe ô > O tal que |v| < ô => f(a+v) < fla) 
(resp. f(a) < f(a + v)). Por exemplo, as funções f(x,y) = z? +y? e 
g(x,y) = x? têm mínimo local na origem. 

Se f tem um máximo local (ou mínimo local) no ponto a, então a é 
um ponto crítico de f. Com efeito, neste caso 0 é um ponto de máximo 
local (ou de mínimo local) para cada função p;(t) = f(a + tei), à = 


1,...,n. Pelo Cálculo de uma variável, segue-se que Da, © = p=) 
Ti 


para į = 1,...,n. Logo a é um ponto crítico de f. 
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O ponto crítico a diz-se não-degenerado quando a matriz Hessiana 
82 
nesse ponto é invertível, isto é, det e e + 0. 
OxiðTj 

Teorema 4. Seja f: U — R duas vezes diferenciável. Todo ponto 
crítico não-degenerado a E€ U é um ponto crítico isolado. 

O Teorema 4 é uma consequência imediata do 
Teorema 4a. Seja F = (fi,..., fn): U > R”, onde cada fi: U >R 
(1 < i< n) é diferenciável no ponto a EU C R”. Se a matriz n x n, 
sa 

dE; 

O<|z-a|<o= F(x) + F(a). 


Utilizaremos o 


(a)), tem determinante £ 0 então existe ô > O tal que 


Lema. Seja H: R” > R” uma transformação linear invertível. Existe 
c>0tal que |H - x| > clx| para todo x € R”. 

Demonstração: Seja c = 1/|H"!|. Para todo x € R”, temos |x| = 
|H-!(Hx)| < |H-!H |Hx| = 1/c|H x|, donde |Hz| > elx). 


Demonstração do Teorema 4a: A definição de diferenciabilidade nos 
dá, para cada i = 1,...,n, e xz E€ U: 


fil) = fila) + X` hi + (z; — aj) + pi(£)læ — al, onde lim pi(x) = 0, 
e hij = (0f;/0x;)(a). Pondo R(x) = (pi(x),..., pnlx)), vem 
F(x) = F(a) + H- (x — a) + R(x) - |x — a|, onde lim R(x) =0. 


Tomemos c como no Lema. Existe ô > 0 tal que 0 < |z — a| < ô => 
c 
IR(x)| < A Portanto, para todo x € U com 0 < |x — a| < ô, temos: 


(a) — F(a)| > |H ; (x — a)| = |R(x)| |æ — a)| > 


|z — aļ| > 0, 


donde F(x) £ F(a), o que prova o Teorema 4a. 


o z 
Para obter o Teorema 4, basta tomar fi = e ; então 


Oz; 
ofi o?’ f 


orj = OO; 
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Corolário 1. O conjunto dos pontos críticos não-degenerados de uma 
função duas vezes diferenciável é enumerável. 


Com efeito, todo conjunto cujos pontos são isolados é enumerável 
(veja (11.4), Cap. 1). 


Corolário 2. Se todos os pontos críticos de uma função f: U >R, 
duas vezes diferenciável, são não-degenerados então em cada compacto 
K C U há apenas um número finito deles. 


Com efeito, se x € U é limite de uma sequência de pontos críticos 
de uma função de classe Ct definida em U então x é ponto crítico dessa 
função. Logo o conjunto C dos pontos críticos de f contidos em K é 
um subconjunto fechado de K e portanto compacto. Como cada um dos 
pontos de C é isolado, segue-se que C é finito. 

Seja H: R” — R uma forma quadrática, dada por H v? = £ hijos 
para v = (014,...,0n). Diremos que a forma H é positiva quando tiver- 
mos H - v? > 0 para todo v £ 0 em R”. Se for H.v? < 0 para todo 
v Æ 0, diremos que H é uma forma quadrática negativa. Se uma forma 
quadrática for positiva ou negativa, diremos que ela é uma forma defi- 
nida. Chamaremos H de forma quadrática indefinida quando existirem 
vetores v, w € R” tais que H - v? > 0e H- w? <0. 


Exemplo 15. Dado um produto interno (z, v) em R”, a forma quadrática 


H - v? = (v,v) é positiva enquanto H - v? = —(v,v) é negativa. Por 
outro lado, para todo inteiro i € [1,n), a forma quadrática H .v? = 
a? + +a? Da —-.— a2 é indefinida. 


Se uma forma H é definida então sua matriz (hij) é necessaria- 
mente invertível. Isto resulta da seguinte observação: se indicarmos com 
Ho: R” — R” a transformação linear cuja matriz relativamente à base 
canônica é (hi;), temos H -v? = (Ho -v,v) (produto interno canônico de 
R”). Assim, H definida > (Ho - v,v) £ 0 para todo v £0 > Ho -v #0 
para todo v £ 0 = Ho invertível. 

Portanto, se a forma Hessiana de uma função de classe C2, num 
ponto crítico a, é positiva ou negativa, o ponto crítico em questão é 
não-degenerado. 

A relação entre ponto crítico e a forma Hessiana é estabelecida pelo 


Teorema 5. Sejam f: U > R uma função de classe C?, a c€ U um 
ponto crítico de f e H a forma quadrática Hessiana de f no ponto a. 
Então: 


1) Se H é positiva, a é um ponto de mínimo local não-degenerado; 
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2) Se H é negativa, a é um ponto máximo local não-degenerado; 


3) Se H é indefinida, a não é ponto de mínimo local nem de máximo 
local para f. 


Demonstração: Provemos 1). Seja B(a;ó) C U. Para todo v, com 
0 < |v| < 6, temos 


a f(a + v) = f(a) + 


iH. v? +r(v aa 
=J e ( | Ba fo? 


| 
1) [o] 


1 
A função contínua — H sendo positiva em todos os pontos da esfera 


unitária de R”, a qual é um conjunto compacto, existe € > 0 tal que 


1 Lg 
3 H-u? > para todo u € R” de norma 1. Então 5 (5) > € para 


todo v £ 0 em R”. Ora, pela Fórmula de Taylor E podemos 
tomar ô > 0 tão pequeno que 0 < |v| < 6 => |r(v)|/Jv|? < £. Isto significa 
que, para todo v £ O com norma inferior a ð, a expressão dentro dos 
colchetes em (*) é positiva. Portanto 0 < |v|<ó > f(a +v) > f(a), e 
a é um ponto de mínimo local para f. A afirmação 2) se prova de modo 
semelhante. 

Quanto à terceira afirmação do teorema, se H é indefinida, existem 
vetores v, w € R” tais que H-v? > 0e H-w? < 0. Então, para todo t £ O 
real, temos H - (tv)? =t. H -v? >0e H-(tw)? < 0. A igualdade 
(*) acima implica então que f(a + tv) > f(a) e f(a +tw) < f(a) para 
todo t Æ O suficientemente pequeno, logo a não é ponto de mínimo local 
nem de máximo local para f. 


Exemplo 16. Seja f: R” = R™ x R” — R definida por f(x,y) = 
(x, x) — (y, y), onde x ER” e y € R”. Então Of /ðx; = 2x; e Of/dy; = 
—2yj , logo grad f(x,y) = 2(x,—y). O único ponto crítico de f é, por- 
tanto, a origem. Em todo ponto (x,y) € R"*", a matriz Hessiana de f 
é uma matriz diagonal, cujos m primeiros elementos são iguais a 2 e os 
n últimos iguais a —2. A forma quadrática Hessiana é, pois, constante; 
ela é positiva se n = 0, negativa se m = 0 e indefinida quando m-n Æ 0. 
Assim, a origem é um ponto de mínimo se n = 0, e de máximo quando 
m = 0. Param-n #0, f não admite mínimo nem máximo local na 
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origem, que se chama então um ponto de sela, devido à forma do gráfico 
da função f(x,y) = z? — y?. 


Exemplo 17. Como vimos na parte final da demonstração do teorema 
acima, se a forma Hessiana H da função f no ponto crítico a é tal que 
H x? > 0 para algum v € R”, então f(a + tv) > f(a) para todo t £ 0 
suficientemente pequeno. Daí resulta que se a função f tem, num ponto 
a, um máximo local então sua forma quadrática Hessiana é, nesse ponto, 
não-positiva, isto é, H - v? < 0 para todo v € R”. Analogamente, se f 
tem um mínimo local no ponto a, sua forma Hessiana nesse ponto é 
> 0. Mas as recíprocas destas afirmações são falsas: quando a forma 
Hessiana num ponto é apenas > 0 (ou < 0) não se pode afirmar que a 
função tem um mínimo (ou máximo) no ponto. Por exemplo, f(x,y) = 
x? e g(x,y) = z? + y? admitem a origem como ponto crítico, no qual 
estas funções têm a mesma forma Hessiana, H : v? = 202, v = (a, p). 
A origem é um ponto de mínimo para f mas não é um mínimo local 
para g. 

O problema prático de determinar se uma forma quadrática H é ou 
não positiva (ou negativa) pode ser resolvido pelo método de Lagrange 
de completar quadrados. Este método se baseia na observação de que 
a? + 2ab = (a + b)? — b? e consiste em efetuar sucessivas mudanças de 
coordenadas que visam eliminar, na expressão de H, as parcelas como 
xy, £z, yz, etc., deixando apenas as do tipo 22, y2, 2? etc. 

Exemplo 18. Seja em R? a forma H(x,y,2) = 372 +2yº — 522 + 
o + 2xz — yz. A soma das paredes que contêm x se escreve como 
372 +4ry+2rz = 3/22 +elgy+a 32) = allet 2y+ 12)? (Gut) = 
Ju? —3(2y+2)2, onde u = r+2y+ł Z. rea H(z,y,z) = 3u? —4(2y+ 
22 + 29º — 522 — yz = 3u? 4 2y? 16 z 392. A soma das parcelas 


que contêm y nesta última expressão é ay? ir = (y? 2yiz )= = 
a1(y T2)” 162] = au? 2, onde v = y — Tz. Portanto 
2 49 16, 2 177 
Hona=n sy cg gremio 


Isto mostra que H é indefinida, pois assume valores positivos quando 
z = 0 e u? +v? Æ 0 e valores negativos, quando u = v = 0 e z £ 0. 


Observação: Se não houver, na expressão de H, termos em z?, y?, etc., 
a mudança de variáveis z = s+t, y= s—t faz ry = s3 —t?. Assim, por 
exemplo, H(z, y, z) = zy+yz+az = 3?—t?+2sz = 8 +2sz+2)—-22—p? = 
(s +2)? — 22 — t? = u? — 2? — t?, logo H é indefinida. 
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9 O teorema da função implícita 


Por simplicidade, consideramos inicialmente funções de duas variáveis. 
Dada f: U — R, definida no aberto U C R?, e fixado c € R, dizemos 
que a equação f(x,y) = c define y implicitamente como função de x 
quando existe uma função €: I > R, definida num intervalo TC R, tal 
que f(x,y) = c & y = E(x). Isto quer dizer que f!(c) é o gráfico da 


função £. 
U 
A 
y 
140) i 
p 
Elz) F=- Cg dg 
y 
f+ (e) 
; > 


0 x 


Exemplo 19. É mais comum acontecer que uma equação do tipo 
f(x,y) = c (quando define alguma coisa) defina y como função de zx, 
ou x como função de y, apenas localmente. Por exemplo seja f: R? > R 
dada por f(x,y) = £? + y?, e tomemos c = 1. A equação z? +y? = 1 
não define y como função de x (nem x como função de y). [Por exemplo, 
para cada x € (—1, +1) existem 2 valores de y tais que 12 +y? = 1.] Mas, 
se tomarmos U1 = f(x,y) ER?;y > 0}, Uz = {(x,y) € R?;y < 0}, 
Us = {(x,y) € R?; x > 0} e U4 = { (x,y) € R?;x < 0} então a equação 
r? +y? = 1 equivale a y = v1 -— z? quando (x,y) € Ui, equivale a 
y = —v1l-— zxr? para (x,y) € U2, a x = y1— y? se (x,y) € Us e 
a gz = —,/1— y? para (x,y) € Us. Como o círculo S = (f(x,y) € 
R?: £z? +y? = 1}, conjunto de todas as soluções (x,y) da equação 
x? +y? = 1, está contido na reunião dos 4 abertos Uj, U2, Us e Us, 
dizemos que a equação «x? + y? = 1 define localmente y como função de 
x, ou x como função de y. Isto quer dizer que cada solução (xo, yo) desta 
equação está contida em algum aberto U; tal que f71(1) AU; é o gráfico 
de uma função |z = &(y), ou y = E(x)). 

Notemos que é bem possível a uma equação do tipo f(x,y) = c não 
definir função alguma: basta que c não pertença à imagem de f. Por 
exemplo, x? +y? +1 = 0 não possui soluções reais (x, y), logo não define 
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y como função de x nem x como função de y. Mesmo que a equação 
f(x,y) = c possua soluções, elas podem não definir funções, tal é o caso 
de z? +y? = 0: a única solução é (0,0), que obviamente não é gráfico 
de uma função definida num intervalo não-degenerado. Outro exemplo 
elucidativo é o seguinte: a origem é solução da equação «2 — y? = 0 mas, 
para nenhum aberto V contendo a origem, a interseção fT1(0) AV é o 
gráfico de uma função y = (x) ou x = C(y) pois tal interseção contém 
sempre 2 segmentos de reta de inclinação +1 que se cortam na origem. 
Feitas essas considerações, enunciemos o 


Teorema da Função Implícita. Sejam f: U > R uma função de 
classe C* (k > 1), definida num aberto U C R?, e (xo,yo)€ U tal que 


ð 
f (z0, Y0) = C, a (mo, vo) £ 0. Então existe um retângulo aberto I x J, 
y 
de centro (xo, yo), tal que fTt(c) NA (I x J) é o gráfico de uma função 


dx 
: I — J, de classe C*. Tem-se E'(x) = — 


estas derivadas sendo 


calculadas no ponto (x, E(x)). 

Como (zo, yo) E€ I x J, o intervalo aberto I contém xo, enquanto J 
contém yo. 

A afirmação de que f!(c)N(I x J) é o gráfico de uma função £: I — 
J significa que, para cada x € I, existe um único y € J com f(x,y) =c. 
Põe-se y = (x); a função É: I — J diz-se “definida implicitamente”, no 
aberto I x J, pela equação f(x,y) = c. 


U y TIO) R 
yof -- f 
JL- e e 
T E íf 
=o) TE 
1 l 1 
I Lo 
- em of 
Demonstração: Para fixar as idéias, suponhamos Du (2% 0) > 0. 
y 
o 
Como é contínua, existem ô > 0 ee > O tais que, pondo I = 
y 
of 


(xo — ô, xo + ô) e J = (yo — £, yo + £), temos Ix JC U e ay O9) >p 
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para todo ponto (x,y) € I x J. Então, para todo x € I, a função 
y + f(x,y) é estritamente crescente no intervalo J. Em particular, 
como f(xo,yo) = c, temos f(xo,yo — €) < ce flxo,yo + E) > c 
Pela continuidade de f, podemos supor ô tão pequeno que, para todo 
x € I, tenhamos f(x,yo — e) < ce f(x,yo + E) > c Em virtude 
do Teorema do Valor Intermediário existe, para cada x € I, um único 
y = lx) € J tal que f(x,y) = c. Tem-se obrigatoriamente y € J, 
portanto fte) NA (I x J) = f(c) A (I x J) é o gráfico de uma função 
£: I = J. Vamos mostrar que £ é de classe C*, ou seja, que existe ¿' (x) 
para todo x € I e que £: I — R é de classe Cf. 

Ora, pondo k = E(x + h) — E(x), temos E(x + h) = (x) + k, logo 
Fla +h, E(x)+k) = f(x,€(x)) = c. Pelo Teorema do Valor Médio, existe 
0, com 0 < 0 < 1, tal que 


0 = f(x +h, E(x) + k) — f(x, E(x)) = 


= Lo + 0h, E(x) + 0k) -h+ ola + 0h, E(x) + 0k) - k 
Daí 
of 
Elz +h) Elz) ko gz Z + Ohel) + 0k) 
h “h Of ; 


Bu + 0h, E(x) + 0k) 


Segundo o lema que provaremos logo a seguir, é é contínua. Isto significa 


que lim k = 0. A continuidade das derivadas parciais de f nos dá 
portanto 
O) 
E' (x) = lim Tan — &(x) = 7 ? 
c = (x, E(2)) 
Oy 


Se f € C1, sendo 0f/0x, 0f/0y e E contínuas, esta fórmula mostra que 
€ é contínua, logo E E C1. Se f € C? então Of/0x, Əf/Əy e (como 
acabamos de mostrar) £ são de classe Ct. A fórmula que dá & mostra 
então que € é também de classe Ct, isto é, € € C2. E assim por diante: 
se f € CF então é € CF. 

Vejamos agora o lema usado na demonstração. 


Lema. Sejam X CR”, K C R? compacto, f: X x K — R? contínua e 
cE RP. Se f!(c) é o gráfico de uma aplicação E: X — K isto é, para 
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cada x € X existe um único y = (x) € K com f(x, E(x)) = c| então É 
é contínua. 


Demonstração: Dado xo € X, seja yo = é(x9). Tomamos uma 
sequência de pontos x, E€ X, com lim zn = zo, e queremos provar que 
lim &(xn) = yo. Como a segiência (é(x,)) é limitada (pois E(xn) E K 
para todo n), basta provar que toda subseguência (a), convergente 
em R*, tem limite yo. Ora, se for lim&(x!,) = y, deve ser y € K pois 
K é fechado. Como f(x! ,€(x/)) =c para todo n, temos f(x9,y) = 
lim f(x, E(x ))=c. Pela unicidade de yo , isto obriga y = yo e conclui a 
demonstração. 


Contra-exemplo ao Lema, supondo apenas K limitado mas não com- 
pacto: seja f: R x [0,1) — R definida por f(x,y) = (£? +y?) (yell — 1). 
Então $-!(0) é o gráfico da função £: R — [0,1), onde £(x) = el se 
x +0e&(0) = 0. Embora f seja contínua, € é descontínua. 


Para interpretar geometricamente o Teorema da Função Implícita, 
vamos introduzir algumas definições. 


Seja f: U — R uma função diferenciável no aberto U C R”. Diremos 
que o número real c é um valor regular de f quando não existirem pontos 
críticos de f no nível c, ou seja, f(x) = c > grad f(x) £ 0. (Note 
que esta definição está formulada de tal modo que f!(c) = Ø implica 
automaticamente que c é um valor regular de f.) Quando c é um valor 
regular de f, diz-se também que o nível c é regular. Quando existem 
pontos críticos x € U tais que f(x) = c, dizemos que c é um nivel crítico 


de f. 


Exemplo 20. Qualquer número real diferente de 3 é valor regular da 
função f(x,y) = z? — y? +3 pois grad f(x,y) = (2x, —2y) só se anula no 
ponto (x,y) = (0,0), no qual o valor de f é 3. Por outro lado f(0,0) = 3 
não é valor regular de f pois grad f(0,0) = (0,0). 


Um conjunto C C R? chama-se uma curva de classe C* (k > 0) 
quando C é localmente o gráfico de uma função de classe C*. Isto quer 
dizer que cada ponto p € C está contido num aberto V tal que VN C é 
o gráfico de uma função de classe C*. 

Exemplo 21. Vimos no Exemplo 19 que o círculo S! é uma curva 
de classe Cº, Seja agora © = ((x,y) € R?; £? — y? = 1) (hipérbole). 
Afirmamos que C é uma curva (desconexa) de classe CS. Com efeito, 
sejam Vi = { (x,y) € R?; x > 0} e V2 = { (x,y) € R?;x < 0}. Todo ponto 
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p € C pertence a Vi ou a V2. Além disso, Wi NC é o gráfico da função 
x = 4/1 +y? enquanto V2 NC é o gráfico de x = —,/1 +32. Ambas são 
funções de classe CX na reta, logo C é uma curva de classe C°. 


O enunciado geométrico do Teorema da Função Implícita é o se- 
guinte: 

Seja f: U — R uma função de classe CF (k > 1) no aberto U C 
R2. Para todo valor regular c da função f, o conjunto f1(c) (se não 
for vazio) é uma curva de classe C*, chamada a curva de nível c da 
função f. 


Quando c não é um valor regular de f, a imagem inversa f-1(c) 
pode ou não ser uma curva. Por exemplo, se f: RÉ — R é dada por 
f(x,y) = x? — y? +3 então f!(3), reunião de duas retas que se cortam 
na origem, não é uma curva. Mas se g(x, y) = x? então 0 não é um valor 
regular de g mas g!(0) = eixo dos y, é uma curva. 


Trataremos agora de funções implícitas com um número qualquer de 
variáveis. 

No teorema abaixo, representaremos os pontos de R"*! por pares 
(x,y), onde xEeR" eyeR. 


Teorema da Função Implícita. Seja f: U > uma função de 
classe C* (k > 1), definida num aberto U C R". Se um ponto 
of 


p = (x0o,yo) E U é tal que f(p) =ce Bu P Æ 0, então existem uma 
y 
bola B = B(x9,0) C R” e um intervalo J = (yo — esyo + €) tais que 


f(c) A (B x J) é o gráfico de uma função £: B — J, de classe OF. 
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Para todo x € B, tem-se 


BE ðf of o 
A função y = (x) diz-se “definida implicitamente pela equação 


f(x,y) = €. A afirmação de que fI(c)N(B x J) é o gráfico de uma 
função significa que, para cada x € B existe um único y = E(x) € J tal 
que f(x,y) = c. Evidentemente, é(x9) = yo. 


Demonstração: Não há diferença essencial entre o caso geral e o já 
demonstrado, em que n = 1. Vamos, entretanto, repetir a prova, por 


cortesia. Para fixar idéais, seja as vo) > 0. Como ðf /Əy é contínua, 


ð 

existem ô > 0, £ > 0 tais que, o B = B(xo;ô) e J = (yo — €, yo +€), 
temos BxJ CUe A tany) > 0 para todo ponto (x,y) € Bx J. 
Então, para todo x € B, a função y > f(x,y) é estritamente crescente 
no intervalo J = [yo — £, yo + £]. Como f(xo,y0) = c, segue-se que 
f(£z0, yo — e) < c e f(xo,yo +€) > c. Pela continuidade de f, podemos 
supor ô tão pequeno que, para todo x € B, tenhamos f(z, yo—E€)< ce 
f(z, yo +€) > c. Em virtude do Teorema do Valor Intermediário existe, 
para cada x € B, um único y = (x) € J tal que f(x,y) = c. Tem-se 
obrigatoriamente y € J, logo f7t(c) N(B x J) = fH) N (BxJ)éo 
gráfico de uma função €: B — J a qual, pelo lema anterior, é contínua. 
Mostraremos agora que, em todo ponto x € B, existem as derivadas 
parciais de £. Com efeito, pondo k = k(t) = ¿(x + tei) — E(x), temos 
Elx + tei) = E(x) +k, logo f(x+ tei, Elx) +k) = f(x, £(x)) = c para todo 
t € (—ô, ô). 

Pelo Teorema do Valor Médio, para todo t € (—ô, ô) existe 0 = 0 (t) € 
(0,1) tal que 


0 = f(x + te; Elx) + k) — f(x, £(x)) = 


= oL (x + Otei, E(x) + 0k) -t+ ia + Ote;, E(x) + 0k) - k. 
Logo 
of 


Restelo Ro oa EA 


t t of 
dy 


(x + Ote;, E(x) + 0k) 
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Pela continuidade de £, lim k(t) = 0. A continuidade das derivadas 


parciais de f nos dá então 


of 
DE, Ele+rte)- Ele) é Be, (8 (=). 
Ea t 2" Of 

Dot (x)) 


Sendo f € Ct, resulta desta fórmula que as derivadas parciais de € 
são contínuas, logo £ € C1. Se for f € C2, então suas derivadas parciais 
são de classe C!. Como já temos £ € Ct, resulta ainda da fórmula acima 
que as derivadas parciais de € são de classe Ct, logo é € C2. E assim 
por diante: f € C* implica £ € OF. 


Corolário. Seja f: U — R de classe CF (k > 1) no aberto U C 
RHI, Se £: V — R é contínua no aberto V CR” com (z,E(x)) € U, 
L la,la) * 0 e f(x, E(x)) = c para todo x € V, então E é de classe 
Or 

Evidentemente, não há nada especial a respeito da última variável. 
Dada f: U > R, de classe C* no aberto U c R”™t, se num ponto p € U 
(9) * 0 para algum inteiro į € [1,n + 1] então 
existe um aberto V C RAI, contendo p, tal que f!(c)NV é o gráfico de 
uma função de n variáveis, de classe C*. Mais precisamente, as condições 
x EV, f(x) = c definem, de modo único, a i-ésima coordenada de x 
em função das n restantes: x; = E(Z1,...,Xj-1,Xi41,---, Yn4+1), sendo É 
uma função de classe C*. 

Um conjunto M c R”+! chama-se uma hiperfície de classe CF 
quando é localmente o gráfico de uma função de n variáveis de classe C*. 
Isto significa que cada ponto p E€ M pertence a um aberto V C Rº+! 
tal que VN M é o gráfico de uma função de classe C* definida num 
aberto do espaço R”. Quando n = 1 diz-se “curva”e, se n = 2, diz-se 
“superfície”em vez de “hiperfície”. 

A definição acima inclui o caso k = 0. As hiperfícies de classe Cº 
têm interesse apenas topológico, não possuindo propriedades diferen- 
ciais. Podemos considerar também as hiperfícies diferenciáveis (caso 
intermediário entre C? e C1), que são localmente gráficos de funções 
diferenciáveis. Evidentemente, toda hiperfície de classe C* (k > 1) é 
diferenciável. 


tivermos f(p) = ce 
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Exemplo 22. Seja S” = (x € R"H.(x,7) = 1) a esfera unitária n- 
dimensional. Indiquemos com U C R” a bola aberta de raio 1, com 


centro na origem. Para cada i = 1,...,n + 1 ponhamos V; = (x € 
RH. > 0} e W; = tz E R”+L: r; < 0}. 
Escrevendo x* = (£1, ..., Zi—1, Ti+1, -< , En+1), temos: 


rE SOV S j|ž|<1 e z;= y1- (z*,x*}; 
x Ee SOW; S j|e*| <1 e zri =-—Ẹy1-— (x*,x*}. 


Logo, se considerarmos a função £: U > R, de classe CX, definida por 
E(u) = 4/1 — (u, u), vemos que, para cada i = 1,...,n +1, S” AV; 
é o gráfico da função x; = E(x*) enquanto que S” N W; é o gráfico de 
zi = —é(1*). Como todo ponto p € S” está contido em algum V; ou em 
algum W; , concluimos que S” é uma hiperfície de classe C% em Rº+. 

Seja M c R"+!. Dado p € M, usaremos a notação ToM para indicar 
o conjunto dos vetores velocidade N'(0), dos caminhos À: (—=,=) > M c 
R”+1, contidos em M, diferenciáveis no ponto t = 0 e tais que A(O) = p. 
Quando M é uma hiperfície diferenciável, o conjunto T,M chama-se o 
espaço vetorial tangente a M no ponto p. Esta denominação tem sua 
justificativa no 


Teorema 6. Se a hiperfície M C R”! é diferenciável então, para cada 
p E€ M, o conjunto TM é um subespaço vetorial de dimensão n do 
espaço euclidiano Rº+. 


Demonstração: Dado p = (a1,...,an41) em M, existem abertos V C 
RH U cC R”, com p € V, um inteiro i € [1,n + 1] e uma função 
£: U —> R, diferenciável, tais que z € V N M & zx; = E(x*), onde z* = 
(£1, ..-, Zi, Zil; ---; n41) E U. (Assim nenhuma das variáveis de É 
tem índice i.) Escrevendo também p* = (@1,...,đQi—1,;đi+1---,@n+1), 
afirmamos que 


= OE r a 
(8) v=(01,..,0n1) E TpM & a; = Ep") ag. 
T E 
De fato, em primeiro lugar, se v € T,M então v = (0) onde, 


restringindo £ se necessário, podemos supor que À: (-=,e) > MAV, 
A(O) = p. Então, para todo t € (—z,£) temos 


Ailt) = E(AL(t), isj Ai—1 (t), Aiti (t), Eria Ani (t))- 
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Pela Regra da Cadeia, 


as ; OE «a 
M(0) = Drs! ) A; (0), isto é, =>, dr; ) Qj, 
If IF 
como foi afirmado. 
Reciprocamente, se o vetor v = (01,...,Qn+1) é tal que 


ð 
ai= >). SE a; então definimos um caminho à: (—£,€) > MAV 
si OL; 
tomando € > 0 tal que |t| < € = p* + tv* € U, pondo A;(t) = aj + ta; 
para j#Æie 


Ailt) = E(a + tai,- - ,Qi—1 + tQi—1, Qipi + titl, - -< , @n41+ 
+ tan+1) = Ẹlp* + to). 


Pela Regra da Cadeia, temos A'(0) = v, logo v € TM. A caracterização 
(*) acima obtida mostra que TpM é um subespaço vetorial de dimensão 
n de R"+ | gerado pelos n vetores linearmente independentes 


e1 +Cre;,...,€;-1 + C;-1€;, Ci+1 + Ci+1€i, -- - , En+1 + Cn+1êi , 


onde cj = (0€/0x;)(p*). Outra maneira de interpretar a afirmação (*) é 

dizer que ela caracteriza T,M como o núcleo do funcional linear não nulo 

p: R”+1 > R, dado por p(v) = a; — >) c;a;, onde v = (09,...,Qn41) 
jfi 

e cj é a j-ésima derivada parcial de € no ponto p*. Ou ainda: T;M é o 

gráfico do funcional linear dé(p*). 


Exemplo 23. Para hiperfícies M C R”+! de classe C°, T,M pode 
não ser um espaço vetorial de dimensão n; se X = ((x,,2) € R3; z = 
V2z2 +y2) (cone), Y = [(x,y,2) € R$;z = |z|} e p = (0,0,0) então 
Tp pX consiste do vetor O apenas, enquanto TY é o subespaço vetorial 
de dimensão 1 em R3, formado pelos vetores (0, 8,0), BER. 


Exemplo 24. Sabemos que a esfera S” C R”! é uma hiperfície de 
classe C°. Para cada ponto p € S”, o espaço vetorial tangente T(S”) 
é o conjunto [p|* dos vetores v € R”* tais que (p,v) = 0. Com efeito, 
se À: (—£,£) — S” é um caminho diferenciável no ponto t = 0, com 
A(0) = p então, como |A(t)| = 1 para todo t, temos (NX (0), A(0)) = 0, isto 
é, A' (0) € [p]+. Isto mostra que T;M C [p]+. Como [p]+ é um subespaço 
n-dimensional de R"+!, resulta que esta inclusão é, na realidade, uma 
igualdade. 
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O teorema abaixo permite obter um grande número de exemplos de 
hiperfícies. Ele diz que se não há pontos críticos de f no nível c então a 
“superfície de nível c” da função f é, de fato, uma hiperfície. 


Teorema Global da Função Implícita. A imagem inversa M = 
fc) de um valor regular c de uma função f: U —R, de classe C* (k > 
1) num aberto U C Rº*, é uma hiperfície de classe C*. Em cada 
ponto pe M, o espaço vetorial tangente TM é o núcleo da diferencial 
df(p): Ri —> R ou, equivalentemente, o conjunto dos vetores v € R”+! 
perpendiculares ao vetor grad f(p). 


Demonstração: O fato de que M = f-!(c) é uma hiperfície de classe 
C* decorre imediatamente do Teorema da Função Implícita. Quanto a 
T M, se o caminho À: (—£,€) > M, com A(0) = p, é diferenciável no 
ponto t = 0 então, sendo f(A(t)) = c para todo t € (—e€,£), segue-se 
que 0 = (fo AY(0) = df(p) - X(0) = (grad f(p),N'(0)). Assim T, M 
está contido no conjunto dos vetores de R”+t que são perpendiculares a 
grad f(p). Como este conjunto é também subespaço vetorial de dimensão 
n, segue-se que ele coincide com T pM. 


Exemplo 25. Reexaminemos a esfera S” à luz do teorema acima. 
Considerando a função f: R”! — R (de classe C%), definida por 


f(x) = (z,x), temos EL (a) = 2x;, logo grad f(x) = 2x para todo 
Ti 
x € R+, Assim, grad f(x) =0627=0 f(x) = 0. Em par- 


ticular, 1 é um valor regular de f, donde S” = f-1(1) é uma hi- 
perfície em R"t!. Para cada p € S”, como grad f(p) = 2p, temos 


T(S”) = {v € Ro, 2p) = 2(v, p) = 0} = Ip). 


Exemplo 26. A função det: R? > R, que associa a cada matriz n x n, 
X = (x;;), o seu determinante, é de classe C%. A expansão de det. X se- 


n . . 
gundo os elementos da i-ésima linha nos dá det. X = X (1) w;;X| 
j=1 
onde Xy; é o determinante da matriz (n — 1) x (n — 1) que se obtém 
ð det 
(X) = 


ij 
(=) X (59), para cada X € R”. Em particular, no ponto X = I 
dd 
E (I) = ôi; (“delta de Kronec- 
Tij 
ker”: d; = 0 se i £ j e ði = 1). Isto significa que o gradiente da 


ij] > 


omitindo a i-ésima linha e a j-ésima coluna de X. Logo 


(= matriz identidade n x n), temos 


função det no ponto I é a matriz identidade. Seja agora U C R”? 
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o subconjunto aberto formado pelas matrizes n x n que têm deter- 

minante # 0 (matrizes invertíveis). Então a restrição det: U > R é 

uma função sem pontos críticos. [Com efeito, basta que, para um dos 

índices à ou j fixado, todos os números Xy; sejam nulos para que ocorra 

det X = 5 (1) rij Xu = > (1) rij Xyz = 0, logo X É U.] As- 
A 


sim, todo número real é um valor regular para a função det: U > R. 
Em particular, M = (det) !(1) = conjunto das matrizes n x n que 
têm determinante igual a 1 é uma hiperfície em RP, [M é um grupo 
relativamente à multiplicação de matrizes, conhecido como o “grupo uni- 
modular”de R”.] O espaço vetorial tangente T;M, no ponto T (matriz 
identidade) consiste nas matrizes X = (x;;) que são perpendiculares ao 
gradiente de det nesse ponto, o qual sabemos que é T = (0,;;). Ora, te- 
mos (X, I) = J x;;d;j = >, vi; = traço de X. Assim, o espaço vetorial 


ij i 
tangente a M no ponto I é o conjunto das matrizes de traço nulo. 


Observação: Toda hiperfície M C R”*1, sendo localmente o gráfico de 
uma função z; = E(£,...,Zi—1, Li+1; eessBnaa ) = 6x"), de n variáveis, 
é também localmente a imagem inversa f”!(0) do valor regular 0 pela 
função f(x) = x; — E(x*), definida no aberto V tal que MAV éo 
gráfico de é. Não é verdade porém que toda hiperfície M c R"+! seja 
globalmente do tipo M = f-!(c), imagem inversa de um valor regular, 
como no teorema acima. Se M é deste tipo então a aplicação contínua 
py = grad f: M — Rº* fornece o que se chama um “campo contínuo 
de vetores normais não nulos ao longo de M”. Aqui, normal significa 
que, para cada pe M, (p) = grad f(p) é perpendicular a todo vetor 
tangente v € TpM. As hiperfícies que admitem um campo contínuo 
de vetores normais não nulos y: M — R"+! chamam-se hiperfícies ori- 
entáveis. Um exemplo de superfície não-orientável em R? é a faixa de 


Möbius. (Veja 814 do Capítulo V.) 


10 Multiplicador de Lagrange 


Sejam M C R”* uma hiperfície de classe C? (k > 1), contida num 
aberto U CR'H e f: U — R uma função real de classe C*. Pretende- 
mos determinar os máximos locais, mínimos locais e, mais geralmente, 
os pontos críticos da restrição f|M. Antes de mais nada precisamos 
definir o que entendemos por um ponto crítico de f| M. 
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Os pontos críticos de f em U são, como sabemos, os pontos x € U 


ol (a) = 0 para todo v € Rºt. Isto 
v 

quer dizer que, para todo caminho diferenciável À: (~e, £) — R"*! com 
A(0) = x, temos (fo A)'(0) = 0. Usando este fato como guia, definiremos 
um ponto crítico de f|IM como um ponto p € M tal que (fo A)(0) = 0 


para todo caminho diferenciável À: (-c,e) > M, com A(O) = p. Isto 


tais que grad f(x) = 0, isto é, 


significa que 9) = 0 para todo v € TM, ou seja, p E€ M é um 
ponto crítico da restrição f|M se, e somente se, (grad f(p),v) = 0 para 
todo v € TM, ou ainda, se, e somente se, o vetor grad f(p) é normal à 
hiperfície M no ponto p. 

Se p E€ M é um ponto de máximo local (ou de mínimo local) para a 
restrição fIM então, para todo caminho diferenciável À: (-c,e) > M, 
com A(0) = p, O é um ponto de máximo (ou de mínimo) local para a 
função real fo A: (-c,e) > R, logo (fo AY (0) = 0, portanto p é um 
ponto crítico de f|M de acordo com a definição acima. 

Evidentemente, os pontos críticos de f em U, que por acaso per- 
tençam a M, se existirem, serão pontos críticos de f|M. O interessante, 
porém, é que podem ocorrer pontos críticos de f|M que não são pontos 
críticos de f, isto é, nos quais grad f não se anula. Por exemplo, sejam 
f: R? —> R, dada por f(x,y) = y, e M = S! =((r,y) € R?; £?+y? = 1). 
Evidentemente, f não possui pontos críticos, pois grad f = (0,1) em 
todos os pontos (x,y) € R?. Mas p = (0,1) e q = (0,—1) são pon- 
tos críticos de f|S!, inclusive porque são os pontos onde f|S! atinge, 
respectivamente, seu máximo e seu mínimo. De um modo geral, se 
a hiperfície M C R”+! é compacta, então f|M admite pelo menos dois 
pontos críticos, a saber, os pontos onde f|M assume seus valores máximo 
e mínimo. 

A resposta ao nosso problema é dada pelo 


Teorema do Multiplicador de Lagrange. Consideremos f: U — R, 
uma função de classe CĂ (k > 1) no aberto U CR'H, e M = qc) 
uma hiperfície contida em U, imagem inversa do valor regular c € R por 
uma função y: U —> R, de classe C*. Um ponto pe M é ponto crítico 
de fIM se, e somente se, existe um número real À tal que grad f (p) = 
A - grad (p). 

Demonstração: Para todo ponto p E€ M, temos grady(p) L TyM pois 
M é superfície de nível de y. Além disso p é ponto crítico de fIM se, 
e somente se, grad f(p) L T,M. Como T,M C R"H é um subespaço 
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vetorial de dimensão n, segue-se que p E M é ponto crítico de f|M se, 
e somente se, grad f(p) é um múltiplo de grad y(p). 


Observação: Quando a hiperfície M não é dada como imagem inversa 
y-1(c) de um valor regular, os pontos críticos de f|M são simplesmente 
os pontos p € M nos quais grad f(p) é normal a M. 

A pesquisa dos pontos críticos de fIM reduz-se, portanto, a resolver 
o sistema de n + 2 equações 


of dy 
= À. = [RR 1); 
da, (0º) dx, P? (i=1,2,...0,n+ 1); 
p(p) =c, 
nas n + 2 incógnitas À, 71,...,Zn41, onde p = (Z1,...,UYn41). 


O número À chama-se o multiplicador de Lagrange. Sua presença no 
sistema acima torna o número de equações igual ao número de incógnitas, 
o que muitas vezes ajuda a resolvê-lo. 

A condição grad f(p) = À - grad y(p) significa que a hiperfície M é 
tangente à superfície de nível de f que passa pelo ponto crítico p da 
função fIM. No caso em que se podem esboçar essas superfícies, esta 
observação auxilia a localizar os pontos críticos. 

Vejamos agora alguns problemas onde se aplica o método do multi- 
plicador de Lagrange. 


Exemplo 27. Seja f: Rê — R definida por f(x,y) = ax + by, com 
a? +b? + 0. Quais são os pontos críticos da restrição de f ao círculo 
unitário S1? Temos grad f = (a,b), S!=v 11), plx, y) = r? +y? 
e grady = (2z,2y). Os pontos críticos de f|S! são aqueles onde os 
vetores (a,b) e (2x,2y) são colineares. Como, além disso, deve-se ter 
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do . , a b —a 
q +y = 1, isto nos dá z = ——=—— , Y= —— OU T = — 
: Va2 + b2 Va? + b2 Val + b2” 
y = — Nestes pontos, f|St assume, respectivamente, seu valor 
af + 
máximo, igual a Va? + b2, e seu valor mínimo, igual a —v a? + b2. 


Exemplo 28. Dados a € R"*! e uma hiperfície M C R®+t, que não 
contenha o ponto a, determinar o ponto p E€ M mais próximo a a. (Se M 
for um subconjunto fechado de R”+!, sabemos que um tal ponto sempre 
existe.) Consideremos a função f(x) = |x — al, que é de classe C% em 
R”+1— fa). Procuramos os pontos onde f|M assume seu valor mínimo. 
Eles estão entre os pontos críticos de fIM, isto é, entre os pontos nos 
quais grad f é normal a M. Ora, como f(x) = /X(x; — a;)2, temos 

em , donde grad f(x) = — 
Oxi |z— al |z — a| 
de f|M (entre os quais se encontram os pontos de M situados a uma 
distância mínima do ponto a) são os pontos x € M tais que z — a é 
normal a M. 


- Assim, os pontos críticos 


Exemplo 29. Seja (a;;) uma matriz real n x n simétrica, isto é, ai; = 
P J j 0 yig 

aji. A ela corresponde uma transformação linear A: R” — R”, definida 
por A- x = y, com y = J aijzj. A condição aij = aji é equiva- 


j 
lente a (Az, y) = (x, Ay) para quaisquer x,y € R”. Diz-se então que 
a transformação linear A é auto-adjunta. Um vetor x € R” chama-se 
um autovetor de A quando z # 0 e A- x = àA: x para algum à E€ R. 
O número À chama-se então o autovalor correspondente ao autovetor 
x. Em geral, uma transformação linear A: R” — R” não precisa ter 
autovetores x € R” nem autovalores reais. (Tome, por exemplo, uma 
rotação no plano, de ângulo 0, com 0º < 8 < 180º.) Mostraremos agora 
que se 4 é auto-adjunta então existe uma base ortonormal de R” formada 
por autovetores de A. Para isso, introduziremos a forma quadrática 
f: R” >R, dada por f(x) = (A-x,x) ou, em termos de coordenadas, 
n 


f(x) = J, ajxix;. Estudaremos os pontos críticos de f na esfera 
ij=1 
Si ig n—1 n of 
unitária Sº— 1! C R”. Como TH 2- aij£j, temos grad f(x) = 2A- x. 


Por outro lado, S”71 = p-1(1), onde y(x) = (x, £), donde grad y(x) = 
2.x. Logo os pontos críticos de f|9”7! são os pontos u € S”! tais que 
A-u=A-u. Num tal ponto u, temos f(u) = (Au,u) = (Au, u) = À, 


[SEC. 10: MULTIPLICADOR DE LAGRANGE 179 


pois (u,u) = 1. Podemos, portanto, enunciar: 

Dada a forma quadrática f: R” > R, f(x) = (A-x,x), com 
A: R” > R” auto-adjunta, um ponto u E S"1 é ponto crítico de f| S”! 
se, e somente se, A-u=A-u, onde à = f(u). 

Em particular, se A é o valor máximo de f no compacto S"—!, atin- 
gido no ponto u1 € S”-1, então Ay é o maior autovalor de A. Considere- 
mos agora o subespaço (n — 1)-dimensional E = (x' € R”; (x, u1) = 0}, 
complemento ortogonal do vetor uy. Sex € E então (A -x,m) = 
(x, A-um)=(z,Au)=A-(rx,u)=0. Logo x E€ E => A-x Ee E. Por 
restrição, obtemos uma transformação linear auto-adjunta A: E > E. 
Seja f(u2) = À» o valor máximo da forma quadrática f entre os ve- 
tores unitários pertencentes a E (isto é, perpendiculares a u1). Então 
A- u2 = À» -u2. Prosseguindo analogamente, obtemos uma base orto- 
normal de R”, (wy,u2,...,Un), formada por autovetores de 4. 


Exemplo 30. Consideremos a função f: R? —> R, f(zx,y,z)=z-y-z, 
e, para cada c > 0, procuremos seu valor máximo na superfície M = 
(xyz) E R?;£ +y +z = cy > 0,z > 0}. Esse máximo existe em 
M porque M é um conjunto compacto mas, na realidade, está em M 
pois f é positiva em M e nula em M — M. Ora grad f = (yz, £z, £y) e 
M é uma parte de y7™}(c), com (x,y,z) = x +y + z, donde grad y = 
(1,1,1). Logo, num ponto de M onde f|M seja máxima, devemos ter 
yz = rz = try = \ezr+y+z =c. Assim, z = y = z = ¢c/3e 
f(x,y,z) = @/27. Sendo este valor máximo de f em M, devemos ter 
È (futy+z 

27 ( 3 

c. Mas c é arbitrário e três números positivos x, y, z têm sempre uma 
soma c. Podemos então afirmar que, dados 3 números positivos x, y, 


ryz < 


3 
) sempre quer >0,y>0,2>0extyt+z= 


3 
s+y+z vHy+z Er 
z, tem-se xyz < (=t) , OU seja Yxyz < a a média 
geométrica é menor do que ou igual à média aritmética. O mesmo 
raciocínio, aplicado à função f: R” — R, dada por f(x) = £1- £2- En, 


mostra que a média geométrica de n números positivos é menor do que 
ou igual à média aritmética desses números. 


Exemplo 31. Usaremos o método do multiplicador de Lagrange para 
demonstrar a desigualdade de Hadamard: se X é uma matriz n x n 
cujas linhas são os vetores X; = (£i1, i2,- - , Zin) então det. X < |Xi|- 
|Xo5|...|Xn|, onde |X;| é a norma euclidiana de X;. Isto é evidente se 
det. X = 0. Caso det. X Æ 0, então todos os vetores-linha são Æ 0, 
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logo X; = |X;| - Wi, com |W;| = 1, para todo i. Então det. X = 
|Xi1|-|Xo]...|X,|-det. W, onde W é a matriz cujas linhas são os vetores 
unitários W1,..., Wn. A desigualdade de Hadamard ficará provada se 
mostrarmos que det. W < 1. Mais geralmente, mostraremos que se 
W = (wij) é uma matriz n x n tal que Duw} = n então det. W < 1. 


2,9) 
Definamos portanto f, p: R” —> R pondo f(X) = det. X e Y(X) = 


ð a 
Dt Temos Des 00 = 2 e as = (=) Xi, onde X é 
o determinante da matriz (n — 1) x (n — 1), obtida de y pela omissão 
da i-ésima linha e da j-ésima coluna. Todo número real Æ 0 é um valor 
regular de y, logo M = q" !(n) é uma hiperfície (compacta) de classe 
CS em R”. (Esfera de centro 0 e raio y/n.) 

Uma matriz W = (wij) é ponto crítico de fIM se, e somente se, 
Zu} = = n e grad f(W) = à - grad y(W) para algum À real. Daí: 
ij 


(¥) (1) Wig = 2A -w;j para quaisquer i,j € [1, n]. 


Multiplicando por wij , somando e levando em conta a regra de expansão 
de um determinante em relação aos elementos de uma linha, temos: 


n- det W = Da DI wij W; lij] = 2À- S ugs 2A- n, 


donde det W = 2A. Agora multipliquemos (*) por wij, fixemos i e 
somemos em relação a j. Resulta: 


det W = V wij Wj = 2A- Dow; = det W - Dou; : 
J j j 
Suponhamos que W seja um ponto onde f|M assume seu valor 


máximo. Então det W = f(W) £ 0 e da igualdade acima vem |[W;|2 = 
DD wi; = 1 para todo i. 
j 


Em seguida, multipliquemos (*) por wx;, com k Æ i, e somemos em 
relação a j. Teremos 


X itj ; = : ` ae : . 
(—1) Wkj Wij =2A WkjWij = 2A (Wk, Wi). 
J j 
Ora, o primeiro somatório acima é zero, por ser o desenvolvimento, em 
relação aos elementos da i-ésima linha, do determinante de uma matriz 
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com duas linhas (a i-ésima e a k-ésima) iguais a Wg . Logo (Wk, Wi) = 0 
para k £ 1. 

Assim, todo ponto W € M onde f|M atinja o seu valor máximo é 
uma matriz cujas linhas são vetores unitários, 2 a 2 ortogonais, isto é, 
W é uma matriz ortogonal. Em particular, det W = +1. Por ser det W 
máximo, seu valor é evidentemente 1. 

Concluimos que det W < 1 para toda W € M, o que demonstra a 
desigualdade de Hadamard. 


Observação: O valor absoluto de det. X é o volume do paralelepípedo 
n-dimensional determinado pelos vetores X4,..., Xn , que constituem as 
linhas de matriz X. A desigualdade de Hadamard significa, geometrica- 
mente, que se mantivermos constantes os comprimentos desses vetores, 
det. X se torna máximo quando eles forem 2 a 2 perpendiculares, caso 
em que o volume do paralelepípedo é o produto |X1|- |X5]...|Xn| dos 
comprimentos das suas arestas. 


Exercícios 


§1. 


1.1. Seja X = {(xz,y) E€ R?;xz > 0 ez? < y< 2r°}. Ponha U = R? — X. Mostre 
que, para todo a € U e todo v € R?, existe ô > 0 (dependendo de a e de v) tal 
que 0 < t < ô = a + tv € U. Entretanto U não é um conjunto aberto. 


1.2. Seja U CR” aberto e conexo. Se f: U — R possui, em todos os pontos de U, 
derivadas parciais nulas então f é constante. 


1.3. Se f: U > R, definida no aberto U C R™, assume seu valor máximo (ou 
mínimo) num ponto a € U então qualquer derivada parcial de f que exista no 
ponto a é nula. 


1.4. Seja f: U — R contínua no aberto limitado U C R”, possuindo derivadas 
parciais em todos os pontos de U. Se, para todo a € OU tem-se lim f(x) = O 


of 


então existe c € U tal que 3 


-(c) = 0 para i = 1,...,m. [“Teorema de Rolle”.] 


i 


1.5. Se f: U — R possui derivadas parciais, com Ei <M(i=1,...,m) em 


todos os pontos do aberto convexo U C R” então | f(x) — f(y)| < Mx — y| 
(norma da soma) para quaisquer x,y E€ U. Conclua que se f possui derivadas 
parciais limitadas num aberto qualquer ela é contínua (mas não necessaria- 
mente uniformemente contínua). 


1.6. Seja A C R? um retângulo aberto, de lados paralelos aos eixos. Se f: A > 
R possui derivadas parciais em todos os pontos de A então, dados (a,b) e 
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1.7. 


1.8. 


82. 


2.1. 


2.2. 


2.3. 


2.4. 


83. 


3.1. 
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(a+h,b+ k) em A existe 0 € (0,1) tal que f(a +h, b+ k) — f(a, b) = ala | 
z 


fi | of | R 
Oh,b+ k): h+ Sy (0b + OR): k. 


Se X C R” é convexo e Y C R” é arbitrário então X x Y C R”*” é i-convexo 
para todo i = 1,...,m. Dê exemplo de um aberto conexo U C R? que seja 
l-convexo e 2-convexo mas não seja convexo. 


Seja f: U — R contínua num aberto U C R?, com derivada parcial Pia, b) > 
0 num ponto (a,b) EU, com f(a,b) = c. 

1) Mostre que existe um retângulo 1 x J, de lados paralelos aos eixos, contido 
em U, tal que f(x,y) > c quando (x,y) pertence à base superior do retângulo 
e f(x,y) < c quando (x,y) pertence à base inferior. 

2) Mostre que existe um intervalo 1 de centro a, no qual está definida uma 
função £: I— J tal que é(a)=b e, para todo vel, f(x,€(x)) = c. Esta função 
não é necessariamente única, mas qualquer uma delas é contínua no ponto a. 


oð i , F 
3) Se a > 0 em todos os pontos de U, mostre que € é única e é contínua em 
y 
I. 


Uma função f: R” — R tal que f(0) = 0 e f(ta) = tf (x), para quaisquer x € 


R” et Æ 0, tem todas as derivadas direcionais na origem, e vale zi (0) = fw). 


ðv 


2 

Seja f: R? — R definida por f(x,y) = a sex? +y’ > 0e f(0,0) = 0. 
Para todo caminho À: (—e,e) — R°, diferenciável no ponto 0, com A(O) = 
(0,0), existe a derivada (f o A} (0). 

Sejam y, Y: R? — R definidas por 


2 2 
plz, y) = (a? -9f V(x, y) = (2° “oa sezx>0e0<y<a”. 


Nos demais pontos de R°, ponha (x,y) = W(x,y) = 0. Mostre que ọ e y 


possuem derivadas direcionais SLA — em todos os pontos do plano e que 


v’ ðv 

essas derivadas dependem linearmente de v. Mostre ainda que 1) é contínua 
em R? mas y é contínua apenas em R? — {0}. Finalmente, considerando o 
caminho diferenciável A: R > R?, dado por A(t) = (Et). a função composta 
poA: R > R não é derivável no ponto t = 0. 

Seja f: R” — R uma função contínua, possuindo todas as derivadas direcionais 


em qualquer ponto de R”. Se (u) > 0 para todo u € S””! então existe 


ðu 


um ponto a € R” tal que 2 (a) = 0 seja qual for v € R”. 
v 


Seja f: R” — R tal que f(tx) = |t| f(x) para x ER” et € R quaisquer. Se f 
é diferenciável na origem, então f(x) = O para todo x. 
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3.2. 


3.3. 


3.4. 


3.5. 


3.6. 


3.7. 


3.8. 


3.9. 


3.10. 


3.11. 


Sejam U C R” um aberto tal que x € U, t>0=>treU, ek um número 
real. Uma função f: U — R diz-se positivamente homogênea de grau k quando 
ftx) = t" f(x) para quaisquer z € U et > 0. Para todo k € R mostre que 
existe uma função f: R” — {0} > R, de classe C% , positivamente homogênea 
de grau k, tal que f(x) > O para todo z e f não é um polinômio. 

Seja U C R” como no exercício anterior. Se f: U — R é diferenciável então 


f é positivamente homogênea de grau k se, e somente se, cumpre a relação 


de Euler 3) OF r) -£i = k - f(x). Escreva a relação de Euler para a função 


Ox; 
Hx) = (£, 2)" = |x|. 
Sejam U CR” aberto e f: U — R diferenciável no ponto a € U. Prove que 
existem £ > 0e M > 0 tais que |A| < € > a+h € U e |f(a+h)— f (a)| < M-|h]. 
Mostre que a seguinte modificação do exercício anterior é falsa: existem € > 0 
e M > 0 tais que |y — aļ| < e, |x — a| < e > |f (y) — f(x)| < M - |y — al. 


Seja f: U — R de classe C! no aberto U C R”. Dados a € U e € > 0, prove 
que existe ô > 0 tal que 


z,y €U, |z — a] < ô, |y — a] < ô= fw) — Ha) = f'(a)(y - z) + r(z,y), 
onde |r(x,y)| < elx — yl. 
Uma função holomorfa que só assume valores reais num aberto conexo é cons- 
tante. (Idem, para valores numa reta qualquer do plano.) 


Sejam f = u + iv uma função holomorfa e p, caminhos diferenciáveis, com 
valores no domínio de f, tais que u o y e voy são constantes. Se p(s) = y(t) 
e f'(p(s)) £0 então (p(s), y'(t)) = 0. (“As curvas de nível da parte real e da 
parte imaginária de uma função holomorfa cortam-se ortogonalmente”.) 


Sejam U C R” aberto, f: U — R diferenciável no ponto a € U e M = 
{(x,y) € R”; x € U,y = f(x)) o gráfico de f. O conjunto E dos vetores 


v=(a1,...,Qm+1) E R”+! tais que am41 = Sa: a é um subespaço 


i=1 dx; 
vetorial de dimensão m em R”"*!. Mostre que E coincide com o conjunto dos 
vetores velocidade A'(0) dos caminhos A: (—e,£) — R”*!, diferenciáveis no 
ponto t = 0, com A(O) = (a, f(a)) e tais que A(t) € M para todo t. Determine 
B1,...,m+1 de modo que o vetor v = (81,...,/m+1) seja não-nulo e ortogonal 
ao subespaço E. 


Seja f: I — R” um caminho de classe C? que representa o movimento de 
um ponto de massa m, o qual se desloca sob a ação de um campo de forças 
conservativo. Isto significa que existe uma função u: U > R, de classe C+, 
chamada a energia potencial, tal que f(I) CU e m- f”(t) = —gradu(f(t) 
para todo t € I. Defina a energia cinética do ponto f(t) como mlf'(t)P/2. 
Prove o princípio da conservação da energia: em cada instante t, a soma da 
energia cinética com a energia potencial é igual a uma constante c. 


Na parte (2) do Exercício 1.8 deste capítulo, mostre que se f é diferenciável 
no ponto (a,b) então qualquer função £ tal que é(a) = be f(x, &(x)) = c para 
todo x € I é diferenciável no ponto a. 
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3.12. 


3.13. 


§4. 


4.1. 


4.2. 


4.3. 


4.4. 


4.5. 


4.6. 


4.7. 


[CAP. Ill: FUNÇÕES REAIS DE n VARIÁVEIS 


Seja f: U — R diferenciável, positivamente homogênea de grau 1 num aberto 
U C R” contendo zero. Mostre que f é a restrição a U de uma transformação 
linear de R” em R. Conclua que a função f: R? — R, dada por f(x,y) = 
q /(22 +92), f(0,0) = 0, não é diferenciável na origem. 

Seja f: R” — R diferenciável, tal que f(x/2) = f(x)/2 para todo x € R”. 
Prove que f é linear. 


Todo funcional linear f: R” — R é diferenciável e df(x)- v = f-v para 
quaisquer x,v € R”. 


Seja f: U — R uma função que possui todas as derivadas direcionais PF a) 


ðv 
num ponto a € U, U C R” aberto. Se não existirem pelo menos m— 1 vetores 
f : , (0) a ef di = 
v, linearmente independentes, tais que o(a) = 0, então f não é diferenciável 
v 


no ponto a. 


Dada f: U — R no aberto U C R”, defina f}: U — R pondo f*(x) = f(x)". 
Prove que fº é diferenciável e que df" (x) -v = k- f7 (x) df(x) -v para x € U 
eveR?. 


Para cada uma das funções abaixo, escreva a diferencial sob a forma 


TE ŠE (a) - dos poeg AL (a): dam 


e use esta expressão para calcular df (x) -v para x e v dados. 


(a) f: Rx(R-(0) >R, f(x,y) = zx/y. Calcule df (x, y)-v com v = (tz, ty) 
e relacione este resultado com a curvas de nível de f. 

(b) f: R3—{0} >R, f(x,y,2) = (vz? +y? + 2) Mostre que df (x, y, 2): 
v = 0 se, e somente se, v é perpendicular a (x,y,z). Calcule df (x, y, z)-v 
parar=1, y=2, z=3ev=(4,2,2). 

(c) f: R? — {0} > R, f(z) = log|z|. Calcule df(z) -v com z = (x,y) e 
v = (—y, 2). 


Considere em R” a norma euclidiana. Se f: R™ — {0} > R é definida por 
f(x) = |z|", com a ER, então df (x) - v = alx|"2(x,v) para todo v € R”. 


Para 1 < i, j < m seja fij: R”? —> R definida por fi;(X) = (i, j)-ésimo 
elemento da matriz X?. Para X, V € R”? quaisquer, mostre que dfi;(X)- V é 
o ij-ésimo elemento da matriz XV + VX. Obtenha um resultado análogo com 
X? em vez de X2. Generalize. 


Seja f: U — R definida no aberto U C R”. Dado a € U, suponha que, para 
todo caminho À: (—£,£) — U, com A(0) = a, que possua vetor velocidade 
v = (0) no ponto t = 0, o caminho composto fo A: (—£,€) — R também 
possua vetor velocidade (f o A) (0) = T - v, onde T: R” — R é linear. Prove 
que, nestas condições, f é diferenciável no ponto a. 
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4.8. 


4.9. 


4.10. 


4.11. 


4.12. 


85. 


5.1. 


5.2. 


5.3. 


Seja f: U — R diferenciável no aberto U C R”. Suponha df(a) £ O para 
um certo a € U e considere o vetor unitário u € R™ tal que df(a)- u = 
max{df (a) - h;|h| = 1}. Se v € R” é tal que df(a) -v = 0, mostre que v é 
perpendicular a u. 

Seja f: R” x R” — R dada por f(x,y) = (x,y). Mostre que f é diferenciável 
e que df (x,y) - (v, w) = (v,y) + (x, w). Generalize, considerando uma forma 
bilinear y: R™ xR” — R qualquer. Generalize ainda mais, tomando 1): R™! x 
-X R™F > R k-linear. Obtenha a diferencial da função determinante como 
caso particular. 


Prove que f: R? — R é diferenciável no ponto c = (a,b) se, e somente se, 
existem funções a, 3: R? — R contínuas na origem, tais que, para todo (h,k) € 
Rº, se tem f(a+h,b+k) = f(a,b)+a-h+8-k, onde a = a(h, k) e 8 = b(h, k). 
Seja U C R™ aberto. Se a função diferenciável f: U — R cumpre a condição 
de Lipschitz |f(x) — f(y)| < c|x — y| então |df(x) -v| < clul para x € U e 
v E€ R”. 

Sejam U = fr € R™;|x:| < 1, i = 1,...,m} e f: U — R uma função dife- 
of 
Ox; 


comprimento < 3m. 


(x)| < 3 para todo « € U. Então f(U) é um intervalo de 


renciável, com | 


Dada a transformação linear A: R™ — R”, defina as funções f: R” xR” — R e 
g: R” — R pondo f(x,y) = (A-x,y) e g(x) = (A-x,x). Determine grad f(x,y) 
e grad g(x). 

Seja f: U — R diferenciável no aberto U C R”. Dada uma base ortogonal 


{u1,..., Um} de R”, mostre que, para todo x € U, tem-se 
m 
1 of 
rad = u 
8 F ) 3 Jui]? Bu; ) i 
Mais geralmente, dada uma base arbitrária {v1,..., Um} em R”, indique com 
(9) a matriz inversa da matriz cujo ij-ésimo elemento é o produto interno 
(vi, vj}. Mostre que a expressão de grad f(x) em relação à base {v1,..., Um} é 


a seguinte: 
ij OF 
grad f(x) =. 39 do, | 2E 
i j Vj 
Quais dos esboços abaixo podem representar o conjunto das curvas de nível de 
uma função f: U > R, de classe C! no aberto U C R? ? 


R 
== NY 
y 
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86. 


6.1. 


6.2. 


6.3. 


6.4. 


[CAP. Ill: FUNÇÕES REAIS DE n VARIÁVEIS 


Seja f: [0,b] x [0,b] — R contínua. Prove que 


J œf tenus | af Kena 


e conclua que Jo de fo g(y) dy = Fü — y)g(y) dy se g: [0,b] — R é contínua. 
Seja f: (a,b) — R contínua. Defina a integral imprópria de f pondo 
ma F(a)da = im la f(x)dx, quando este limite existir. Defina analoga- 
mente as integrais impróprias de funções contínuas g: [a, b) > R e h: (a,b) > 
R. Quando a função contínua f: (a,b) — R é > 0, a integral impropria 
J? f(x)dx existe se, e somente se, pode-se obter K > 0 tal que, para todo 
intervalo fechado [c,d] C (a, b], tem-se J? f(x)dx < K. Para f: (a,b) > R 
contínua arbitrária, a integral imprópria J? f(x)dx existe se, e somente se, 
dado £ > 0, pode-se achar ô > 0 tal que a < c < d < a+ô > Ri fla) dx| < e. 
Se f: (a,b] > R é contínua e je |f (x)|dx existe, então j? f(x)dx também exis- 
te. (Toda integral absolutamente convergente, é convergente.) Finalmente, se 
f? f(x)dx existe e g: (a,b] — R é contínua, com |g(x)| < f(x) para todo 
x € (a, b], então Je g(x) dx existe. 


Das integrais impróprias abaixo, duas convergem e duas divergem. Quais? 


T dx 5 da 
-l= g?’ a V1- x? 


1 1 
[ Gai dz eE 
o 2º -a VO rl — k?z?) 


Seja G: (a,b] x Y — R contínua, com Y C R” arbitrário. Diz-se que a integral 


imprópria G(t,y)dté uniformemente convergente em Y quando, para todo 
e > 0 dado, existir ô > 0 tal quea <c<d<a+ô< b> Es G(t,y) dt| < €, 
seja qual for y € Y. Prove que se F: (a,b] x U >R (com U C R” aberto) 
e suas derivadas parciais em relação às últimas m variáveis são contínuas em 
(a,b] x U, e existem, para todo x € U, as integrais impróprias 


(a) J F(ta)dt e (x)= Ir; O x) dt, 


a 


sendo a segunda delas uniformemente convergente em cada parte compacta de 


2 (o) sus : 
U, então tem-se ao (2) = W(x). Noutras palavras, é permitido derivar uma 
ER 


1 
integral imprópria sob o sinal de integração, desde que o resultado seja uma 
integral uniformemente convergente nas partes compactas. Conclua daí que se 


dt - 

(k) = S AORA [k| < 1 então 
TARDE ii ktdt 

FIN I, JO OI PO) 
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6.5. 


6.6. 


6.7. 


87. 


Tl 


7.2. 


7.3. 


7.4. 


T9; 


Defina a função de Bessel Jo pondo 


1 f! cosat 


r —ı V1 — t2 


Prove que Jy + (1/x) Jó + Jo = 0 para todo x > 0. 


Jo(x) dt. 


Seja f: (a,b] xY — R contínua, com Y C R” arbitrário. Se existem constantes 


c, M, com 0< c< 1el|f(t,y)| < z para quaisquer t € (a,b] e y € Y, 


M 
(t—a) 
então a integral S? f(t, y) dt converge uniformemente em relação a y. 

Seja f: (a,b] x [c,d] > R contínua. Se, para cada t € [c,d], existe a integral 
imprópria I f(s,t)ds, a qual converge uniformemente em relação a t, então 


a integral J? f(s,t)ds é uma função contínua de t € [c, d] e tem-se 


f af ienas fas f teda. 


A igualdade acima significa, em particular, que existe a integral imprópria do 
segundo membro. 


Com a notação da Regra da Cadeia, supondo f e g duas vezes diferenciáveis, 
obtenha uma fórmula para (go 1) (a). 

Oxi;da; 
Uma função diferenciável f: U — R, definida no aberto U C R”, é de classe 
C! se, e somente se, para cada h € R”, a função ph: U — R, dada por 
pn(x) = df(x) - h, é contínua. Analogamente, f é duas vezes diferenciável se, 


e somente se, Yr é diferenciável. 


Seja f: U — R duas vezes diferenciável no aberto convexo U C R°. A fim 
2 


de que E Í seja identicamente nula, é necessário e suficiente que existam 
TOY 

funções reais y: I — R, y: J — R, duas vezes diferenciáveis em intervalos J, 

J da reta, tais que f(x,y) = p(x) + (y) para todo (x,y) EU. 


A fim de que uma função duas vezes diferenciável g: R? > R satisfaça a 
equação 
dg dg 
dr? Oy? 
é necessário e suficiente que existam funções y: R > R, y: R > R, duas 
vezes diferenciáveis, tais que g(x, y) = y(x +y) + Ux — y). 
É 2 : E$ of 2 3f 
Seja Ré — R duas vezes diferenciável. Suponha que a T Cc 972 em todos os 
y x£ 
pontos de R?, onde c é uma constante. Prove que existem funções y: R —> R, 
p: R —> R, duas vezes diferenciáveis, tais que f(x,y) = p(x — cy) + y(x + cy). 
[Solução da “equação da onda” .] 
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8.1. 


8:2: 


8.3. 


8.4. 


8.5. 


8.6. 


8.7. 


[CAP. Ill: FUNÇÕES REAIS DE n VARIÁVEIS 


Seja U C R” um aberto. Para toda função f: U — R duas vezes diferenciável, 
2 

o Laplaciano de f é a função Af: U — R, definida por Af = E! ++ 
z 

ə? ' 

x2, 

A(foT)=(Af)oT: V > R, onde V = THU). [Invariância do Laplaciano 

por rotações.] 


- Prove que se T: R” — R” é uma transformação linear ortogonal então 


Uma função f: U — R, de classe C? no aberto U C R”, diz-se harmônica 


m 32 
quando Af(x) = O para todo x € U. (A igualdade 537 Ee 
i=1 i 


equação de Laplace.) Mostre que as funções abaixo são harmônicas: 
E 1 — 
(@) u R?-{0} >R, ul) = gp lels (2,0) 


(b) p: R? >R, p(z,y, z) = 2r -y — 22, 
(c) f: R? >R, f(x,y) = (A -cosar + B-senax)e”. 


= 0 chama-se a 


2 2 
of f 0 
dx? Oy? 
em todos os pontos de U. Suponha que os pontos críticos de f são todos 
não-degenerados. Mostre que f não possui máximos nem mínimos locais. 


Seja f: U — R harmônica no aberto U CRº,istoé, fe C? e 


O conjunto dos pontos em que uma função arbitrária f: X — R, definida num 
conjunto X C R”, admite um máximo ou um mínimo estrito é enumerável. 
[Seja E C X um subconjunto enumerável denso. Para cada ponto x € X que 
seja máximo estrito de f, escolha ex E€ E e re E€ Q com le; — x| < re/2 e 
y E€ B(ez;Tz)— {xz} => f(y) < f(x). A aplicação x > (er, ra) é injetiva.] 
Dada q: (a,b) > R derivável, defina f: (a,b) x (a,b) — R pondo f(x,y) = 
J? p(t)dt. Determine os pontos críticos de f, caracterize os pontos críticos 
não-degenerados, os máximos e mínimos locais e os pontos de sela. Considere 
y(t) = 3t? — 1 e esboce as curvas de nível de f neste caso. 


Sejam f,g: U — R duas vezes diferenciáveis num aberto conexo U C R”. 
Prove que se f(a) = g(a), df(a) = dg(a) e f(x) = d2g(x) para todo x € U 
então f =g. 
Seja f: R? — R de classe CS, com f(x,0) = f(0, y) = O para quaisquer x,y € 
R. Mostre que existe g: R? — R de classe CS tal que f(x,y) = glz, y) £- y 
para qualquer (x,y) € R?. 
Seja f: U —> R de classe C” (i < k < 00) no aberto convexo U C R?, contendo 
a origem. Suponha que f e todas as suas derivadas parciais de ordem < à se 
anulam na origem. Prove que existem funções ao, a1,..., ai: U — R de classe 
C'*, tais que f(x,y) = 5 as(x,y)x? : y'i para todo ponto (x,y) EU. 

j=0 
Seja U C R” um aberto convexo. Uma função f:U — R diz-se convera 
quando, para x,y € U et € [0,1] quaisquer, tem-se f((1 — a + ty) < (1 — 


ifa) + tf). Seja EC) = ((2,9) € U x Riy > f(a)}. Mostre que f é 
convexa se, e somente se, E(f) é um subconjunto convexo de R"*!. (b) Seja 


[SEC. 


8.8. 


8.9. 


8.10. 


8.11. 


8.12. 


8.13. 


8.14. 


8.15. 
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f convexa. Se z1,...,£k E U, e0 < tı,..., tk < 1, com Dt; = 1 então 
fÈ tizi) < Etk f(x). (c) Se C C R” é um conjunto convexo então a função 
f: R” — R, dada por f(x) = dist(x,C), é convexa. 


Seja U C R” um aberto convexo. Uma função diferenciável f: U > R é 
convexa se, e somente se, para x,z +v E€ U quaisquer, tem-se f(x +v) > 


Ha) + df (z); v. 
Seja U C R” aberto e convexo. Uma função duas vezes diferenciável f: U — 
R é convexa se, e somente se, para cada x € U, dºf(x) é uma forma 


02; 
OxiðTj 


quadrática não-negativa, isto é, >) (x) - aiaj > 0 para todo vetor 


v=(01,...,Qm) E R”. 


Mostre, diretamente a partir das definições, que toda norma em R” é uma 
função convexa. Se f: R™ — R é uma norma proveniente de um produto 
interno, prove que, para x £ 0 e h qualquer em R”, tem-se f(x) k? = 
(Ih Je)? — (z, h)?) - |z| 7? e observe que a convexidade de f é equivalente à 
desigualdade de Schwarz. 


Seja f: R” — R positivamente homogênea de grau k € N e de classe C*. 
Então f é um polinômio homogêneo de grau k. Mais precisamente: existe uma 
forma k-linear y em R” tal que f(x) = y(x,...,x) para todo q € R”. 


Por meio de sucessivas mudanças de coordenadas, como foi indicado no Exem- 
plo 18, exprima cada uma as formas quadráticas abaixo como soma de termos 
do tipo +u? e decida quais são positivas, negativas ou indefinidas 


A(xy)=2-3ey+y, B(x,y,2) = 2£y + yz — 3xz, 


Clrys)=7+y + 2zy — zt + 2yt 


Seja f: U — R de classe C! no aberto U C R?. Se, para algum ponto (a,b) € 
U, com f(a,b) = c, temos Di a,b) > 0, existe k > 0 tal que ÎE an) >k 


para todo (x,y) suficientemente próximo de (a,b). Então existe um retângulo 
R=[a-ô,a+0]x[b-e,bte] C U tal que f(x,b—e) < c—k-£ e f(x, b+e) > c+k-e 
para todo x € [a — d,a +]. Logo f(R) D (c— ke,c + ke). Conclua que se 
f não possui pontos críticos então, para cada aberto A C U, f(A) é aberto 
em R. 


Seja f: R” — R de classe C!, com m > 2, tal que para algum c € R, a 
imagem inversa f”!(c) é compacta e não-vazia. Mostre que um dos fechados 
F = {x € R”; f(x) < c} ou G = {x € R”; f(x) > c} é compacto. Conclua que 
f assume um valor máximo ou mínimo em R”. 


Seja f: U — R de classe C? no aberto U C R”, com 0 € U, f(0)=0e 
df (0) = 0. O gráfico de f é uma hiperfície em R”*!, cuja normal no ponto O 
é o (m + 1)-ésimo eixo. Seja p = (0,...,a) € R”? um ponto desse eixo, com 
a #0. A função g: U —> R, definida por g(x) = |z|? + (f(x) — a)? = quadrado 
da distância de p ao ponto (x, f(x)) do gráfico de f, tem O como ponto crítico, 
com matriz Hessiana igual a —2a(H — a™' - I), onde H é a matriz Hessiana de 
f no ponto 0 e T é a matriz identidade m x m. Os pontos (0,...,0, x) € R+! 
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9.1. 


9.2. 


9.3. 


9.4. 


Do: 


9.6. 


ERÊ 


9.8. 


[CAP. Ill: FUNÇÕES REAIS DE n VARIÁVEIS 


tais que 1/x é autovalor de H chamam-se pontos focais (da normal ao gráfico 
de f no ponto 0). Conclua que a origem é um ponto crítico não-degenerado 
da função g se, e somente se, p não é um ponto focal. 


O índice de um ponto crítico não-degenerado é o número de autovalores nega- 
tivos da matriz Hessiana. Assim, se o domínio é um aberto de R”, um ponto 
de mínimo local tem índice zero, enquanto que um ponto de máximo local tem 
índice m. No problema anterior, mostre que se p não é um ponto focal, então 
o índice da origem como ponto crítico da função g é igual ao número de pontos 
focais situados entre p e 0, contados com suas multiplicidades. 


Sejam f: R? — R de classe C+, com n Æ 0 em todos os pontos, e £: I >R 


tal que f(z, ¿(x)) = O para todo x € I. Prove que é é de classe C'. 

Seja f: U — R contínua no aberto U C R?, tal que (x° +y) f(x, y)+ f(z, y)? = 
1 para qualquer (x,y) E€ U. Prove que f € C”. 

Sejam f, g: R” —> R tais que g(x) = f(x) + (f(£))*. Se f é contínua e g € C” 
então fe C”. 

Seja f: U — R contínua no aberto U C R™. Se a função g: U > R, dada pela 
expessão g(x) = pe (t? + 1) dt, for de classe CS, então f também será CS. 
No conjunto aberto U = ((x,y,2) € Rº;x > 0}, defina a função f: U >R, 
pondo f(x,y,z) = asenz — ycosz. Mostre que, dado p = (x,y,z) E U, 


se f(p) = O então à1 (9) * 0. Seja V = f(x,y) € Rx > 0}. Mostre 
que existe uma infinidade enumerável de funções contínuas a: V > R tais 
que f(x,y, a(x,y)) = O para todo (x,y) E€ V. Cada uma delas é C*, duas 
quaisquer diferem por uma constante e se for fixado um valor a(xo, yo) = 20 , 
então a equação f(x,y, d(x,y)) = O determina a univocamente. Mostre ainda 
xdy — yda 

ETA 

No enunciado do Teorema da Função Implícita, suponha apenas que f: U — 
R é contínua no aberto U C R”º?! e diferenciável no ponto (zo, yo), com 


que do(x,y) = 


flvo,yo) = ce De Cro, yo) * 0. Prove que existem uma bola B = B(zo;r) C 


R”, um intervalo J C R e pelo menos uma função £: B — J tal que (x0) = yo 
e f(x, &(x)) = c para todo x € B. Toda Ẹ nessas condições é diferenciável no 


à 2 ð E 
ponto xo. Se f for diferenciável, com a Æ 0 em todos os pontos de U, então 


B e J podem ser escolhidos de modo que é seja única e diferenciável em todos 
os pontos de B. 


O conjunto M C R”? das matrizes mxm de posto m— 1 é uma hiperfície. Seja 

P a matriz m x m cujos elementos são todos nulos, exceto os m — 1 primeiros 

da diagonal, que são iguais a 1. Determine Tp M. 

Sejam M C R” uma hiperfície diferenciável, pe Me Ap =p+TM = 
{p+v;v € ToM} a variedade afim tangente a M no ponto p. Defina y: M > R 
d(x, Ap) 
le — pl 


pondo y(x) = - Mostre que lim y(x) = 0. 
2>p 
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9.9. 


9.10. 


$10. 


10.1 


10.2 


10.3 


Mostre que 1 é um valor regular da função f: R? — R, definida por f(x,y,z) = 
z” + (4/22 +y? — 2)’. Conclua que o toro gerado pela rotação, em torno do 
eixo z, de um círculo vertical de raio 1 e centro num ponto do plano z = 0 
distando 2 da origem, é uma superfície de classe CO. 


Seja f: [0,2] — R contínua, positiva, tal que i f(x)dx = F f(x) da = 


1. Para cada x € [0,1], prove que existe um único g(x) € [1,2] tal que 
[Ro f(t)dt = 1. Mostre que a função g: [0,1] — R assim definida é de 
classe C+. 


2 2 
x z 
Dentre os pontos do elipsóide — + = + = = 1, determine os mais próximos 
a c 
da origem em Rº. 
Determine os pontos críticos da função f: RR” > R, f(x,y) = (x,y), restrita 
à esfera unitária |x|? + |y|? = 1 e mostre como daí se obtém a desigualdade de 


Schwarz. 

Sejam z > 0, y>0€ep>0 q > 0 com 1/p+ 1/q = 1. Mostre que 
xy < 1/pa?P + 1/gy!. [Sugestão: não há perda de generalidade em supor 
xy = 1. Determine o mínimo do segundo membro sobre a hipérbole xy = 1.] 
Dado v = (v1,..., Um) E R”, ponha |vlp = (> |ui]?) 1P. Use a desigualdade 


acima para provar que, se 1/p + 1/g = 1 então, dados u,v € R” vale a 
desigualdade de Holder |(u,v)| < lulp - lvla- 


Capítulo IV 


Integrais Curvilineas 


1 Formas diferenciais de grau 1 


Uma forma diferencial de grau 1 ou, simplesmente, uma 1-forma 
num subconjunto X C R” é uma aplicação w: X — (R")*, que associa 
a cada ponto x € X um funcional linear w(x) sobre R”. 

Como sabemos, o espaço dual (R”)* possui uma base canônica 
(dzx1,...,dzn), formada pelos funcionais definidos por dx; -v = aj se 
v = (01,...,0n); todo funcional linear sobre R” se exprime, de modo 
único, como combinação linear aydx, + --- + and£n. Assim, dar uma 
l-forma w num subconjunto X C R” equivale a definir n funções reais 
q1,::,0n: X > R tais que, para cada x € X, se tenha: 


w(x) = ai(x)dzı +--+ an(x)dr, . 


Escrevemos, neste caso, w = Da;dz;. 
Para cada x € X, a aplicação do funcional w(x) no vetor v = 
(a1,...,Qn) dá como resultado o número real 


(=) w(x) -v = a(x): ai +: +anlt)- an. 


Seja U C R” aberto. Diremos que a 1-forma w: U — (R”)* é de 
classe CF (0< k < œœ) quando, para todo vetor v € R”, a função x +» 
w(x) -v é de classe C! em U. Isto ocorre se, e somente se, w = Dajdx;, 
onde as funções a1,...,an: U — R são de classe C*. De fato, esta 
condição é suficiente em virtude da igualdade (*) acima e é necessária 
porque a;(x) = w(x) -e; para todo x € U etodoi=1,...,n. 
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O primeiro exemplo de 1-forma de classe C* é fornecido pela dife- 


rencial df = X dE, dx; de uma função f: U > R, de classe C*+. Para 
Ti 
cada x € U e cada v = (@1,...,@n) E R”, temos 
of 
EE a; 
do) -v=L a) 


Outro exemplo importante é a l-forma “elemento de ângulo”, de- 
finida em U = R? — {0}, que apresentaremos a seguir. Ela provém 
da tentativa de definir uma função 0: U — R tal que, em cada ponto 
(x,y) EU, O(x,y) seja uma determinação, em radianos, do ângulo que 
o eixo das abcissas forma com o raio que liga a origem ao ponto (x,y). 


(x,y) 


Consideremos inicialmente um aberto qualquer V C R? — {0}. 

Uma função 0: V > R chama-se uma função-ângulo quando, em 
cada ponto (x,y) E€ V, o seu valor 0 = 9(x,y) cumpre as seguintes 
condições: 

T y 
D S 
Daí resulta, naturalmente, tg 0 = y/x sex # 0 e cotg0 = «/y se y £ 0. 

Ora, não existe uma função-ângulo contínua 0: U — R, definida 
em todo o aberto U = R? — {0}. Na verdade, basta que um aberto 
V contenha um círculo C, com centro na origem, para que não exista 
uma função-ângulo contínua 0: V — R. Com efeito, sendo r o raio do 
círculo C, para cada ponto (x,y) € C teríamos (x,y) = (r -cos 8 (x,y), r- 
sen (x, y)). Daí resultaria que a restrição 0: C — R seria injetiva, o que 
é absurdo. (Nenhuma função real f, contínua num círculo C, pode ser 
injetiva pois se f(p) =a e f(q) = b são respectivamente o valor mínimo 
e o valor máximo de f no compacto C, os dois arcos de círculo com 
extremidades p e q se aplicam ambos por f sobre o intervalo [a, b].) 
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Mas, para toda semi-reta fechada p C R?, partindo da origem, 
pondo V, = R? — p, mostraremos que existe uma função-ângulo contínua 
0: Vp > R. Com efeito, seja p = (cosa, sena) o ponto onde a semi-reta p 
intersecta o círculo unitário S1. Sabemos (veja Exemplo G, 88, Capítulo 
I) que £: (a,a +27) > S! — fp), definida por E(t) = (cost, sent), é um 
homeomorfismo. Então definimos uma função-ângulo 0: V, — R pondo 

ER qi 
(o) = É 

Podemos então concluir que, embora não exista uma função-ângulo 

contínua 0: R? — {0} > R, definida globalmente em R? — {0}, ela existe 


localmente, isto é, todo ponto z € R? — {0} pertence a um aberto no 
qual se pode definir uma função-ângulo contínua. 


) para todo z = (x,y) € R? — p. 


Convém observar que toda função-ângulo contínua 0: V > R é, de 
fato, uma função C. 

Mais geralmente, se f: V — R é contínua no aberto V C R” e as 
funções a, 8: V — R definidas por a(x) = cos f(x), B(x) = sen f(x), são 
diferenciáveis (respect. de classe C*) então f é diferenciável (respect. de 
classe C*). Com efeito, para todo x € V, pelo menos uma das funções 
cos ou sen tem derivada Æ 0 no ponto f(x). Então, digamos, cos é um 
difeomorfismo CW de um intervalo aberto T, de centro f(x), sobre um 
intervalo aberto J. Seja y: J — I o inverso de cos. Como f é contínua, 
existe um disco aberto W, de centro x, tal que f(W) c I. Em W, temos 
p o (coso f) = f. Como a = cosof é diferenciável (respect. de classe 
OF) e p € CS, segue-se que f é diferenciável (respect. de classe C*). 
No caso presente, se 0: V — R for uma função-ângulo contínua, teremos 
cos 0(x, y) = 7/22 + y? e send(x,y) = y/y/ £? + y2, ambas funções de 
classe C% em V. Então 0 € C. 

Resulta imediatamente da definição que se 0: V > R é uma função- 
ângulo e y: V — R é uma função contínua tal que, para cada z € V, 
existe um inteiro k = kz, com (z) — (z) = 2kr, então p também é 
uma função-ângulo. 

Vale a seguinte recíproca: 

Duas funções-ângulo contínuas 01,02: V > R, definidas num aberto 
conero V C Rº — {0}, diferem por um múltiplo inteiro, constante, de 
27. Com efeito, como 01 (x,y) e 05(x,y) têm o mesmo seno e o mesmo 
cosseno, existe, para cada (x,y) € V um inteiro k(x, y) tal que 05(x,y) = 
Oi(x,y)+2k(x, y)r. Sendo V conexo, a função contínua inteira k(x, y) = 


a [95(x,y) — 01 (x, y)| é constante. 
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Podemos resumir a discussão acima com o 


Teorema 1. Seja U = R? — {0}. Então: 
1º) Não existe função-ângulo contínua 0: U —> R; 


2º) Todo ponto z € U pertence a um conjunto aberto V no qual se 
pode definir uma função-ângulo contínua 0: V > R; 


3º) Toda função-ângulo contínua é de classe CS; 


4º) Se V é conexo e 01,02: V — R são funções-ângulo contínuas, 
existe k € Z tal que 05(2) — O1(z) = 2km para todo z E V. 


Em particular, se 01 , 02 são funções-ângulo contínuas, definidas num 
aberto conexo V, temos dó, = db» . Assim, embora não exista 0: U >R, 
é como se existisse a diferencial do: U — (R?)*! Como d0 não é, na 
realidade, a diferencial de uma função globalmente definida em U = 
R? — {0}, usaremos o símbolo 60 para representá-la. 

Mais precisamente, definiremos a 1-forma 60: U — (R?)*, de classe 
CºemU = R? — (0), a qual chamaremos elemento de ângulo, pondo, 
para cada (x,y) EU, 


ley) = qa e + ra UU 


Teorema 2. Se existe uma função-ângulo contínua (e portanto, CS) 
0:V — R, definida no aberto V C R? — {0}, então sua diferencial 
coincide, em V, com a forma 60. 

Reciprocamente, se a forma 80 é, no aberto conero V C R? — {0}, a 
diferencial de alguma função f: V — R então, para uma constante con- 
veniente c, a função 0(x,y) = f(x,y) — c é uma função-ângulo contínua 
em V. 

Demonstração: Para cada z=(x,y)€V, temos sen 9(2)=y/V'22-+9y2. 
Derivando ambos os membros desta igualdade em relação a x, vem: 


00, —xy 
cos (z) Da (2) = (24 PER donde 
o0 —y 
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De modo análogo, derivando a igualdade cos6(z) = x/v'22 +y? em 
relação a y, obtemos 00/0y = x/(x2 +y?) nos pontos em que y £ 0. Daí 
concluimos que 


—y | m 
d0(x, y) = rr da + ER dy 


nos pontos (x,y) € V tais que x # 0 e y £ 0. Como dô é contínua e 
esses pontos formam um conjunto denso em V, por passagem ao limite, 
segue-se que d0 tem a expressão acima, ou seja, coincide com 50 em 


todos os pontos de V. 


Para demonstrar a recíproca, escrevamos V = U Vy, onde cada Vy 
é uma bola aberta, na qual está definida uma função-ângulo contínua 
a: Va > R. Em qualquer bola Vs, como acabamos de mostrar, temos 
da = ô} = df, logo f — a é constante em Va. Escolhamos um índice ao ; 
seja c € R tal que f(z) — ao(z) = c para todo z € Va. Afirmamos que 
a função 0: V > R, definida por 0(2) = f(z) — c, é uma função-ângulo. 
Para provar isto, mostraremos que, para todo índice a, existe um inteiro 
ka tal que 0(2) — a(z) = 2kar seja qual for z € Va. Com efeito, se 
Va N Vas Æ Ø, existe kı2 E€ Z com ay(z) — as(z) = 2kj27 para todo z € 
Va, N Va, - Dado a arbitrário, como V é conexo, existem o1,...,ap = O 
tais que Vaj N Va; 7 Ø para j =1,...,p. Então 0(z) — a(z) = 
co(z) — aı(z) = 2kgy7 se z € Vay N Va, - Como 8 — ay é constante em 
Va, , temos 0(2)—a1(2) = 2ko17 para todo z € Va, . Analogamente, para 
todo z € Va, OVa, , temos 9(z)—ao(2) = an(z)— as(2)+2ko7m = 2ki2n + 
2kom = 2(koy + ki2)r. Novamente, como 0 — az é constante em Vos, 
segue-se que 0(2) — ao(z) = 2(koy + kı2)r para todo z € Va. E assim 
por diante: chegaremos a 0(z) — a(z) = 9(2) — ap(z) = 2kaT, para todo 
z € Va, onde ka = ko + ki2+:--+kp-1,p- Ora, todo ponto z = (x,y) € 
V pertence a algum Va. Então cos0(x,y) = cos(a(x,y) + 2kon) = 
cosa(x,y) = t/y x? +y? e, analogamente, sen (x,y) = y/ y £? + y2, 


como queríamos demonstrar. 
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Observação: Se o aberto V C R? — {0} não é conexo mas existe uma 
função f: V — R cuja diferencial coincide com a forma 60, ainda as- 
sim existe uma função-ângulo 0: V — R. A função 0 é definida, em 
cada componente conexa de V separadamente, subtraindo de f uma 
constante, (que não é a mesma em componentes distintas) conforme o 
teorema acima. 

O corolário seguinte resume o essencial do Teorema 2. 


Corolário. A fim de que exista uma função-ângulo contínua, definida 
no aberto V C R? — (0), é necessário e suficiente que a forma elemento 
de ângulo seja, em V, a diferencial de uma função. 


2 Integral de Stieltjes 


A integral de uma 1-forma ao longo de um caminho, que definiremos 
no parágrafo seguinte, é uma aplicação da Integral de Stieltjes, da qual 
faremos agora uma rápida exposição. 

Sejam f,a: [a,b] — R duas funções reais definidas no intervalo com- 
pacto a,b]. A cada partição pontilhada P* = (P 6), P = {a = to < 
ti <- < tk =b}, tii < & < ti, do intervalo [a,b], associaremos a 
soma de Stieltjes X(f, a, P*) = X(P*), definida por 


k 


E(P*) = $ F&)lalt:) — alti-1)]- 


i=1 


Definiremos a integral de Stieltjes de f relativamente a a pondo 


b 
f f(t) da = Poa ). 


Bem entendido, o limite acima pode não existir. Caso exista, f diz-se 
integrável à Stieltjes, relativamente a a. 

Lembremos o significado do limite. 

Em primeiro lugar, |P| = maior dos comprimentos t; — t;-; chama-se 
a norma da partição P. A igualdade acima significa que, dado arbitra- 
riamente £ > 0, existe ô > 0 tal que | E F(t) da — X(P*)| < £, seja qual 
for a partição pontilhada P*, com |P| < ô. 

Vale o 
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Critério de Cauchy. A fim de que exista Ee H(P*) é necessário 
—0 
e suficiente que, para todo € > O dado, se possa obter ô > O tal que 
ID(P*) — E(Q*)| < e, sejam quais forem as partições pontilhadas P* e 
Q*, com |P| < ô e |Q| < ô. 
Demonstração: A necessidade é evidente. Para provar a suficiência, 
observemos que, sendo válida a condição, para toda seqüência de par- 
tições pontilhadas Pž, com lim |P,| = 0, a sequência (X(P*)) é de 
n—>00 
Cauchy, logo converge para um limite 1 € R. Este limite 1 não depende 
da sequência (Pk) pois se tivéssemos lim E£ Q% =J,comlim|Q,|=0€e 
n—00 

J + I, então a sequência (Př, Q7, Pž,Q3,...) originaria uma sequência 
divergente de somas de Stieltjes. Vê-se imediatamente que este número 
I é o limite procurado. 

Valem, para a integral de Stieltjes, as regras operatórias usuais, 


gojo 
fao da= f fdas f gü; 
fen fjda =: [ fao 
ECSS fda= [ fda 


Na última igualdade acima, devemos supor, que j f da existe. Então 
existem as integrais Ji fdae 1 fda, para todo c € (a,b), e vale a 
igualdade. A este respeito, veja o Exercício 2.3 adiante. 

Se tomarmos a(t) = t (função identidade), a integral de Stieltjes 
P f(t) da reduz-se à integral de Riemann T f(t)dt 

Lembremos que uma função a: [a,b] — R diz-se de variação limitada 
quando a é um caminho retificável no espaço Rt. No caso afirmativo, 
o comprimento de a chamar-se-á a variação total de a, indicada pela 
notação V(a), em vez de L(a). Assim, V(a) = sup DJja(t;) — a(ti-1)|, o 

P 


supremo sendo estendido a todas as partições P do intervalo |a, b]. 
O teorema abaixo estabelece a condição suficiente usual para asse- 
gurar a existência da integral de Stieltjes. 


Teorema 3. Se f é contínua e a tem variação total limitada então 


existe E F(t) da 
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Demonstração: Usaremos o Critério de Cauchy para provar que existe 


EE H(P*). Seja, então, dado € > 0. Pela continuidade uniforme de 
P|=0 


f, existe ô > 0 tal que, para toda partição P de [a,b] com |P| < ô, a 
oscilação de f em cada subintervalo de P é inferior a c/2V (a). Sejam 
agora P* e Q* duas partições pontilhadas quaisquer, com |P| < ô e 
19] < ô. Temos P* = (P, £) e P = {to < tı < -+ < tn}. Se (PU Q)* = 
(P U Q,0) é qualquer pontilhamento de P U Q = (so < sı < < 
Sm}, escrevamos j C i para indicar [s;-1,8;] C [ti-1, ti]. Então para 
cada i = 1,...,n, temos a(t;) — a(tiz1) = X [a(s;) — a(s;-1)], donde 


cr 


fHéla(to) — lt] = E H&)la(s;) — a(s;-1)]. Logo 


JET 


P*) =X X Helo(s;) — a(s;-1)] 


i=1 | jci 


m 


A(PUQ) = L F(&)lals;) — a(sj—1)]. Portanto: 


J= 


E(P*) - (PUR) =X 45 E) — Oes) — a(s;-1)] 


i jCi 
Mas, como |P| < ô, jCi= a — H(G)|<e/2:V(a). Assim 
E(P) - E(P UQ)" suit > s) - als) < $: 


Analogamente, |Q| < à => |E(Q*) — Tud | < €/2. Logo |P| < ô, 
Q| < 6 > |E(P*)- (Q| < e. ~ o Critério de Cauchy, 


portanto existe RR E(P*) =f? F) 


Em seguida mostraremos que, nos casos mais comuns, a integral de 
Stieltjes se reduz a uma integral de Riemann, substituindo-se da por 
a! (t)dt. 

Teorema 4. Se f é contínua e a é de classe Ct em [a,b] então 
b b 

Ja Fda = f; F&a (t) dt 

Demonstração: Para toda partição pontilhada P* = (P, £) temos, em 

virtude do Teorema do Valor Médio: 


52 rOle (ti) — a(ti—1)| 52 rE )\(ti — ti- i); 
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onde t;-1 < mi; < ti para todo à. Logo 


= 2.16 (Ea ĉi) (ti — ti-1)+ 
Sar Ela (m) — a (E): — tia). 


Seja M = sup{|f(t)|;a < t < b}. Pela continuidade uniforme de 
o”, para qualquer € > 0 dado, pode-se obter ô > O tal que |P| < 6 => 
la (m) — a (&)| < e/M(b — a). Então |P| < ô => |X FEl m) — 


o'(E)](t; — t;-1)| < £. Isto quer dizer que, quando |P| > 0, o último 
somatório da igualdade (*) tem limite zero. Portanto 


f Foda = lim I(P') = lim BEEE) — ti) = 


P|=0 
-f fta (t)dt 


Uma majoração útil para a integral de Stieltjes é a seguinte: 


Teorema 5. Se f: [a,b] >R é contínua e a: [a,b] > R é de variação 


limitada então i 
f Oda 


onde M = sup{|f(t)|;a <t <b} e V é a variação total de a. 


Demonstração: Para toda partição pontilhada P* = (P,€) de [a,b] 
temos 


IX(PY| < BI HE) la(t:) — a(ti-1)| < M - Lla(t;) — a(ti-1)| < M - V. 
lim E(P] < M-V. 


b 
f HO) da| = lim, 


Concluimos nosso resumo com a proposição abaixo. 


<M-V 


logo 


Mudança de Variável na Integral de Stieltjes. Sejam f: |c, d] > R 
contínua, a: [cd] > R de variação limitada e q: [a,b] > [c,d] um 
homeomorfismo. Então 


d b 
f f(t) da -[ fols)d(ay) se y é crescente, ou 


d b 
/ f(t) da = -f fols)d(ay) se y é decrescente. 
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Observação: fy=foy eap=aoy. 

Demonstração: Seja y crescente. Então P = {sọ < s << 
sk} C [a,b] é uma partição se, e somente se, pondo t; = (si), yP = 
{to < --- < tk} C [c,d] é também uma partição. P* = (P,€) é uma 
partição pontilhada de [a, b] se, e somente se, yP* = (pP, p£), com pé = 
(p(&i:)), é uma partição pontilhada de [c, d]. É claro que Em pP) = 
H(fy, ay, P*) e que |pP| — 0 se, e somente se, |P| — 0. Daí resulta 
a primeira afirmação do teorema. No caso de y ser decrescente, dada 
a partição P = (so < sı <-- < sk) de [a,b], pomos ti = (ski) 
e obtemos uma partição pP = [to < --: < tk}. Se os números é; 
pontilham P, pontilharemos ØP com os números Ø; = (k-i). Vemos 
que H(f,a,pP*) = —X(fy, ay, P*). Segue-se a segunda afirmação do 
teorema. 


Observação: A fórmula análoga para integral de Riemann foi enunciada 
no Volume 1 como 


p(b) b b 
dt = s) - o'(s)ds = s) dy. 
L, ft) de RELZORÃO | telado 


O sinal menos, no caso de y ser decrescente, não aparece explicitamente 
aí mas acha-se oculto nos limites de integração, (a) e (b), da primeira 
integral. Sendo q decrescente, tem-se p(a) = d e y(b) = c, donde 


p(b) d 
fOdt=- | ft)dt. 
” (1) f (1) 


3 Integral de uma forma ao longo de um cami- 
nho 


n 
Sejam w = J` a; dx; uma 1-forma definida num conjunto X C R” 
i=1 
e À: [a,b] — X um caminho em R”, cujos valores A(t) pertencem ao 
conjunto X. 
Definiremos a integral f, » wW, da forma w ao longo do caminho À, como 


o limite 
k 


[o = fim DAE) AE) -A 


P 
Po 
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onde P* = (P,€) é uma partição pontilhada de [a,b], com P = {a = 
to < tı <: < tk =b} e tj-1 sós tj para cada j = 1,..., k. 

Quando a forma w (ou seja, cada função a;) é contínua e o caminho 
À é contínuo e retificável (isto é, cada função coordenada x; é contínua 
e de variação limitada), o limite acima existe. 

Com efeito, neste caso as integrais de Stieltjes Jf? ai(A(t)) dz; exis- 
tem, para i = 1,...,n. Como 


aA AG =A= AGa a], 
i=1 


-Xf ail A(t)) dzi. 


Por analogia com a integral de Stieltjes na reta, escreve-se também 


Jaw = fa WAE) dÀ. 


Quando o caminho À é de classe C!, o Teorema 4 nos dá: 


[=D f sow edt = [ WAD NO dt 


Isto reduz a integral curvilínea f x à integral de Riemann da função 
t= w(A(t)) - AX (t), definida no intervalo fa, b]. 

Para caminhos de classe C}, as igualdades acima podem servir como 
definição de f W mas, assim procedendo, perde-se o significado intuitivo 
da definição que demos. 

Convém salientar, por outro lado, que a fórmula 


fo- [AO Oa 


é extremamente útil para os cálculos. Na apresentação que faremos da 
teoria das integrais curvilíneas, a classe de caminhos mais conveniente 
é a dos caminhos C! por partes, ou seccionalmente C1. Esses caminhos 
são retificáveis. O caminho A: [a,b] > R” é de classe Ct por partes 
quando existe uma partição P = {a = to < ti <- < tk = b} do 
intervalo [a,b] tal que cada restrição A; = Allt;-1,t;), 1 <j < k, é de 
classe C1. Então 


fe [ao a-g f soa o 


temos então 


[SEC. 3: INTEGRAL DE UMA FORMA AO LONGO DE UM CAMINHO 203 


onde, para cada j = 1,...,k, h, w= I )-à;(t ) dt. 

A integral f xt é invariante por Ea Ea ERA que mante- 
nham o sentido de percurso do caminho À. Por outro lado, uma repa- 
rametrização que inverta o sentido de À troca o sinal de f. vw. Este é o 
conteúdo do 


Teorema 6. Sejam w uma l-forma contínua num conjunto X C R”, 


à: [c,d] > X um caminho contínuo retificável em X e q: [a,b] > [c,d] 
um homeomorfismo. Se p for crescente (isto é, v(a) =c, (b) = d) 
então hw = = Drop 2: Se, porém, p for decrescente, então Drop 2 = 


= du 
Demonstração: Consequência imediata do teorema de mudança de 
variável na integral de Stieltjes. 

Quando o caminho À é de classe Ct a demonstração abaixo, que usa 
apenas a mudança de variável clássica na integral de Riemann (Volume 1, 
pág. 326), vale para uma função y € C!, mesmo que não seja monótona. 


Teorema 6a. Sejam w uma l-forma contínua num conjunto X C R”, 
A: [c,d] > X um caminho de classe C! em X e q: [a,b] — [c,d] uma 
função de classe Cl. Se p(a) = ce p(b) = d então f w = bro Se, 
porém, p(a) = d e (b) = c então Drop? == fo 
Demonstração: Quando y(a) = ce (b) = d, a fórmula clássica de 
mudança de variáveis na integral de Riemann dá 


fo- [oo a= f EE Cor 


E Po wA) (Mp (a)do = [ w, 


a Aog 


Analogamente, se c = y(b) e d = y(a), pela mesma fórmula: 


fu=[won-xat= f woop): Acyd = 


=- [wo(rog)-(Nogjas =- f 7 


a Aog 


Teorema 7. Sejam w uma l-forma contínua no conjunto X C R” e 
à: [a,b] > X um caminho contínuo retificável em X, de comprimento 
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L. Se lu(X(t))|< M para todo t € [a,b] então 


fojemr. 


Demonstração: Para cada t € [a,b] e cada vetor v € R”, temos 
Iu(A)) -v| < M - |v|. Portanto, dada qualquer partição pontilhada 
P* = (P, £) de [a,b], com P = treta SE < tj, vale 


IPI <>, WAE) A) — Atj-1)]] < 
j 


<M-S Mt) Mt )<M-L. 
j 


Observação: |w(x)| é a norma do funcional linear w(x) = Xa;(x)dzxi, 
ou seja |w(x)| = supl|w(x) -v|;v € R”, |v| = 1). Quando se toma em R” 
a norma euclidiana, |w(x)| = La;(x)2. Se usarmos em R” a norma do 
máximo, teremos |w(x)| = Xļa;(x)|. Quando a norma adotada em R” é 
a da soma, tem-se |w(x)| = maxfla;(x)|;i = 1,...,n}. (Veja a tabela no 
final do Capítulo I.) 

Justificando o nome adotado, mostraremos no teorema abaixo que 
a integral da forma elemento de ângulo 90 ao longo de um caminho 
A: [a,b] — R? — {0}, de classe C! por partes, é a “variação líquida” do 
ângulo que A(t) faz com o eixo das abcissas quando t varia de a até b. 
Por “variação líquida”, entendemos a variação positiva menos a variação 
negativa. O significado preciso desta terminologia é fornecido pelo 


Teorema 8. Dado um caminho À: [a,b] — R? — {0}, de classe C! por 
partes, sejam a: [a,b] — R uma função de classe C! por partes tal que 
A(t) = |A(t)| - (cos a(t), sena(t)) para todo t € [a,b]. (Veja o Corolário 2 
do Teorema 11, Capítulo II.) Então 


f% = a(b) — a(a). 


Demonstração: Suponhamos que A(t) = (x(t), y(t)) seja de classe C1 
em todo o intervalo fa, b]. O mesmo ocorre com a. Temos 


Dee sal 1 
fo=-] TYL HEY i 
A a r? +y? 
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Como x = pcosa e y = psena, onde p = p(t) = |A(t)|, um cálculo 
elementar fornece (—yzx' + xy) /(x2 + y?) = a’, logo 


f% = E a' (t) dt = a(b) — a(a). 


No caso geral, temos uma partição P = {a = to < tı < --- < tk = b} tal 
que, para cada j = 1,...,k, as restrições À; = Allt;-1,t;] e allt;-1,t;] 
são de classe C1. Então 


Corolário. Se o caminho À: [a,b] > R? — {0}, C! por partes, é fechado 
(isto é, A(a) = A(b)) então o número 


I 50 = 1 a 
dm) 2x) r? +y 


é um inteiro (positivo, negativo ou zero). 
Com efeito, sendo A(a) = A(b), temos cos a(a) = cos a(b) esena(a) = 


sen a(b), logo a(b)—a(a) é um múltiplo inteiro de 27, portanto a ô0 = 
T 


a(b) — a(a) 


3 é um número inteiro. 
T 
Quando A: [a,b] — R? — {0} é um caminho fechado, de classe Ct 


por partes, o número inteiro T ô0 chama-se o número de voltas que 
TJA 
o caminho À descreve em torno da origem 0 € R?, quando t varia de a 


até b. 


4 Justaposição de caminhos: caminho inverso 


Dado um caminho À: [a,b] — R”, escrevemos À = Ay + As, e dizemos 
que À é obtido por justaposição de À e À» quando, para algum c € [a, b], 
tem-se Ay = Alfa, c] e A» = Alfe, b]. 

De acordo com esta definição, para que tenha sentido a justaposição 
Ay + Às, é necessário (e suficiente) que os intervalos de definição de Ay 
e A» tenham um ponto c em comum, sendo além disso A1 (c) = As(c). A 
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ordem das “parcelas”em Ay + Às é importante: o ponto c é o último no 
domínio de À; e o primeiro no domínio de As. 


Analogamente, dado À: [a,b] — R”, se P = fto,...,tr) é uma 
partição de [a,b] e, para cada j = 1,...,k, A; = Allt;-1,t;], então 
A = àı +: + àk, ou seja, À é a justaposição dos caminhos A,..., Ap, 


nesta ordem. 

Se À = Ay + Às, então À é retificável se, e somente se, À e À» são 
retificáveis. Analogamente, À é de classe C! por partes se, e somente se, 
A1 e À» também o são. Daí o interesse dos caminhos Ct por partes: a 
justaposição de dois caminhos C! pode não ser Ct. Na realidade, À é 
C1 por partes se, e somente se, A = A +--: + Àg, onde cada A; é de 
classe Ct. 

Quando À = Ay + Às é contínuo e retificável, com valores no domínio 
de uma forma contínua w, então 


fo- [aoas Aat f AO 


=f otf w. 
Ài Aa 


Definiremos o inverso do caminho A: [a,b] — R” como o caminho 
—A: [a,b] — R”, dado por —A(t) = A(a+b — t). A função q: [a,b| — 
[a,b), p(t) = a +b —t, sendo um homeomorfismo decrescente, segue-se 
do Teorema 6 que, para toda forma w, contínua num subconjunto de R” 
que contenha a imagem do caminho contínuo e retificável A, vale 


feke 


Evidentemente, À contínuo e retificável, C! ou C! por partes implica 
que —À goza da mesma propriedade. 

Vamos agora estender a definição de Ay + À», permitindo justapor 
dois caminhos A: [a1, b1] — R”, A2: [a2,b2] — R” quando se tem 
apenas A(bj) = Aa(a2), sem que seja necessariamente bı = as, como 
antes. 

Diremos que os caminhos À: [c, d] > R” e u: [a,b] — R” diferem por 
uma reparametrização direta, e escreveremos À = |, quando existir um 
homeomorfismo crescente q: fa, b] — [c, d] tal que u = À o q. 

A relação À = | é reflexiva, simétrica e transitiva. 
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Se À e yu são contínuos retificáveis, então A = y > fw = Ju para 
toda forma contínua num conjunto que contenha a imagem de À (igual 
à imagem de p). 

Quando u = ào ọ, onde q: [a,b] — [c,d] é um homeomorfismo 
decrescente, então —À = qu. 


b b2 A2 (b2) 
p2 Ai os 
RE ad 
a2 
+e 
bı àı(b1) = à2 (a2) 
pı y 
— > 
ài (a1) 
a 
a1 


Sejam agora A: [a1, b1] — R”, As: [a2,b2] — R” caminhos tais 
que A1(bj) = Ao(a2). Obteremos caminhos ny = A e jo = À», para 
os quais faz sentido a justaposição À = py + u2. Basta tomar um 
intervalo [a,b], um ponto c, com a < c < b, homeomorfismos lineares 
crescentes y1: [a,c] > [a1, b1]; y2: [c, b] — [a2, b2] e pôr m = A 0 91, 
to = à20 P2, A=+Huo. 

Convencionaremos escrever À = Ay + Às ainda neste caso, justificados 
pelo fato de valer a igualdade 


fo=[0+ fu 
A ài by 


se w é qualquer 1-forma contínua num conjunto que contenha as imagens 
dos caminhos contínuos retificáveis Ay e A2. 

Novamente, se A e A» são contínuos retificáveis, ou de classe C! por 
partes, o mesmo ocorre com À = À, + Às. 

Em particular, como o ponto terminal do caminho À coincide com o 
inicial de —A, podemos formar o caminho justaposto A+(—A) e obtemos 


1 v= fuf w=0 
A+A) A ZA 


para toda 1-forma w, contínua num conjunto que contenha a imagem do 
caminho contínuo retificável À. 
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Quando A; e À» são caminhos contínuos retificáveis fechados e tem 
sentido tomar Ay + A2 (o que significa que os quatro pontos extremos dos 
intervalos de definição de À; e À» são transformados por esses caminhos 
num único ponto de R”) então tem sentido também falar em A2 + Ay. 
Se Ay Æ À» então À + À» Æ A2 + à . Mas, para toda forma w, contínua 
num conjunto que contenha as imagens de À, e Às, vale 


/ o= [ut [ w-[w+ [ u=) Ww 
A1+à2 Ai A2 Ao A Az+A1 


5 Integral curvilínea de um campo de vetores e 
de uma função 


Além das formas diferenciais de grau 1, também os campos vetoriais 
podem ser integrados ao longo de caminhos, conforme descreveremos 
agora. 

Um campo de vetores F num subconjunto X C R” é simplesmente 
uma aplicação F: X > R”. A terminologia se deve a exemplos físicos 
como campo gravitacional, campo eletrostático, campo de velocidades 
de um fluido que escoa, etc. 

Sabemos que a cada vetor F € R” corresponde um funcional linear 
wr E (R")* tal que wp -v = (F,v) para todo v € R”. Daí resulta que 
a todo campo de vetores F: X — R” se pode fazer corresponder uma 
l-forma wp: X > (R")* tal que, para todo x € X e todo v € R”, se 
tem wr(x)-v = (F(x),v). 

Se, para cada x € X, tem-se F(x) = (ay(x),...,an(x)) então wp = 


>. aidzi. 


Dado um campo de vetores contínuo F: X — R”, para todo caminho 
contínuo retificável À: [a,b] — X se pode definir a integral de F ao longo 
de À pondo: 


fr = fu wp = Bim JS (FE) Mtj) — Mtg-1)) 
j 


|P|> 


Quando F é um campo de forças, cada parcela do somatório acima é 
o “trabalho elementar” que uma força constante, igual a F(A(¢;)) execu- 
taria ao longo do segmento de reta [A(t;-1), A(t;)]. A passagem ao limite 
justifica que se interprete a integral f F como o trabalho realizado pela 
força F ao longo do caminho A. 
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Se o caminho À é de classe C! então 


b 
[r=[ (F(A), NE) dt. 


Evidentemente, a integral de um campo de vetores ao longo de um 
caminho goza de propriedades inteiramente análogas às da integral de 
uma l-forma. 

Sejam agora f: X — R uma função contínua num conjunto X C R” e 
à: [a,b] — X um caminho contínuo retificável cuja imagem está contida 
em X. Definiremos a integral de f ao longo de À pondo 


f tás= tim D FAGD) A) -Alt 
j 
Quando À é de classe C1, temos 


b 
ftas= | FAH) -E| dt. 


Se y: [c,d] — [a,b] for um difeomorfismo crescente de classe C}, 
isto é, '(t) > O para todo t € [c,d], então fy fds = ao fds. Do 
mesmo modo, quando for y'(t) < O para todo t € [c,d] então (c) = b, 
p(d) = a e, como resulta da fórmula de mudança de variáveis, temos 
ainda A fds = Jop fds. 

Com este significado, diz-se que a integral f x fds independe do sen- 
tido de percurso do caminho À. (Ao contrário de fw e f F, que são 
integrais “orientadas”.) 

Exemplos de grandezas físicas expressas por uma integral do tipo 
Í fds são: a massa de um fio cuja densidade f é conhecida em cada 
um dos seus pontos, o momento de inércia do mesmo fio em torno de 
um eixo ou as coordenadas do vetor força gravitacional com que esse fio 
atrai um ponto de massa mo. 


6 Formas exatas e formas fechadas 


Seja U C R” um aberto. Uma forma diferencial w: U — (R”)* diz-se 
exata em U quando existe uma função diferenciável f: U — R tal que 
w= df. 


Se w = Da;dz;, isto significa que a; = 0f/0x; para i = 1,..., N. 
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A função f: U > R, tal que df = w, chama-se uma primitiva da 
forma w. Se U é conexo, duas primitivas da mesma forma f diferem por 
uma constante. 

A forma w = Da;dx;: U — (R”)* é exata se, e somente se, o campo 
de vetores F = (a,...,an) é o gradiente de uma função f: U >R. 
Neste caso, a função f chama-se o potencial do campo F. 

Note a importância do domínio U para o conceito de exatidão de 
uma forma. Para que w seja chamada uma forma exata em U, a função 
f da qual ela é diferencial deve estar definida em todo o conjunto U e 
a igualdade df(x) = w(x) deve verificar-se para cada ponto x € U. Por 
exemplo, vimos no 81 e resulta imediatamente do teorema abaixo que a 
forma 60, elemento de ângulo, não é exata em U = R? — {0} mas, para 
toda semi-reta fechada p, partindo da origem, ĝ0 é exata em V, = R?— p. 


Teorema 9. Seja w: U — (R”)* uma 1-forma contínua no aberto U C 
R”. As seguintes afirmações são equivalentes: 


1. w é exata em U; 


2. A integral fw ao longo de um caminho À: [a,b] > U, seccional- 
mente C1, depende apenas das extremidades Ma) e Ab); 


3. Para todo caminho fechado À: [a,b] — U, seccionalmente C1, tem- 
se IR w = 0. 


Demonstração: Provemos que 1 & 2. Se w = df então 


b b 
f J= / EOE OTT 1 (F o AV (t)dt = FAW) — FAC) 


para todo caminho A: [a,b] — U, de classe Ct. Daí resulta, por adi- 
tividade, que f w = f(A(b)) — f(A(a)) se À é seccionalmente Ct, logo 
Jf w depende apenas das extremidades A(a), A(b) do caminho À. Em 
seguida, provamos que 2 = 1. Suponhamos inicialmente que U seja co- 
nexo. Fixemos um ponto p € U. Para cada x € U, existe um caminho 
seccionalmente C1, A: [a,b] — U, com A(a) = p e A(b) = z. A integral 
Í x W, por hipótese, depende apenas de p e x, logo podemos indicá-la com 
he e definir uma função f: U — R pondo f(x) = h w. Afirmamos 
que df = w, isto é, se w = Xa;dzx; então ar = a; paratodoi=1,...,n. 


Oz; 
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d 
Com efeito, tomando sempre a derivada no ponto t = 0, temos: 


of 


d 
dx; [f(x + tei) — f(£)] = 


(e) =É f(e +tea)= 5 


d æ+tei d t 
= — = — g) id i 
Ti f ue 1 w(x + sei) - ei ds 


onde a última igualdade se deve a termos ligado os pontos x e x + tei 
pelo caminho A: [0,t] = U, A(s) = x + sei, com A’ (s) = e; para todo 


s. Como w(y) - e; = a;(y), continuando a tomar a derivada ag ° ponto 
t = 0, temos: 


ð d f’ 
A (= n ai(x + sei)ds = a;(x). 


No caso geral, basta observar que, para definir uma função diferenciável 
f: U —> R, é suficiente definí-la (independentemente) em cada compo- 
nente conexa de U. 

A equivalência entre as afirmações 2 e 3 é imediata, pois se À e u têm 
as mesmas extremidades então À + (—u) = À — u é um caminho fechado 
e, reciprocamente, todo caminho fechado v se escreve (de infinitas ma- 
neiras) sob a forma v = À — u, onde À e u são caminhos com as mesmas 
extremidades. Assim, f w = Ju 5 Du =06 [,w=0. 

Como aplicação do teorema acima, vemos, mais uma vez, que a forma 
elemento de ângulo, 60, não é exata em U = R?— {0} pois A: [0,27] > U, 
definido por A(t) = (cost, sent), é um caminho fechado em U, tal que 
f 0 = 2r #0. 

Abordaremos agora o problema de obter condições mediante as quais 
uma forma w = Xa;dz;: U > (R”)* seja exata. Isto equivale a in- 


dagar quando o sistema de equações diferenciais parciais —— = a; 


Oz; 
(i= 1,...,n) possui uma solução f: U — R. Uma condição necessária 
para a integrabilidade desse sistema resulta imediatamente do Teorema 
o Ra se w = Da;dx; é uma forma exata de classe C! então 
ai Gi 
“=>? para quaisquer i, j = 1,...,n. Com efeito, w = df nos dá 


dx = Oz; 
da; O (/0fN O (01 da; 
[oh = oxi Oz; = Ox; dx = Ox; ' 
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pois f é, neste caso, de classe C?. 

Essa condição necessária não é suficiente para que a forma w: U — 

(R")* seja exata. Com efeito, escrevendo o elemento de ângulo como 
—y r 

DO a u E 

z? +y zr? +y dy Or 

ôb não é exata em U = R? — (0). 

Diremos que uma forma w = Dajdx; , de classe C!, é fechada quando 
dai; pe da; 
0%; “Oz; 

Toda forma exata de classe Ct é fechada. A recíproca é falsa (como 
se vê pelo elemento de ângulo) e, de fato, não seria razoável esperar que 
ela valesse, pois a propriedade de ser fechada, expressa em termos de 
derivadas, é apenas local. 

Convencionemos dizer que uma forma w: U — (R”)* é localmente 
exata quando todo ponto de U estiver contido num aberto, restrito ao 
qual w é exata. Então vale o melhor possível, que é o 


ô0 = adx + bdy, com a = 


Teorema 10. Uma forma w: U — (R")*, de classe C!, é fechada se, e 
somente se, é localmente exata. 

Demonstração: Toda forma Ct localmente exata é obviamente fe- 
chada. Basta então provar que se w é fechada numa bola B então 
w é exata em B. Para simplificar a notação, suporemos que w = 
ada + bdy + cdz é fechada na bola B, de centro na origem em R. O caso 
geral se trata do mesmo modo. Nossa hipótese é que da/dy = 0b/dx, 
da/dz = ðc/ðx e ðb/ðz = dc/dy. Definimos f: B —> R pondo, para 
cada (x,y,z) € B: 


1 
fly) = f la(ta, ty, tz)x + b(tz, ty, tz)y + c(tz, ty, tz)zļdt = 
0 


= fu, 
A 


onde À: [0,1] — B é dado por A(t) = (tz, ty, tz). Pela Regra de Leibniz 
(derivação sob o sinal de integral) temos 


2i =f aR ar a yg dt 
ap HAS o (ôx a ðr “Td ; 


onde acima (e no que se segue) as derivadas parciais de a, b e c são 
tomadas no ponto (ta, ty, tz). Levando em conta que 9b/0x = ða/ðy e 
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dc/dx = da/0z, vem 


of n IT/ 0a da | da | o 
emd = | (Z ery es) tra] d= 


1 1 
= ao xyt+ajat = f [(a o A)-t dt = a(z, y, z). 
0 0 


De modo análogo se vê que ðf /Əðy = blz, y, z) e Of/0z = c(x,y, z), logo 
df =w; 

Note que a hipótese de B ser uma bola intervém na demonstração 
acima para assegurar, quando 0 = (0,0,0) € B e p = (x,y,z) E€ B, que 
o segmento de reta [0, p] está contido em B. Isto seria óbvio se B fosse 
qualquer conjunto convexo. Assim toda forma fechada cujo domínio é 
um aberto convexo no espaço R” é uma forma exata. 


Exemplo 1. Vejamos um problema que se reduz a determinar se uma 
certa forma fechada é ou não exata. Seja u: U — R uma função 
harmônica num aberto U C R?, isto é, uma função de classe CĈ tal 
que 92u/0x2 + 8?u/ðy? = 0 identicamente em U. (Exemplos: u(x, y) = 
xr? — y? ou ulz, y) = xy, com U = R°, e u(z,y) = 3 log (x? + y?), com 
U = R? — {0}.) Associemos à função u a forma w: U — (R?)*, dada por 
w= -5 d+ St A harmonicidade de U assegura que a forma w é fe- 
chada. Ela será exata se, e somente se existir uma função v: U > R, de 
classe C! (e portanto C?) tal que &v/ðx = —ðu/ðy e dv/Oy = ðu/ðzx. 
Ora, estas são as equações de Cauchy-Riemann, condições necessárias 
e suficientes para que seja holomorfa a função complexa f: U —> C, 
dada por f(x + iy) = u(x,y) +iv(x,y). (Veja Exemplo 6, Capítulo II.) 
Assim a forma fechada w: U — (R?)* é exata se, e somente se, a função 
harmônica u é a parte real de uma função holomorfa f = u + iv, de- 
finida no domínio de u. Como toda forma fechada é localmente exata, 
segue-se que toda função harmônica num aberto do plano é localmente 
a parte real de uma função holomorfa. Globalmente, isto não é necessa- 
riamente verdade, como veremos agora. No caso da função u: R? > R, 
u(x, y) = £? — y?, obtemos a forma w = 2ydz + 2xdy, que é exata: te- 
mos w = dv, onde v(x, y) = 2xy. De fato, u é a parte real da função 
holomorfa f: C > C, f(z) = 22. Por outro lado, tomando a função 


harmônica u: R?— {0} > R, ulz, y) = 5 log(x2 +y?), obtemos a forma 


w = (x? + y?) 1 —ydz + zdy), ou seja, w = 60, logo w não é exata em 


214 [CAP. IV: INTEGRAIS CURVILÍNEAS 


R? — {0}. Assim, a função harmônica u = 2 log(x2 + y?) não é a parte 
real de nenhuma função holomorfa em R? — {0}. Mas se p é qualquer 
semi-reta fechada partindo da origem, sabemos que w é exata em R2— p, 
logo existe v: R? — p > R tal que dv = w; assim f = u + iv é holomorfa. 
[Em virtude do Teorema 2, subtraindo de v uma constante, se necessário, 
(o que não prejudicará a propriedade dv = w) podemos supor que v seja 
uma função-ângulo em R? — p. Então, para todo z = (x,y) É p, teremos 


PO = ett = e". e = \/x2 + y2(cosv + isenv) = 


T£ Es yY 


A identidade el) = z significa que f: R? — p > C é um “ramo do 
logaritmo” .] 


Exemplo 2. Ainda no contexto de variáveis complexas, seja f = a + ib 
uma função holomorfa no aberto U C C. Por Cauchy-Riemann, as duas 
formas diferenciais w = adx — bdy e p = bda + ady são fechadas em 
U. Estas formas são exatas em U se, e somente se, existem funções 
u,v: U — R (necessariamente de classe C?) tais que du/dx = a, 

ðu/ðy = —b, v/ðxz = b e dv/dy = a. Então a função complexa 
g = u + iv: U — C cumpre as equações de Cauchy-Riemann e tem-se 
g' = ðu/ðx+i-v/Əx = a+ib = f, isto é, g é uma função holomorfa cuja 
derivada é f. Assim, para que a função holomorfa f = a + ib: U — C 
possua uma primitiva definida em U (ou seja, uma função g: U > C 


tal que g' = f) é necessário e suficiente que as duas formas diferen- 
ciais w = adx — bdy e p = bdx + ady sejam ambas exatas em U. 
Por exemplo, se tomarmos f: C — (0) > C, f(z) = 1/z, teremos 


F(z) = z/(2? + 4?) — iy/(2? + 4°), logo w = (x? + y?) (zde + ydy) 
e y = ôb. A forma w é exata em U = C — {0}; de fato w = du, onde 
u=s log(x2 +y?). Mas, como sabemos, «p = 00 não é exata em U, logo 
f não possui primitiva em U. 

Os exemplos acima dão uma idéia da relevância das formas diferen- 
ciais de grau 1 em Análise Complexa. 
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7 Homotopia 


Temos em mente analisar mais a fundo a questão de saber se uma 
forma w: U — (R")* é exata. Já vimos que uma condição necessária, 
quando w é de classe C!, é que seja fechada. Por isso nos restringiremos 
a formas de classe C! e indagaremos agora em que condições uma forma 
fechada w é exata. 

A resposta vai depender não somente de w mas da natureza to- 
pológica do seu domínio U. Já temos uma indicação disso: quando 
U cC R” é um subconjunto aberto e convexo do espaço R”, então qual- 
quer forma fechada w: U — (R”)* é exata. 

As propriedades topológicas de U que influem nessa questão são as 
que dizem respeito à possibilidade de deformar um caminho em U con- 
tinuamente. Elas são tratadas na teoria da homotopia, da qual apresen- 
taremos algumas noções agora. 

Sejam À, u: [a,b] — X caminhos no conjunto X C R”, com o mesmo 
domínio [a,b] e com as mesmas extremidades, isto é, A(a) = u(a) e 
A(b) = a(b). 

Uma homotopia entre À e u é uma aplicação contínua H: 

[a,b] x I > X, onde T = [0,1], tal que H(s,0) = A(s), H(s,1) = u(s), 
H(a,t) = A(a) = u(a) e H(b,t) = A(b) = u(b) para quaisquer s € [a,b], 
te [0,1]. 

Quando existe uma homotopia H entre À e u, dizemos que esses ca- 
minhos são homotópicos e escrevemos H: À= u ou, mais simplesmente 
N 

Intuitivamente, uma homotopia H : A = u é uma deformação contínua 
do caminho À, dentro de X, que acontece numa unidade de tempo, 
começando com À (para t = 0) e terminando com | (quando t = 1). Du- 
rante essa deformação, as extremidades A(a) = u(a) e A(b) = u(b) per- 
manecem fixas. As vezes é conveniente imaginar a homotopia como uma 
“família a um parâmetro”de caminhos H,: [a,b] —> X, onde Hi(s) = 
H(s,t), todos esses caminhos começando no ponto A(a) = u(a) e termi- 
nando no ponto A(b) = u(b). Os caminhos H; dependem continuamente 
do parâmetro t € [0,1], no sentido de que H: [a,b] x [0,1] > X é 
contínua. 

Quando o caminho À é fechado, isto é, A(a) = A(b), chamaremos A(a) 
o ponto básico de A. Todo caminho homotópico a À é também fechado 
e toda homotopia mantém fixo o ponto básico, isto é, H;(a) = H,(b) = 
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A(a) = A(b), para todo t € [0,1]. 

Convém ressaltar que, ao escrevermos H: À = u, fica subentendido 
um dado absolutamente essencial que é o conjunto X, dentro do qual 
a homotopia H: [a,b] x 1 — X tem lugar. Aumentando-se o conjunto 
X, dois caminhos que não eram homotópicos podem passar a ser, como 
veremos a seguir. A relação de homotopia é uma equivalência, ou seja, 
ela é: 

1. Reflexiva: ADA; 
2. Simétrica: Se A ~ u então u ~ A; 
3. Transitiva, Se Aœ u e u œv então À ~v. 

De fato, H: [a,b] x I — X, definida por H(s,t) = A(s), é uma 
homotopia entre À e À. Além disso, se H: À œ p então K: [a,b] x 1 > 
X, definida por K(s,t) = H(s,1 — t), é uma homotopia entre u e À. 
Finalmente, dadas H: A = u e K: u ~ v, definimos L: [a,b] x I > X 
pondo L(s,t) = H(s,2t) se 0 < t < 1/2 e L(s,t) = K(s,2t — 1) se 
1/2 < t< 1. Então L é contínua e é uma homotopia entre À e v. 

Uma maneira bastante conveniente de construir homotopias decorre 


do 


Lema 1. Sejam A, u: [a,b] > X caminhos no conjunto X C R”. Se 
À e u possuem as mesmas extremidades e, além disso, para cada s € 
[a,b], o segmento de reta [A(s), u(s)] está contido em X então À e u são 
homotópicos. 

Definiremos, neste caso, uma homotopia H: À = u pondo H(s,t) = 
1-DA(s)+tu(s), coma<s<b, 0<t< 1. Note que a homotopia 
H deforma À em p fazendo, para cada s € [a,b], o ponto A(s) deslizar, 
no tempo unitário, com velocidade constante, ao longo do segmento de 
reta [A(s), u(s)]. Uma tal homotopia diz-se linear e os caminhos À, u 
dizem-se, então, linearmente homotópicos. 


Por exemplo, se X C R” é convexo, então dois caminhos quais- 
quer à, u: [a,b] — X, com as mesmas extremidades, são linearmente 
homotópicos. 

Demonstraremos a seguir dois lemas que simplificarão bastante a 
prova do Teorema 11, um dos resultados principais deste capítulo. 

Um caminho A diz-se poligonal quando se obtém por justaposição 
A = Ay +- + àg de caminhos retilíneos. 


Lema 2. Seja U C R” aberto. Todo caminho À: [a,b] > U é linear- 
mente homotópico a um caminho poligonal. 
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Demonstração: Pelo Teorema 29, Capítulo I, existe uma partição 
a=s0<s<-<s=btal que, para cada à = 1,...,k, a ima- 
gem X([si-1, si) está contida numa bola aberta B; C U, a qual contém 
também (por ser convexa) a imagem do caminho retilíneo p: [S;j-1, si] — 
U, cujos extremos são A(s;-1) e A(s;). Como cada bola B; é convexa, 
segue-se do Lema 1 que cada restrição Al[s;-1, Si) é linearmente ho- 
motópica a |t;, logo À é linearmente homotópico ao caminho poligonal 
u= m+: + ug: la, b] > U. 

Continuaremos escrevendo 1 = [0,1]. 

Seja H: [a,b] x 1 > X C R” uma homotopia. Para cada s € [a,b] 
e cada t € I, indicaremos com Hº: I > X e Hg: [a,b] > X, respecti- 
vamente, os caminhos definidos por Hº(t) = H(s,t) e Hi(s) = H(s,t). 
Diremos que a homotopia H é poligonal quando, para cada s € [a,b| e 
cada t € I, o caminho “vertical” H? e o caminho “horizontal” H; forem 
poligonais. 


Lema 3. Seja U C R” um aberto. Se dois caminhos poligonais A, u: 
[a,b] — U são homotópicos, então existe uma homotopia poligonal entre 
Aep. 

Demonstração: Pelo Teorema 29, Capítulo I, existem partições P = 
la =s < sr ale lsb e QES a = 
as quais determinam uma decomposição do retângulo fa, b] x I em kr 
retângulos justapostos Rij = [Si-1,8:] X [t;-1,t;], tais que a imagem 
H(Ri;) de cada um deles está contida numa bola B;; C U. Então, 
x,y € H(Ri) > [x,y] C U. Refinando a partição P, se necessário, 
podemos supor que, em cada um dos 


U 
SOR 
ts A 
to Ros H 
ti Peas 
0 
a Sı S2 b 
segmentos [|si—1,s;] x 0 e [siz1,s;] x 1, (i = 1,2,...,k), H é retilíneo. 


Definiremos a homotopia poligonal K: [a,b] x I — U, entre À e p, pri- 


218 [CAP. IV: INTEGRAIS CURVILÍNEAS 


meiro nos vértices (s;, tj) da decomposição retangular de [a,b] x T, pondo 
K(s;,t;)) = H(si;,t;). Em seguida, definiremos K em cada retângulo 
Rij da decomposição assim: por meio da diagonal que liga os vértices 
(si-1,t;-1) e (si, tj) do retângulo Rij, 


(si-1,tj) (si, tj) 
Tij 
(si-1,tj-1) (si, tj—1) 


dividimos este retângulo em 2 triângulos, chamando de S;; o inferior e 
de T;; o superior. A aplicação K, já definida nos vértices de Rij, será 
estendida a todo esse retângulo exigindo-se que ela seja afim em T;j e 
em S;; separadamente. Como uma aplicação afim transforma segmentos 
de reta em segmentos de reta, a homotopia K será poligonal. 


Observação: Seja T C R? um triângulo de vértices a, b, c. É fácil ver 
que T é o conjunto dos pontos p € R? que se escrevem (de modo único) 
sob a forma p = ua+vb+wcondeu,v,w E [0,1] eu+v+w-= 1. 
[Os números u, v, w são chamados as “coordenadas baricêntricas” de p 
em T.] Uma aplicação f: T — R” diz-se afim quando, para p,q € T e 
0 < t < 1 quaisquer, tem-se f((1— t)p+tq) = (1—t)f(p)+tf(q). Dados 
arbitrariamente os pontos A, B,C € R”, existe uma única aplicação 
afim f: T — R” tal que f(a) = A, f(b)= B, f(c) = C. Basta pôr 
f(ua +vb+ wc) = uA +vB +wC. (Veja os detalhes no apêndice a este 
capítulo.) 


Corolário. Se à, u: [a,b] > U são caminhos de classe C! por partes, 
homotópicos no aberto U C R”, então existe uma homotopia H: A ~ u 
tal que, para cada s € [a,b| e cada t € I, os caminhos H°: I — U e 
H.: [a,b] — U, definidos por H°(t) = H(s,t) e Hi(s) = H(s,t) são de 
classe C! por partes. 


Com efeito, existem homotopias lineares À = A eu = u, onde 
A e uy são caminhos poligonais em U. Em seguida, existe uma ho- 
motopia poligonal A = uy. Compondo essas homotopias obtemos, por 
transitividade, uma homotopia H: À = u, com a propriedade requerida. 
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Teorema 11. Seja w uma l-forma fechada num aberto U C R”. Se 
à, u: [a,b] — U são caminhos seccionalmente C1, homotópicos em U, 
então he = fo 

Demonstração: Seja H: [a,b] x I — U uma homotopia entre À e qu. 
Pelo Teorema 29, Capítulo I, existe uma decomposição do retângulo 
[a,b] x I em kr retângulos justapostos Rij = [si—1, si] x [t;-1,t;], com 
a = so < S1 < < Sk =be0Q0 = to <t <: <tr = 1, tais que 
cada imagem H(Ri;) está contida numa bola B;; C U. Isto define os 
caminhos “horizontais” œo, @1,...,@r: [a,b] > U, onde a;(s) = H (s, tj), 
logo ago = À e ar = p; e os caminhos “verticais” 6o, 61,.-., 8k: I > U, 
dados por Bi(t) = H (si, t), resultando que o e Bk são constantes. Pelo 
corolário no fim do parágrafo anterior, podemos supor que os caminhos 
a; e Bi são todos seccionalmente C1. Devemos provar, sucessivamente, 
as igualdades 


Jes w w= an f w= fu. 
A a aq az Qr-1 u 


Basta demonstrar a primeira delas; as demais são análogas. Temos 


A=A+-+Ap, onde À; = Allsi-1, si] 


q = @11 ++ + aik, onde ar; = ailsi—1, Si). 


Escrevamos ainda 6; = Bil0O,t1], à = 0,1,...,k. Assim, Boy € kı são 
caminhos constantes. 


ai a12 a13 a14 
> > > > 

Boi À Aba ABa LB Bu 
> > > > 
Ai As As A4 


A forma fechada w é exata em cada bola B;;, logo suas integrais ao 
longo de dois caminhos com as mesmas extremidades, contidos em Bi;;, 
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são iguais. Assim, 


fole facho 
A Bora —Li Boi a 11 
um 
oq 11 


pois À e o1 + &11 — 611 são caminhos com as mesmas extremidades, 
contidos em B11. Analogamente, 


[o=[ w+ f v- f w; 
Aa 11 a12 Bo 


[o=[ o+ [ w-f w=] u+ | w 
Ak Bk-1,1 Qik Bk1 Be Qik 


k k 
Daí, fo= J f w = J f v= [ w. Isto conclui a demonstração. 
A i=1 "Ai j=] Y 2i a 


Mostraremos agora que, quando se trata de caminhos fechados A, p: 
[a,b] > U C R”, a validez do teorema acima não necessita que o ponto 
básico A(a) = A(b) = u(a) = u(b) permaneça fixo durante a deformação. 
Isto se faz mediante a noção de homotopia livre entre caminhos fechados. 

Uma homotopia livre entre os caminhos fechados À, pu: [a,b|> X c 
R” é uma aplicação contínua H: [a,b] x I > X tal que H(s,0) = A(s), 
H(s,1) = u(s) e H(a,t) = H(b,t) para quaisquer s € [a,b] et Ee I. A 
última igualdade significa que, para todo t € I, o caminho Hg: [a,b] — 
X, definido por H.(s) = H(s,t), é fechado. 

Diremos que os caminhos fechados À, u: [a,b] — X são livremente 
homotópicos quando existir uma homotopia livre H entre A e u. Escre- 
veremos então H: À= u ou, simplesmente, A = u. A relação À = | é 
uma equivalência entre os caminhos fechados em X. 

O teorema a que nos referimos é o seguinte: 


Teorema 12. Seja w uma forma fechada num aberto U C R”. Se 
à, u: [a,b] => U são caminhos fechados, seccionalmente C}, livremente 
homotópicos em U, então f w = Sao 

A demonstração é quase igual à do caso anterior, diferindo dela ape- 
nas porque, como H é uma homotopia livre, os caminhos “verticais” 6o 
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e Bk não são mais constantes. Em vez disso, como H; é um caminho 
fechado para todo t, temos Bo = 8k e portanto 891 = Ok . Isto acarreta 
apenas uma mudança: no cálculo final, as parcelas f da YET Í B, V em 
vez de serem ambas iguais a zero como no caso anterior, se cancelam na 
soma. 

A noção de homotopia livre dá, para caminhos fechados, uma ge- 
neralidade bem maior à igualdade f. JU = Ju para w fechada e À, u 
homotópicas, pois agora os caminhos À e u nem sequer precisam ter 
pontos em comum. 

Por exemplo, dados rı > 0 e r2 > 0 quaisquer, os círculos de centro 
na origem e raios rj e r2, isto é, os caminhos M, As: [0, 27] R? — {0}, 
Als) = (ricoss,r;sens), As(s) = (r2 cos s, rasen s), são livrementre 
homotópicos, pela homotopia linear H : [0,27]x1 — R?— {0}, H(s,t) = 
(1 — t): Ai(s) +t- Ao(s). Segue-se daí que, para toda forma fechada w 
em R? — {0}, vale ba = ho w. 


Corolário. Seja À: [a,b] > U um caminho fechado, seccionalmente C1, 
livremente homotópico a um caminho constante no aberto U C R”. Para 
toda forma fechada w: U — (R")*, tem-se fw = 0. 


Se quisermos provar que um caminho fechado À: [a,b] > U não é 
livrementre homotópico a um caminho constante em U (fato que, em 
geral não é fácil de provar diretamente), basta obter uma 1-forma fe- 
chada w: U — (R")* tal que fyw £ 0. Por exemplo, o caminho fechado 
A: [0,27] — R? — {0}, dado por A(t) = (cost, sent), não é livremente 
homotópico a um caminho constante em R? — (0) porque f. 100 = 27. 

Dizemos que um conjunto X C R” é simplesmente conero quando 
X é conexo por caminhos e, além disso, todo caminho fechado em X é 
livremente homotópico a um caminho constante. 

Por exemplo, todo conjunto convexo X C R” é simplesmente conexo 
pois se À: [a,b] > X é um caminho fechado então H: [a,b] x [0,1] > X, 
dada por H(s,t) = (1 — t) - A(s) +t- p, onde p = A(a) = A(b), é uma 
homotopia entre À e o caminho constante p. Em particular, as bolas e 
os subespaços vetoriais de R” são simplesmente conexos. 

Por outro lado, R? — {0} não é simplesmente conexo pois o círculo 
A(t) = (cost,sent), 0 < t< 27 é um caminho fechado em R? — {0}, o 
qual não é livremente homotópico a um caminho constante. 


Observação: Dois caminhos fechados contidos em X, com o mesmo 
ponto básico podem ser livremente homotópicos em X sem serem ho- 
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motópicos em X (com ponto básico fixo). Há, porém, um caso particular 
importante em que homotopia livre implica homotopia com ponto básico 
fixo: se À: [a,b] — X é um caminho fechado livremente homotópico a 
um caminho constante então À é homotópico (com ponto básico fixo) a 
um caminho constante. (Para um estudo mais detalhado desta matéria, 
veja [10], pág. 47.) A definição usual de conjunto simplesmente conexo 
requer que todo caminho fechado seja homotópico (com ponto básico 
fixo) a um caminho constante. Adotamos uma definição equivalente, 
mais fácil de verificar. 


Teorema 13. Seo aberto U C R” é simplesmente conexo então toda 
l-forma fechada w, em U é exata. 


Com efeito, para todo caminho fechado A, seccionalmente C! em U, 
temos f) w = 0. (Veja Teorema 9.) 

Outra consequência interessante do teorema da invariância por ho- 
motopias (Teorema 11) é que se a forma w: U > (R")* é fechada, então a 
integral f x w tem sentido para qualquer caminho contínuo À: [a,b] >U, 
mesmo que À não seja retificável. Com efeito, dado À, existe Ay: [a,b| — 
U poligonal (e portanto retificável) homotópico a À (com extremidades 
fixas!). 

Poremos então, por definição, f JU = f x% Como À, é contínuo 
e retificável, o segundo membro desta igualdade faz sentido. Sendo w 
fechada, o valor f x “ não depende de qual caminho poligonal A , ho- 
motópico a À, foi escolhido: se escolhêssemos Às, teríamos À = A, 
A œ Às, donde À = Às e portanto J w = fa w. 

Em particular se À: [a,b] — R? — {0} é qualquer caminho fechado 
(apenas contínuo), podemos definir sem ambigüidade o número de voltas 
que À percorre em torno da origem como n(A) = (1/27) /, 60, pois a 
forma elemento de ângulo 60 é fechada. Se À e u são caminhos fechados, 
livremente homotópicos em R? — {0}, tem-se n(A) = n(j). 

Os critérios aqui obtidos a fim de que uma forma seja exata se 
traduzem, analogamente, em condições para que um campo de veto- 
res F: U — R”, definido num aberto U C R”, seja um campo gra- 
diente, isto é, que exista uma “função potencia” f: U > R, tal que 
F(x) = grad f(x) para todo x € U. 

Por exemplo, se o aberto U C R” é simplesmente conexo, então o 
campo de vetores F = (a1,..., an): U — R”, de classe Ct, é o gradiente 
de um potencial se, e somente se, da;/dv; = da;/dx; em todos os pontos 
de U, para quaisquer i,j € [1,n]. 
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Dos fatos estabelecidos neste parágrafo resulta que se U C R? é um 
aberto simplesmente conexo então: 


1) Toda função harmônica u: U > R é a parte real de uma função 
holomorfa f: U => C; 


2) Toda função holomorfa f: U — C possui uma primitiva g: U > C; 


3) Se o aberto simplesmente conexo U não contém a origem 0, então 
existe uma função-ângulo contínua 0: U —> R. 


Estas conclusões resultam do Teorema 2 e dos Exemplos 1 e 2 acima. 


Como aplicação de 2), tomemos um aberto simplesmente conexo 
U c R? -— {0}. A função f: U —> C, definida por f(z) = 1/z, tem uma 


primitiva g: U > C. A exponencial e9 cumpre: (e9/2) = [g' < e9 -z — 
e9] /z? = [e9 — e9]/22 = 0. Logo eº/z é constante em U. Escrevendo 
essa constante sob a forma ef, c € C, temos e) = ef. z para todo 


z E€ U. Então, pondo h(z) = g(z) — c, a função h: U — C é holomorfa 
e tal que eœ) = z para todo z € U. Isto significa que h é um “ramo 
do logaritmo”, o qual portanto pode ser definido em qualquer aberto 
simplesmente conexo que não contenha a origem em Rĉ. 


Exemplo 3. Integração complexa. As integrais curvilíneas desempe- 
nham um papel fundamental na teoria das funções de uma variável 
complexa, como bem mostrou Cauchy. Dada uma função contínua 
f = u+iv: U — C, definida no aberto U C C, para todo caminho 
contínuo retificável A: [a,b] > U tem sentido a integral f, f(z)dz. Aqui, 
f(z)dz é uma forma diferencial complexa: f(z)dz = (u+ iv)(dz +idy) = 
ud — vdy + i(vdz + udy). Então, por definição, f) f(z)dz = fy udz — 
vdy+i Í. q vdr-+udy. Quando u e v são funções reais diferenciáveis em U, 
as equações de Cauchy-Riemann mostram que a forma f(z)dz é fechada 
(isto é, sua parte real, udx — vdy, e sua parte imaginária vdz + udy 
são ambas fechadas) se, e somente se, a função f(z) é holomorfa. Então, 
quando f: U — C é holomorfa (de classe C!) e À é um caminho fechado, 
livremente homotópico em U a um caminho constante, o Teorema 12 (ou 
mais precisamente, seu corolário) diz que f) f(z)dz = 0. Esta é uma for- 
mulação do Teorema de Cauchy, uma das pedras fundamentais da bela 
teoria das funções complexas. Tomemos, como exemplo, f: C—{0} >C, 
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f(z) = 1/2. Então 


dz dxz+idy (x —iy)(dxz +idy) 
z r+iy r? +y? E 
_ ada + ydy + i(ady — yda) 
a T . 


Para todo caminho fechado A: [a,b] — C — {0}, temos 


[5 dz = ada + ydy +if xdy — ydx 
A T? +y? a g? Hy? 
Ora, a forma (xdg + ydy)/(x2 +y?) = d(log 12 + y2) é exata em R? — 


{0}, logo a primeira integral no 2° membro da igualdade acima é zero. 
O integrando da última integral acima é 60 logo 


1 [E- 1 [ES 1 f% 

rij z rj +y majh ’ 
o que permite exprimir por meio de uma integral complexa o número de 
voltas que o caminho fechado À percorre em torno da origem. 


9 Cohomologia 


Consideremos um aberto U C R”. Diremos que duas 1-formas fecha- 
das w1 , w2 em U, são equivalentes quando existir uma função f: U —> R, 
de classe C°, tal que w1 — w2 = df. Escreveremos então wj ~ w2. Isto 
significa que, para todo caminho fechado À, seccionalmente C! em U, 
tem-se hu = IN 

A relação wı ~ wə é reflexiva, simétrica e transitiva; logo decompõe o 
conjunto das 1-formas fechadas em U como reunião disjunta de classes de 
equivalência. Para cada uma dessas formas w, sua classe de equivalência 
é, por definição, o conjunto 


lw] = {w + df; f: U > R de classe C?}. 
Como se vê facilmente, 


wi ~ w2, P1 ~ P2 > wi +y ~ w +p > [wi +y] = 
= |w + y2] e wi ~ w2 > t- w1 ~ t- w > |t- w] = [t - wa] 
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para todo número real t. 

Isto quer dizer que as classes |w + ọ] e [t - w] dependem apenas das 
classes |w] e [y] e do número real t, mas não das particulares formas w, 
y escolhidas para representá-las. 

Podemos então introduzir a soma [w|-+[] de duas classes e o produto 
t - [w] de uma classe por um número real pondo, por definição: 


[oo] + [y] = [o + dd), 
t- [wo] = [t-w). 


Seja H!(U) o conjunto cujos elementos são as classes de equivalência 
[w] das 1-formas fechadas em U. As operações acima tornam HI(U) 
um espaço vetorial real, tradicionalmente conhecido como o grupo de 
cohomologia real de dimensão 1 do aberto U C R”. 

O elemento neutro (zero) do espaço vetorial H!(U) é a classe [df] 
das 1-formas exatas em U. 

A seguir, determinaremos a dimensão do (ou, mais precisamente, 
uma base para o) espaço vetorial H!(U) nos casos em que U = R? — {0}, 
U = R? — {p,q} (p, q pontos distintos em R?) e U = R” — {0}, n > 2. 

Inicialmente, seja U = R? — {0}. 

Neste caso, provaremos que H!(U) tem dimensão 1 e que podemos 
tomar como base a classe [00] da 1-forma elemento de ângulo. 

Devemos então provar as duas afirmações seguintes: 


1) 100] £ 0; 


2) Para toda 1-forma fechada w em R? — {0}, existe um número real 
c tal que [w] = c[ô0]. 


A afirmação 1) significa que 60 não é uma forma exata em R? — {0}, 
coisa que já sabemos. 

A afirmação 2) corresponde a dizer que para toda 1-forma fechada 
w em U, existe um número real c, tal que w — c- 60 é exata em U. Isto 
é o que passamos a demonstrar. Utilizaremos o 


Lema 1. Seja u: [0,27] — R? — {0} o caminho dado por u(s) = 
(coss,sens). Para todo caminho fechado A: [0,27] — R? — {0}, existe 
n € Z tal que À é livremente homotópico a n- |, onde n - u(s) = 
(cos ns, sen ns). 
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Demonstração: Pelo Lema 2 do 87, podemos supor que À é de classe 
A 
C1 por partes. Para todo s € [0,27], o segmento de reta RO an 


não contém a origem. Logo À é livremente homotópico em R? — {0}, por 
uma homotopia linear, ao caminho s > a Assim, não há perda 
de generalidade em supor que À é um caminho de classe C! por partes, 
tal que |A(s)| = 1 para todo s € [0,27]. Seja então 0: [0,27] > R 
uma função-ângulo para À, de modo que A(s) = (cos 6(s), sen 0(s)) para 
todo s € [0,27]). (Veja o Corolário 2 do Teorema 11, Capítulo II.) 
Como A(O) = A(27), existe n € Z tal que 9(27) = 0(0) +2n7. A 
função contínua H: [0, 27] x [0,1] > R definida por H(s,t) = (1 — 
t)9(s) +t-n-s, cumpre H(2m,t) = H(0,t) + 2n- 7 para todo t € [0,1]. 
Segue-se daí que a aplicação H: [0,27] x [0,1] — R? — (0), definida 
por H(s,t) = (cos H(s,t), sen H(s,t)), é uma homotopia livre entre os 
caminhos fechados À e n- u. 


O cálculo do grupo de cohomologia H! (R? — {0}) se faz então com o 
teorema abaixo. Antes de prová-lo, observemos que se n- u é o caminho 
definido no enunciado do Lema 1, então n-u=ut+tu+c+uln 
parcelas), de modo que Sap” Sme Jie para toda forma contínua w, 
definida num conjunto que contenha o círculo St, imagem de u. Aqui, 
evidentemente u = 1 - u é o caminho u(s) = (cos s, sen s). 


Teorema 14. Para toda 1-forma fechada w em R? — {0}, existe um 
número real c tal que a l-forma w — c- 00 é exata em U. 


1 
Demonstração: Ponha c = gfo onde u(s) = (coss,sens), s € 
T 
H 


[0,27] é o caminho circular do Lema 1. Devemos provar que f yw- 
c- 60) = 0, ou ainda, que IN? =c- A ô0 para todo caminho fechado 
A em R? — {0}. Reparametrizando À, se necessário, podemos supô-lo 
definido no intervalo [0, 27], pois f W é invariante por reparametrizações 
positivas. Pelo Lema 1, À é livremente homotópico a n - u para algum 
n E€ Z. Como w e 60 são fechadas, suas integrais sobre caminhos fechados 
livremente homotópicos são iguais. Então 


sl w=n [w=n:me=e-n | 68-c | 56 =: [ 66, 
PA nu H H npu A 


como queríamos demonstrar. 
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Em seguida, mostraremos que se p, q € R? são pontos distintos então 
o espaço vetorial HI(R? — {p, q}) tem dimensão 2. 

Começaremos introduzindo, para cada ponto p = (a,b) € R2, a 1- 
forma fechada a, definida em R? — fp), chamada o “elemento de ângulo 
com vértice p”. Dado z = (x,y) € R? — {p}, poremos: 


1 
a(z) = |z — pļ? 


|- (y — b)dz + (x — a)dy]. 


Seja up: [0,27] — R? — {p} o caminho circular de centro p (e raio r, 
definido por up(s) = p +r -e'*. Então la Qp = 27. 

Por outro lado, se q Æ p e uq é um caminho circular de centro q e 
raio r < |p— q| então, tomando € > 0 tal quer <r+e < |g— p|, o disco 
aberto de centro q e raio r + E é um aberto simplesmente conexo que 
não contém p, logo a forma q, está definida nele e é, portanto, exata 
ali. Segue-se que Ja Qp = O quando o raio r do círculo uq é inferior à 
distância |q — pl. 

Fixemos agora, definitivamente, dois pontos p Æ q no plano R°. 
Sejam 


B* = {z € R?; (z — p,q — p) > 0}, A* = {w € R°; (w — q, p — q) > 0}. 


2 JBF A* 


w 


Temos z € B* & ângulo Zpq é agudo, enquanto w € A* & o ângulo 
wqp é agudo. 

Ponhamos agora A = 4* — {p}, B = B* — {q}. Então A e B são 
abertos, R? — {p,q} = AU B e AN B é convexo. 


ANB 
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Teorema 15. Dada uma l-forma fechada w em R? — {p,q}, existem 
números reais univocamente determinados u, v tais que a l-forma p = 
w-u-ap—v-aq é exata em R2— {p,q}. (Isto é, [w] = u- [ap] +v: [ag]-) 


Demonstração: Sejam up um caminho circular em A, com centro p e 


1 
Hq um caminho circular em B, de centro q. Ponhamos u = m W, 
T 


Hp 

1 

v= — 
27 7 
caminho fechado em A é livremente homotópico a um múltiplo inteiro de 
tp - Como Ji p = 0, segue-se que f 1 = 0 para todo caminho fechado 
A em A. Assim y é exata em A. Analogamente, concluimos que ọ é 


exata em B. À esta altura, faremos uso do 


wey=w- ua, — Vag. Como no Lema 1, vê-se que todo 


Lema 2. Sejam A,B C R” abertos conexos, com AN B conezxo, e 
p: AU B > (Rº)* uma 1-forma fechada. Se p é exata em A e em B 
separadamente, então p é exata em AU B. 


Com efeito, sabemos que ho = 0 para todo caminho fechado A 
contido em A ou contido em B. Devemos provar que f, 2 = 0 para 
todo caminho fechado A: [a,b] > AUB. Como A e B são abertos, 
existe uma partição P = {a = to < tı < --- < tk = b} tal que, para 
todo i = 1,...,k, a restrição À; = Alļfti-1, ti] é um caminho contido 
em A ou contido em B. Eliminando pontos supérfluos t; na partição 
P, podemos supor que À; e A;,1 não estão ambos em A nem ambos 
em B. Então A(t;) € AN B para todo à = 1,2,...,k — 1. Suporemos 
inicialmente que A(a) = A(b) € AN B. Como AN B é conexo, existem 
caminhos 44,...,/k-1 em AN B, cada 3; ligando o ponto A(a) ao ponto 
A(ti). Note que À = Ay +--+- + Àk e que os caminhos À; — 61, fi + 
A2 — Do,...,8p-2 + Àk—1 — Bk-1, Bk-1 + Ap são fechados, cada um deles 
inteiramente contidos em 4 ou em B. 


<> 


Logo, a integral de y ao longo de cada um destes caminhos é zero. 
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Portanto 


k 
w= w = w= w+ f w+ f ott 
I a f, L Ba Aa 


+ o+ [ w=[ u+ f apee 
Bk-1 Ak ài— 61 Bı +à2—62 


+ / w = 0. 
Br-1+Ak 


Se, por acaso, não for A(a) = A(b) € AN B, tomamos um caminho 
8 em AU B ligando um ponto de AN B ao ponto A(a) = A(b). Então 
o caminho 4 + À — 8 = y começa e termina em AN B e temos fado = 
I qu =0. 

Resta apenas mostrar que a unicidade dos coeficientes u, v, ou, o que 
é o mesmo, a independência linear das classes [ap] e [ag] em H!(R? — 
{p,q}). Ora, de w =u-ap+v- aq + df, obtemos (1/27) fw = u para 
todo caminho circular À, de centro p, que não contenha q em seu interior. 
Isto mostra que u é univocamente determinado a partir de w. Do mesmo 
modo se raciocina com respeito a v. 


Observação: Este método serve para provar, mais geralmente, que se 
p1,.-.,Pn São n pontos distintos em R? e U = R? — fpi,..., Pn} então 
H!(U) é um espaço vetorial de dimensão n. 

Mostraremos, finalmente, que se U = R” — {0} com n > 3 então 
H! (U) = (0), isto é, que toda 1-forma fechada em U é exata. 

Para isto, é suficiente provar que, se n > 2, todo caminho fechado 
em R” — (0) é livremente homotópico a um caminho constante. 

Em virtude do Lema 2, 87, podemos partir de um caminho poligonal 
A em R” — (0). 

Se existirem três vértices consecutivos 4, B C do caminho poligonal 
À tais que o triângulo ABC não contenha a origem 0 € R”, então pode- 
mos, através de uma homotopia linear em R” — {0}, deformar AB + BC 
em AC, logo À será homotópico em U a um caminho poligonal fechado, 
com um vértice a menos. Repetindo o processo, eliminaremos um a um 
todos os vértices, chegando a um caminho, que ainda chamaremos de À, 
tal que qualquer triângulo determinado por 3 vértices consecutivos de À 
contém a origem. Então o caminho À está contido num plano II, um su- 
bespaço de dimensão 2 em R”. Como n > 3, existe um vetor a € R” que 
não pertence a esse plano II. Então H(s,t) = A(s)+ta é uma homotopia 
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em R” — {0}, começando com À e terminando no caminho s +» A(s) +a, 
contido no plano II + a e, neste plano, homotópico livremente a um ca- 
minho constante. Como 0 ¢ II +a, esta última homotopia tem lugar em 
R” — {0}, o que termina a demonstração. 

Acabamos de ver que, se n > 2, o conjunto R”+1—{0} é simplesmente 
conexo. Isto tem a seguinte consequência: 

Paran > 2, a esfera n-dimensional S” é simplesmente coneza. 

De fato, como S” C R"ºt*! — {0}, todo caminho fechado À em S” é 
livremente homotópico em R”+1 — {0} a um caminho constante. Com- 
pondo essa homotopia com a “projeção radial” p: R'HI — {0} — 9°”, 
pay = a obtemos uma homotopia livre em S”, entre o caminho fe- 


2] 


chado À e um caminho constante. 


10 A fórmula de Kronecker 


Uma aplicação interessante das integrais curvilíneas é a fórmula de 
Kronecker, sobre o número de raízes de um sistema de equações do tipo 
f(x,y) =0, g(x,y) = 0, onde f e g são funções de classe C? definidas 
num disco do plano. 

Começaremos com algumas considerações gerais sobre mudança de 
variáveis em formas diferenciais. 

Diremos que uma aplicação F = (fi,..., Jn): U > R”, definida 
num aberto U C R”, é de classe C! quando cada uma das suas funções 
coordenadas fk: U >R (1< k< n) for de classe CF., Analogamente se 
define aplicação diferenciável F: U — R”. Essas aplicações serão objeto 


de estudo detalhado no capítulo seguinte. 
n 

Dadas uma forma diferencial w = 5: axdyy, de classe C”, definida 
k=1 

no aberto V C R”, e uma aplicação F=(f,...,fn):U>V, de classe 

C"+ no aberto U C R”, definiremos a forma induzida F*w em U 


pondo 


n 


F*w = > (ap o F)dfy 


k=1 


Para todo x € U temos, portanto 


(F*w)(x£) = `> bi(x)dxi, onde b;(x) = se akl F(x)) i (£). 


i=1 k=1 
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Assim, a forma induzida F*w é obtida de w pela “mudança de 


variáveis”y = F(x), isto é, fazendo-se as substituições yk = fala), 
ð 

dyg = df, = X £ de;. 
oxi 


Como se vê, para w € C” e F € O"tL, tem-se F*w € C". 
As propriedades seguintes são de verificação imediata: 


1. Se F: U > V e G: V — W de classe C't então, para toda forma 
w de classe C” em W, vale (G o F)*w = F*(G*w); 


2. Se w = df é exata, então F*w = d(f o F) também é exata; 
3. Se w é fechada, então F*w também é fechada; 


4. Para todo caminho contínuo retificável Aem U, f F*w = fpo% 


Um ponto x € U C R” chama-se um zero da aplicação F: U > R” 
quando F(z) = 0. Dizemos que z é um zero isolado de F quando existe 
uma bola B = B(x,r) C U tal que x é o único zero de F em B. O zero x 
chama-se simples quando F é diferenciável e o determinante Jacobiano 
JF (x) = det (3i 

Om; 
que x é um zero positivo de F. Analogamente, diremos que x é um zero 
negativo de F quando tivermos JF(x) < 0. 

Pelo Teorema 4a do Capítulo III, se F é diferenciável então todo zero 
simples de F é isolado. 

Passemos agora ao caso particular que nos interessa no momento. 

Dado um círculo C, de centro p e raio r no plano, indicaremos ainda 
com C o caminho C: [0,27] — Rê, definido por C(s) = p+r- e. 

Sejam F = (f,9):U — R? uma aplicação de classe C? no aberto 
U c R? e D c U um disco fechado, em cuja fronteira C = OD não há 
zeros de F. A integral 


(1) é diferente de zero. Se for JF(x) > 0, diremos 


n(F, D) = 


1 f fdg- gaf 
27 J: P+ 
chama-se o índice da aplicação F no disco D. 

A forma diferencial (fdg — gdf)/(f2 + 9º) acha-se definida no aberto 
V, formado pelos pontos z € U tais que F(z) £ 0 (o que equivale a 
f(z}? + g(2)2 > 0). Em V, esta forma é igual a F*(60). Por hipótese, 
temos C C V. Então 


PaO E RN f En, 
eben aro ca Sa 
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Em particular, o índice n(F; D) é um número inteiro, igual ao número 
de voltas que o caminho F o C percorre em torno da origem em R?. 
(Veja o Corolário do Teorema 8.) 


Teorema 16. (1) Se Dı C Də são discos contidos no aberto U C R? e 
F: U — R? não possui zeros no conjunto Ds — int Dı então n(F; D1) = 
n(F; Də). 

(2) Sejam F,G: U — R? aplicações de classe C?, que não possuem 
zeros na fronteira C = OD de um disco D contido em U. Suponha que 
exista uma homotopia H: C x [0,1] — R? — {0} entre F|C e G|C (isto 
é, H(2,0) = F(z), H(z,1) = G(z) e H(z,t) * 0, para todoz E€ C e 
todo t € [0,1]). Então n(F; D) = n(G; D). 

Em particular, se O É [F (z), G(z)| para todo z € C então n(F; D) = 

n(; D). 
Demonstração: (1) Sejam Cı = Dı e C2 = Dz parametrizados 
por C(s) = pı +r1 e e Co(s) = po + r2: e, 0 < s < 2r. Então 
H: [0,27] x[0, 1] — R?—{0}, dada por H (s, t) = F|(1—t)C1(s)+tC2(8)], 
é uma homotopia livre entre os caminhos fechados FoC; e FoC. Como 
ô0 é uma forma fechada em R? — {0}, segue-se do Teorema 11 que 


1 1 
nP; D) = 5 f 00 = — 30 = n( F; Ds). 
27 FoC 2T FoOs 
(2) A aplicação K: [0,27] x [0,1] — R? — {0}, definida por K(s,t) = 
H(C(s),t), é uma homotopia livre entre os caminhos fechados Fo C e 
GoC. Logo, pelo Teorema 11, 


1 1 
PD) = z f 9 na E 


Corolário. Se F: U — R? (uma aplicação de classe C?) não possui 
zeros no disco D C U então n(F;D) = 0. 

O corolário acima pode ser enunciado, equivalentemente, sob a forma 
de um importante teorema de existência, assim: Se n(F; D) # 0 então 
existe algum z € D tal que F(z) = 0. 

Com efeito, sendo p o centro do disco D, a aplicação H: [0,27] x 
[0,1] — R? — {0}, definida por H(s,t) = F((1 — t) - C(s) + t- p), é uma 
homotopia livre entre o caminho fechado F o C e o caminho constante 


| 1 
F(p). Logo n(F;D) = — ô0 ô0 = 0. 


2r Jro 2r F(p) 
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Exemplo 4. Seja T: R? — R? uma transformação linear invertível. Se 
o disco D C R? não contém a origem então T não possui zeros em D, 
logo n(T; D) = 0. Se D contém a origem em seu interior, provaremos que 
n(T; D) = +1 ou n(T; D) = —1, conforme seja detT > 0 ou det T < 
0. Para isto mostraremos que existe uma homotopia entre T e uma 
transformação linear L que, no caso de detT > 0, é a identidade e, 
quando det T < 0, é a transformação Ti(x,y) = (x, —y). Tal homotopia 
consiste num caminho contínuo t > T;, te [0,1], com To = T e Ti = L, 
tal que, para todo t € [0,1], T,: R? — R? é uma transformação linear 
invertível. Então n(T; D) = n(L; D), sendo óbvio que n(L; D) = 1. 
Para obter o caminho de transformações lineares invertíveis T; ligando 
T a L, trabalharemos com a matriz (2) de T, a qual tem como colunas 
os vetores u = (a,c) = T : e e v = (b,d) = T - e2. Devemos obter 
um caminho contínuo t > (ut, v) tal que uo = u, vo = v, e u = ¢&1, 
vı = +ea (conforme o sinal do determinante de T), de modo que, para 
todo t, os vetores uz, v; sejam linearmente independentes. Começamos 
deformando continuamente os vetores u, v ao longo das retas que os 
contêm, de modo a ficar com |u| = |v| = 1. A segunda parte do caminho 
(ut, v4) consiste em girar u no sentido horário, até fazê-lo coincidir com 
e1, e girar v ao mesmo tempo, do modo a mantê-lo rigidamente ligado a 
u. Digamos que a primeira deformação levou 1/3 da unidade de tempo 
para ser efetuada e 


V2/3 


e2 det T < 0 


e1 = U2/3 


detT > 0 


V2/3 


a segunda gastou outro 1/3. Então, para t = 2/3 temos u23 = 1 € 
v2/3 pode estar (1) no semi-plano superior ou (2) no semi-plano inferior. 
Durante a deformação contínua dos vetores ut, v+, que são as colunas da 
matriz de T, , o determinante de T, varia continuamente e nunca se anula; 
logo mantém o mesmo sinal. Então o caso (1) corresponde a det T > 0 e 
o caso (2) corresponde a det T < 0. Para completar a homotopia, usamos 
o intervalo de tempo [2/3,1] para girar continuamente v,,3, mantendo 
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u2/3 = e1 fixo, até obter no caso (1), vı = e» e, no caso (2), obtendo 
vı = —es, isto sendo feito de modo que v, e uz; = e1 sejam linearmente 
independentes para todo t € [2/3,1], o que é obviamente possível. 


Teorema 17. Se F = (f,g): U — R?, de classe C? no aberto U C R2, 
possui um único zero p no disco D C U, o qual é simples e não está 


em C = ðD, então n(F;D) = +1, conforme o Jacobiano JF(p) = 
Of dg Of Og , , ti tivo 

no ponto p, seja positivo ou negativo. 
Demonstração: Para simplificar a notação, suporemos que p é a origem 


ð og og 
2 = = = Eo 
de Rĉ, escreveremos a = T (p), b Jy (p), c dx (p), d dy (p) e 


indicaremos com T: R? — R? a transformação linear (invertível) cuja 
matriz tem as linhas (a,b) e (c,d), nesta ordem. Como f e g são dife- 
renciáveis, para todo z = (x,y) € D temos 


f(z) = ax + by + p(z) : |z| e g(2) = cz + dy + a(z) - |z|, 
onde lim p(z) = lim o(z)=0. 
Pondo R(z) = (p(z),o(z)), podemos então escrever, para todo z € D: 


F(z) =T -z+ R(z)- |z|, onde lim R(z}= 0: 


Sento T invertível, o Lema do Teorema 4a, Capítulo III, nos fornece 
c > 0 tal que |T - z| > clz| para todo z € R?. Pelo Teorema 16, podemos 
supor o raio do disco D tão pequeno que z € D => |R(z)| < c/2. Então 


02z€D>I|T-z+(1-)- Riga > 
IT- 2|- (1- t): |R(2)|: lz] 2 ezl- $ lel > 0, 


para todo t € [0,1]. Segue-se que H: U x [0,1] — R?, definida por 
H(z,t)=T.z+(1-t)- R(z)- |z|, é uma homotopia entre F e T, tal 
que H(z,t) £ O para todo z € C = ðD e todo t € [0,1]. Portanto, 
n(F; D) = n(T; D) em virtude do item (2) do Teorema 16. Finalmente, 
o Exemplo 4 nos dá n(T; D) = +1, onde o sinal é o do Jacobiano de F 
no ponto p. 


Teorema 18. Se a aplicação F = (f,g): U — R? é de classe C? 
e possui, no disco D C U, um número finito de zeros, todos simples, 
nenhum dos quais em C = ðD, então n(F; D) = P — N, onde P é o 
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número de zeros positivos de F em D e N é o número de zeros negativos. 
Noutros termos, temos a igualdade 


P-N. 


1 [fdg-gdf 
/ P+ 


27 


Demonstraçao: Sejam 24,...,2zr Os zeros de F em D. Modificando li- 
geiramente o disco D, se necessário [segundo o item (1) do Teorema 16], 
podemos supor que nenhum raio de D contém mais de um zero de 
F. Por meio de raios, dividimos D em k setores S;, cada um deles 
contendo exatamente um dos pontos z; em seu interior. A integral 
Jáfdg — gdf) / (f? +92) é a soma de k integrais com o mesmo integrando, 
cada uma delas tomada ao longo de ôS; , cada uma dessas fronteiras pa- 
rametrizada de modo coerente com o arco de C que lhe é comum. Com 
centro em cada zero z;, tomemos um pequeno círculo C; = D; , con- 
tido no interior do setor S;. Uma homotopia radial evidente entre C; 
k 

e 98; nos dá n(F; D) = 3: n(F; Di) e o resultado então segue-se do 
Teorema 17. = 

Exemplo 5. Seja F = u+i-v: U — C uma função holomorfa. Em 
virtude das equações de Cauchy-Riemann, em todo ponto z € U, seu de- 
terminante Jacobiano é JF (z) = A diem = (2) + (5) Í = 

dx dy Oy Ox dz Oy 

[F'(2)|2. Assim, JF(z) > 0 para todo z € U. Em particular, se todos os 
zeros de F no disco D C U forem simples, então o índice n(F; D) é igual 
ao número desses zeros. Consideremos o caso especial de um polinômio 
p: C — C. Um zero a € C chama-se então uma raiz de p. Como se sabe, 
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pla) = 0 equivale a p(z) = (2— a) -q(z), onde q(z) é ainda um polinômio. 
A multiplicidade da raiz a é o maior número natural k tal que p é divisível 
por (2—a)*. [Isto equivale a dizer que p(z) = (z—a)®-q(z), com g(a) £ 0.) 
Quando k = 1, a diz-se uma raiz simples. Ora, p(z) = (z — a) - q(z) 
implica p'(a) = q(a). Como um polinômio é uma função holomorfa, seu 
Jacobiano no ponto a é Jp(a) = |p'(a)|2 = |a(a)|2. Assim, a é um zero 
simples de p se, e somente se, é uma raiz simples. Suponhamos que o 
polinômio p só tenha raízes simples. Então, para todo círculo C = OD 
no plano, sobre o qual não haja raízes de p, o número n(p; D), ou seja, 
o número de voltas que o caminho po C descreve em torno da origem, é 
igual ao número de raízes de p no interior do círculo C (isto é, no disco 
D). Estendamos este resultado para um polinômio qualquer. 

Se a é uma raiz, de multiplicidade k, do polinômio p, então p(z) 
(z — a)f le + p(2)], onde c # 0 e (z) é um polinômio, com (a) = 
Existe portanto ô > 0 tal que 


0. 


o<- s> el< E eta- toe) 


para todo t € [0,1]. 


Sejam D = Bla;óJ)e C = ðD. Então H: C x [0,1] > C, definida por 
H(z,t) = (z—a)*[e+(1-t)y(z)|, é uma homotopia entre H(z,0) = p(z) 
e H(z,1) = c(z — a)*, com a propriedade de que H(z, t) £ 0 para todo 
z € C e todo t € [0,1]. Concluimos, pelo Teorema 16, que n(p; D) = 
n(c(z — a)¥; D) = número de voltas que o caminho fechado s œ de'*s, 
0 < s < 27, percorre em torno da origem. Evidentemente, este número 
é k. Logo n(p; D) = k, sempre que o polinômio p tenha no disco D 
uma única raiz, a € int D, de multiplicidade k. Segue-se daí (como na 
demonstração do Teorema 18) que para todo disco D C RÊ que não 
contenha raízes de p em sua fronteira C, o número n(p; D), igual ao 
número de voltas que o caminho po C percorre em torno da origem em 
C, é também igual ao número de raízes de p (cada raiz de multiplicidade 
k sendo contada k vezes) contidas no disco D. Ora, se o raio do círculo C 
for suficientemente grande, o polinômio p tiver grau m então o caminho 
fechado po C dá m voltas em torno da origem. Com efeito, se p(z) = 
aoz” + aa" t +: + am então 


z#0= plz) = 2" [ao + Z +t TE] = 2 lao + EC), 
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onde ag £0 e | = E(z) = 0. Existe portanto r > 0 tal que 
Z|—00 


al> rsza < ol > ao + (1 — t) E(z) Æ 0 para todo t € [0,1]. 
Então H:Cx[0,1]>C, definida por H(z,t)=2z"[ao+(1-—t)&(z)], é uma 
homotopia entre H(z,0) = p(z) e H(z,1) = aoz”, com a propriedade 
de que H(z,t) £0 para todo t € [0,1] e |z| > r. Se D = B[0;r], temos 
então n(p; D) = n(aoz”; D) = m. Em particular obtemos o Teorema 
Fundamental da Álgebra: todo polinômio complexo de grau > 1 tem 
pelo menos uma raiz complexa. (Veja o corolário do Teorema 16.) 

Como aplicação do Exemplo 5 acima, demonstraremos que as raízes 
de um polinômio dependem continuamente dos seus coeficientes. Mais 
precisamente, temos o 


Teorema 19. Sejam p(z) = aoz™ +az" +... +am um polinômio 
complexo, a E€ C uma raiz de p com multiplicidade k e D um disco de 
centro a e raio E, não contendo outra raiz de p. Existe ô > O tal que 
se q(z) = boz” + by" 1 +... +bm é qualquer polinômio satisfazendo 
lbo— ao| <6,...,|bm — am| < ô então q possui k raízes no disco D (cada 
uma delas sendo contada de acordo com sua multiplicidade). 


Demonstração: Como vimos no Exemplo 5, k = n(p; D). O círculo 
C = ƏD evidentemente é um conjunto limitado: ze C > |z| < |a| + €. 


m . 
Ponhamos A = X` (|a| + £)”™. Seja 7 > 0 o ínfimo de |p(z)| quando z 
i=0 


percorre o conjunto C. Assim, z € C > |p(z)| > n. Tomemos ô = n/24. 
Se q(z) = boz” +--+ bm é tal que |b; — a;| < ô para i = 0,1,...,m 


m 


então, para todo z € C temos l|g(z) — p(2)] < > |b; — a;l |z| < 


i=0 
m 
OS zm < 64 = ņ/2. Isto significa que, para todo z € C, o segmento 
i= 
de nA [p(z), q(z)] não contém a origem. Portanto a homotopia linear 
H:.Cx[0,1]>C, H(z,t) = (1- t)p(z) + ta(z), cumpre H(z,t) £ 0 
para todo z € Č e todo t € [0,1]. Como H(z,0) = p(z) e H(z,1) = a(z), 
segue-se do Teorema 16 que o número de raízes do polinômio q no disco D 
(contadas conforme suas multiplicidades) é igual a n(q; D)=n(p; D)=k. 
Em particular, se a é uma raiz simples de p, dado qualquer € > O tal 
que a seja o único zero de p em B(a;c), existe ô > 0 tal que se q é um 
polinômio cujos coeficientes diferem menos de ô dos seus correspondentes 
em p, então q possui exatamente uma raiz no disco de centro a e raio €. 
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APÊNDICE 


Transformações afins do plano 


Sejam a,b,c € R? três pontos não colineares e T o triângulo que os 
tem como vértices. Estabeleceremos os seguintes fatos. 


Primeiro: Todo ponto p € T se exprime, de modo único, como p = 
ua+vb+wc, ondeu,v,w E [0,1] eu+v+w=l1. 

Demonstração: Dado p, seja q o ponto de interseção da reta ap com o 
lado [b,c]. Então q = (1 — s)b + sc, com s € [0,1] e p = (1 — tja + tq, 
te [0,1], 


logo p = (1 — tja + t(1 — s)b + tsc = ua + vb + wc, onde u = 1 — t, 
v = t(1 — s) e w = ts pertencem a [0,1] e têm soma igual a 1. Para 
provar a unicidade, suponha que ua + vb + wc = ua + vb + wc, com 
uvw,uvwelO,ljeutvtw=utv+w=1. Então w =1—u-—v 
e w = 1 — ū — ņ, logo 


ua + vb + (1 — u — v)c = ūa + Ub + (1 — ū — v)c 


e daí u(a-— c) +v(b-— c) = ula — c) + 0(b — c). 
Como a — ce b — c são linearmente independentes, segue-se que u = q, 
v=0ew=l-—u-v= l-u- = Ü. 


Segundo: Se p = ua + vb + wc, com u,v,w E [0,1] eu+v+w=1, 
então p ET. 

Demonstração: Se v +w = 0 então p =a E€ T. Se v +w 0, podemos 
escrever 
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O ponto q = ” » | g pertence ao lado fb, c], logo q E€ T. Como 
v +w v +w 

p € |a, q] e o triângulo T é convexo, segue-se que p E T. 

Terceiro: Dados arbitrariamente A, B,C € R”, a aplicação f: T > 
R”, definida por f (ua+vb+wc) = uA+vB+wC, é afim. Se g: T — R” 
é afim e gla) = A, g(bD)=B, g(c)=C, então g = f. 
Demonstração: Dados arbitrariamente p,q € T et € [0,1], temos 
p= ua+vb+wc e q = ŭa +ob+ wc, com u,v, w E [0,1], u+v+w=1, 
u,v, W E [0,1] e ŭu +0 +w = 1. Então: 


HO — t)p + tq) 

= f((1 — t)ua + (1 — t)vb + (1 — t)wc + tūa + tob + tic) 

FU(L— t)u + tū)ja + ((1 — t)v + tū)b + ((1 — t)w + pe c] 

(1 — tju + tū)A + ((1— tv + t)B + ((1 — t)w + tū)C 
t)(uA +vB +wC)+t(uA +B + WC) 

t) f (p) + tfl). 


Isto mostra que f é afim. Evidentemente, f(a) = A, f(b) = B e f(c) = 
C. Seja agora g: T — R” afim, com gla) = A, gb) = B e glo) = C. 
Dado p = ua + vb + wc € T, se for v + w = 0 então p = a e daí g(p) = 
A = f(p). Se, porém, t = v + w # 0, escrevamos q = (v/t)b + (w/t)c. 
O ponto q pertence a T, pois v/t + w/t = 1. Sendo g afim, temos 
9(q) = (v/t)B + (w/t)C = f(q). Portanto g(p) = g((1 — t)a + tq) = 
(1=t)A+t- gq) = (1-Dfila)+tH(a) = f((1—-t)a+tq) = f(p). Assim, 


g = f, como queríamos demonstrar. 


( 
Sfi- 
Si- 


Exercícios 


so, 


2.1. Seja a: [a,b] — R constante nos intervalos [a, c) e (c,b], onde a < c < b. Mostre 
que se f: [a,b] — R é contínua no ponto c então S? fda = f(c) Jal )—-a(c)]. 
Por outro lado, se f e a são descontínuas no ponto c então não existe a integral 
J? fda. Em particular, dada f: [a,b] > R, se existe a integral T fda para 
toda função a: [a,b] — R de variação limitada, então f é contínua. 


2.2. Seja a: [a,b] — R uma função limitada. Se existe la fda para toda função 
contínua f: [a,b] > R, então a é de variação limitada. 

2.3. Sejam f,a: [a,b] — R limitadas, tais que a integral i fda existe. Então, para 
todo c € [a,b], existem as integrais f° fda, S? fda e vale S? fda = [É fda + 


240 


2.4. 


2.5. 


2.6. 


2.1. 


2.8. 


83. 


3.1. 


3.2. 


3.3. 


3.4. 
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En fda. Considere fa: [-1,1] — R definidas por f(x) = 0 se —1 < x < 0, 
flr)=1se0O<ar<l, a(z) = 0 se—1 <xzr<0eazr)=1l1se0<zr<1. 
Mostre que existem Je, fda e Js fda mas não existe [", fda. 
Sejam f,a: [a,b] — R limitadas. Existe E fda se, e somente se, existe F adf. 
No caso afirmativo, tem-se J? fda + J? adf = f(b)a(b) — f(a)a(a). 
Seja a: (0, +00) — (0, +00) contínua crescente, com a(1) = 1. Prove que 
JE da/a = log a(x). [Não suponha a diferenciável!] 
Sejam f: Ux [a,b] — R como na Regra de Leibniz (Cap. 111,86) ea: [a,b] > R 
de variação total limitada. Prove que se 
b b 
- OF of 
F(x) = f f(x, t)da(t) então Əz, (x) = Dar, © DH), 


a 


para todo x € U. 

Sejam f contínua e a de variação limitada no intervalo [a, b]. Defina F: [a,b] — 
R pondo F(x) = J fda. Prove que F é de variação limitada e que a variação 
total de F não excede M - V, onde M = sup{|f (x)|; x € [a,b]} e V é a variação 
total de a em [a,b]. 

Dada uma sequência de funções limitadas fn: [a,b] — R, suponha que exista, 
para cada n, a integral T fn(t)da, onde a: [a,b] > R tem variação limitada. 
Suponha ainda que fn — f uniformemente em [a,b]. Prove que existe i fda 
e vale f” fda = lim m fada. Dê exemplo em que an — a uniformemente mas 
não se tem É fdan — i fda. 


Se o caminho A: [a,b] — R? é o gráfico de uma função f: [a,b] — R de classe 
C", isto é, A(x) = (x, f(x)), e w = Adx + Bdy é uma 1-forma contínua definida 
num conjunto que contém a imagem de À então 


fo=[ [A(x, f(x) + B(x, f(x), f (x)]dz. 


Se À: [a,b] > U C R? é o caminho retilíneo horizontal, que liga o ponto (a,c) 
ao ponto (b,c) e w = fdz + gdy é uma 1-forma em U, a integral he existe 
se, e somente se, a função x + f(x,c) é integrável no intervalo [a,b]. No caso 
afirmativo, tem-se f w = S? f(x, c)dz. 


Seja U C R? um aberto contendo o círculo unitário S!. Para cada k € Z, 
considere o caminho Ay: [0,27] — U, dado por Ax(t) = (cos kt, sen kt). Se 
w: U — (R?)* é qualquer 1-forma contínua, prove que a w= k fy w. 


n 
Para cada t € T CR”, seja w = 5 ai(t,x)dx; uma forma diferencial no 
i=1 
aberto U C R”, tal que os coeficientes a;: Tx U — R são funções contínuas. 
Para cada caminho retificável A: [a,b] > U, prove que a função q: T > R, 


definida por y(t) = f. x wt, é uma função contínua. 
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3.5. 


3.6. 


3.7. 


3.8. 


3.9. 


3.10. 


3.11. 


3.12. 


Calcule /, fds onde f: R? — R é dada por f(x,y) = y£? +y? e A: [0,27] — 
R? é o caminho A(t) = (a cost, bsen t), que descreve uma elipse. 


Seja À: I — U um caminho contínuo retificável. Se uma segiiência de 1- 
formas wn , contínuas no aberto U C R”, converge uniformemente em A(1) 
para uma forma w (isto é, cada coeficiente de wn converge uniformemente para 
o coeficiente correspondente em w), então dim J. xUn = J NU. 


Sejam A: fa, b] — R?—{0} um caminho fechado seccionalmente C* e a € R uma 
constante. Defina pu: [a,b] > R? — {0} pondo u(t) = et“ - A(t) = (z(t) cosa — 
y(t) sena, x(t) sena + y(t) cosa), onde A(t) = (x(t), y(t)). Os caminhos À e u 
dão o mesmo número de voltas em torno da origem. 


Sejam A, u: [a,b] — R? — {0} caminhos fechados de classe C!. Se A(t) e u(t) 
são linearmente independentes para todo t € [a,b] então À e u dão o mesmo 
número de voltas em torno da origem. 


Dado o caminho fechado À: [a,b] — R? — {0}, de classe C+, indique com A(t) 
a “área orientada” do paralelogramo determinado pelos vetores A(t) e A'(t), 
para cada t € [a,b]. Mostre que o número de voltas que À percorre em torno 


da origem é 
Í -f° At) 
n(A;0) = F ROE dt. 


[A “área orientada”de um paralelogramo cujos lados são dados pelos vetores 
v, w € R? (nesta ordem) é positiva quando o sentido de rotação v +» w pelo 
menor ângulo é anti-horário, negativa no caso contrário e nula quando v e w 
são linearmente dependentes.] 


Se o caminho fechado A: [a,b] — R? — {0}, de classe C!, é tal que A(t) e A(t) 
são linearmente independentes para todo t (ou, mais geralmente, quando o 
determinante 2 x 2 cujas colunas são A(t) e X'(t) não muda de sinal quando t 
percorre [a,b]) então o número de voltas que À dá em torno da origem é 0. 


(Teorema de Green para um retângulo.) Parametrize o bordo do retângulo R = 
[A, B] x [C, D] como um caminho ØR, seccionalmente de classe C+, percorrido 
no sentido anti-horário. [Se OR(t) = (x(t),y(t)), isto significa que z’ > 0 
quando y = C, «x <0 quando y = D, y > 0 quando z = B e y’ < 0 se 
x = A] Seja w = adz + bdy uma 1-forma de classe C! num aberto do plano 
que contém o retângulo R. Mostre que 


ðb ða / 
daxdy = ada + bdy, 
J Í ( Ox s) i ƏR 4 


onde ffp significa a integral repetida le fo 


(Teorema de Green num disco.) Seja w = adx + bdy uma 1-forma de classe C! 
num aberto U C R?, que contém o disco fechado D, de centro p = (£o, yo) e raio 
r. A fronteira OD será identificada ao caminho t +» (xo + r cost, yo + r sent). 


Mostre que 
/ ada À bdy=— |) (2 5) dady, 
oD pldz Oy 
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onde o segundo membro é a integral repetida 


pp F f r2—(z—zo)? (> da) F 
x£ 
zo—r yo- yr?—(s—z0)? 


Sejam y, Y: [a,b] — R de classe C!, com (a) = Y(a), (b) = y(b), (£) < 
p(x) para todo x € [a,b], p convexa e côncava. Seja À o caminho fechado 
obtido por justaposição de t — (t, y(t)), gráfico de y, com o oposto de t —> 
(t, W(t)), gráfico de y. Se fda + gdy é uma forma de classe C+, definida num 
aberto convexo U C R? que contém a imagem de À, prove que 


b p(s) f) of 
do +gdy= | do | (5-5) au 
Ja giy= | ato) Vô Dy yY 


Seja w uma 1-forma de classe C! na bola aberta B C R”, tal que a integral J w 
assume um valor constante para qualquer caminho fechado A, seccionalmente 
C!, contido em B. Então w é fechada. 


Seja w uma 1-forma de classe C! num aberto U C R”. Suponha que, para 
todo caminho fechado À, seccionalmente C! em U, a integral J. x W é um número 
racional. Prove que a forma w é fechada. 


Sejam U C R” aberto e A: U — L(R”; R”) contínua. Para todo caminho 
A: [a,b] — U de classe C', defina a integral de A ao longo do caminho À como 
o vetor de R” dado por f, A = E A(A(t)) - A'(t)dt. Estenda esta definição 
para caminhos seccionalmente C*. Seja (aij(x)) a matriz de A(x) nas bases 
canônicas de R” e R”. Prove que f x 4 = 0 para todo caminho fechado À em 
U se, e somente se, existem n funções fı,..., fn: U > R, de classe Ct, tais 
que aij = Ə fi/ð3xj A 

Sejam w uma 1-forma fechada, diferente de zero em todos os pontos do aberto 
U c R”, e f:U — R uma função de classe C! sem pontos críticos. As 
seguintes afirmações são equivalentes: (a) a forma f -w é fechada; (b) df é 
um múltiplo de w; (c) para todo x € U, e todo v € R”, w(x)-v = 0 & 
(grad f(x), v) = 0. 


Uma homotopia H: [a,b] x I — V (tomando valores no aberto V C R”) diz-se 
de classe C” quando H(s,t) = (xı(s,t),...,£n(s,t)), onde zi: U — R são 
funções de classe C” num aberto U do plano, contendo o retângulo [a,b] x T. 
Suponha que exista uma homotopia H de classe C? (com extremidades fixas, 
naturalmene) entre dois caminhos A, u: [a,b] — V. Suponha ainda que w seja 
uma l-forma fechada definida em V. Use o Teorema de Green, aplicado à 
l-forma H*w sobre o retângulo [a,b] x I, para mostrar que ts w= da w. Isto 


fornece uma nova prova para o Teorema 12 no caso de uma homotopia de classe 
2 
GS, 
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Dado p = (a,b) € R?, mostre que a I-forma wp: R? — {p} — (R?)*, definida 
_ (x= aldy — (y— bjdz 

por wp(£, y) (x — a)? + (y — b)? 

exata num aberto U C R? — {p} se, e somente se, existe uma função contínua 


TTT e sen p(z) = 


|z — pl 


para todo ponto z = (x,y) E€ U. Uma função 0, com estas propriedades 


, é fechada. Prove que esta forma é 


(necessariamente CO) 8p: U > R tal que cos0p(z) = 


y— 
|z — p| 
chama-se uma função-ângulo de vértice p. 


Para cada ponto p = (a,b) € R?, considere a l-forma wp em R? — {p}, dada 
_ (x -a)dy - (y— b)dz 
por wp(x, y) (x — a)? + (y — b)2 
à: I = R? — {p}, seja Ap: I — R? — {0}, com Ap(t) = A(t) — p. Mostre que 
Js Wp = J ô0. Conclua que se À é fechado e os pontos p, q podem ser ligados 
P 


e, para cada caminho contínuo retificável 


por um caminho contínuo em R? — A(T) então f wp = fy wa- 
Sejam p = (a,b) e q = (c,d) pontos na mesma componente conexa por cami- 
nhos de R? — U, U C R? aberto. A forma 
u, — E 9dy — (y — b)dx 
P= e—a)? F (yb) 
é exata em U se, e somente se, é também exata em U a forma 
(x — c)dy — (y — djdz 
G-t y- a? 
Mais precisamente, mostre que existe uma função f: U — R, de classe CS, 
tal que wp — wq = df. [Sugestão: mostre que f wp = f, wq para todo caminho 
fechado À, seccionalmente C! em U.] 


Wa = 


Se o aberto U C R? é limitado, mostre que, para todo p € R? de norma 
suficientemente grande, U está contido no complementar de uma semi-reta de 
origem p, logo existe uma função-ângulo contínua 0,:U > R, de vértice p. 
Conclua que a forma wp é exata em U. Em particular, se U C R? é limitado e 
R? — U é conexo por caminhos então, para todo p € R? —U, a forma wp é exata, 
em U. Isto nos dá uma função-ângulo 0: U — R em todo aberto limitado 
U C R? — {0} tal que R? — U é conexo. 


Calcule f, dz/(2? — 1)? onde A é o caminho em R° — (1, —1) esboçado a seguir. 


e 
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Seja X = (a,b,c): U — R? um campo de vetores de classe CS em Rê, com 


da Ob Ob de da ðc 


dy ðr’ ð Oy ° dz dr 


em todos os pontos do aberto simplesmente conexo U C Rê. Mostre que existe 
uma função f: U — R de classe C% com a seguinte propriedade: df(p) -v = 0 
se, e somente se, (v, X(p)) = 0. 


Seja 60 a forma elemento de ângulo. Para todo z € R? — {0}, seja 2 o vetor 
obtido de z por rotação de 90º no sentido anti-horário. Tem-se 60(2) -v = 


(0,2) /l2]?. 

Seja A: [a,b] — R? — {0} um caminho regular fechado de classe C!, tal que 
(A(t), A (t)) > 0 para todo t € [a,b] (na notação do exercício anterior). Seja 
ainda w uma 1-forma fechada em R? — {0} tal que, para todo t € [a,b], N(t) 
pertence ao núcleo de w(A(t)). Prove que w é exata. 


Uma 1-forma w, fechada em R? — {0} e limitada numa vizinhança da origem 
(isto é, seus coeficientes são limitados numa bola de centro 0) é exata. Mostre 
que o resultado ainda vale se supusermos apenas que lim |z|- w(z) = 0. No 


primeiro caso, mostre que existe sempre f: R? — R contínua, com df = w em 
R? — {0}. 


Seja w uma l-forma fechada num aberto U C R?, complementar de uma bola 
fechada centrada na origem. Se | lim lzlu(z) = 0 então w é exata. Conclua 
Z|—00 


que a 1-forma fechada w é exata desde que se anule para todo z de módulo 
suficientemente grande. Em particular, se w tem suporte compacto então w é 
exata. [O suporte de uma forma w é o fecho do conjunto dos pontos z tais que 


w(2) £ 0] 
Mostre que a forma diferencial definida em R? — {0} 


w= T [(x cosy + y sen y)dy + (x seny — y cos y)dz] 
se escreve como w = e” -cos y: ô0 +e” -sen y: d(logr), onde r(x, y) = 12 + y2. 
Verifique que w é fechada e que a = w — 60 cumpre a condição lim lzla(z) = 0. 


Conclua que a é exata em R? — {0}. A partir daí, calcule Is w para qualquer 
caminho fechado A de classe C! em R? — {0}. 


Prove que toda função harmônica em R? — {0} é igual à parte real de uma 
função holomorfa mais um múltiplo constante da função log V z? + y2. 


Seja U = R” — F, onde m > 2 e F é um conjunto finito. Toda 1-forma fechada 
em U é exata. 


Seja U = {(x, y, z) € R, £? +y? Æ 0) o complementar do eixo z. Mostre que 

toda forma fechada em U se escreve como c-a+ df, onde cE R, f:U—Ré 
dy — yd 

uma função de classe C° e a(x, y, z) = E - Em particular, H'(U) tem 


dimensão 1. 
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Dado um retângulo R = [a,b] x [c,d] C R?, indique com OR = (z(t), y(t)) o 
caminho poligonal fechado que descreve o bordo de R no sentido anti-horário, 
isto é, z' >0Osey=c, «x <0sey=-d, y>0sex=-bey <0 ser =a. 
Fixe um retângulo Ro C R? e considere uma 1-forma fechada w, definida em 
U = R? — Ro . Se, para algum retângulo R tal que ƏR C U, com o mesmo 
centro de Ro, tem-se Jage = 0, prove que existe uma função f: U > R, de 
classe C2, tal que df = w. 


Sejam U,V C R” abertos simplesmente conexos. Se U N V é conexo, então a 
reunião U UV é simplesmente conexa. Conclua daí uma nova demonstração de 
que, para m > 1, o conjunto R™”+! — {0} é simplesmente conexo, logo a esfera 
S” também o é. 

O suporte de uma aplicação f: X — R”, definida num conjunto X C R”, 
é o conjunto supp -f, formado pelos pontos x € X tais que x = lim zk com 
£k E X e f(x) £ 0 para todo k E N. Seja f: R — R uma função contínua 
com suporte compacto. Prove que, a fim de existir uma função g: R > R, de 
classe C!, com suporte compacto, tal que g' = f, é necessário e suficiente que 
Ro f(x)dx = 0. [A integral infinita significa, neste caso, apenas E F(a)dz, 
onde [a, b| é qualquer intervalo compacto contendo o suporte de f.] 


Sejam a e 8 1-formas fechadas com suporte compacto, definidas no aberto 
U C R?. Escreva a 8 para indicar que a-8 = df, onde f: U —> R 
é uma função de classe C? com suporte compacto, definida em U. Mostre 
que a relação f ~ g é uma equivalência no conjunto das 1-formas fechadas 
com suporte compacto definidas em U e que as classes de equivalência daí 
resultantes formam, de modo natural, um espaço vetorial HU ), chamado o 
“grupo de cohomologia real de dimensão 1 com suporte compacto” do aberto 
U. Mostre que dim.H} (R?) = 0. Mostre também que se U C R? é um aberto 
limitado tal que R? —U tem n +41 componentes conexas então dim .HE(U) = n. 
Finalmente, se U é um aberto tal que R?—U é limitado e tem n+1 componentes 
conexas então dim .H¿ (U) = n. [Sugestão: Toda 1-forma fechada de classe C+, 
com suporte compacto, definida em U é a restrição de uma forma fechada de 
classe C! definida em R?, igual a zero em R? — U] 


Seja F = (a,b): U — R? um campo de vetores de classe C! no aberto U C R°. 
A divergência e o rotacional de F são as funções reais 
E ð ob ob O 
dv. F= Z242, rtF=- 2-2, 
dx Oy dx Oy 

definidas em U. Uma função f:U — R é a divergência de um campo de 
vetores em U se, e somente se, é o rotacional de um outro campo. Se U é 
convexo, prove que toda função contínua f: U > R é a divergência de algum 
campo de vetores F: U > R?. (Se uma das derivadas parciais de f existe e é 
contínua em U, o campo F pode ser tomado de classe C!.) 


Seja f: U — R uma função contínua com suporte compacto, definida num 
aberto U C R2. Observe que f é a restrição de uma função contínua definida 
em todo o plano e conclua que f é a divergência de algum campo de vetores 
F: U > R?. A fim de que exista um campo F: U — R? de classe C! e suporte 
compacto, tal que f = div.F, é necessário que ff f(x, y)drdy = 0. [Esta 
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integral dupla significa Je dx I f(x, y)dy, onde f é suposta estendida a todo 
o plano, igual a zero fora de U, e [a, 6] x [y, ô] é qualquer retângulo contendo 
o suporte de f.] 


Seja f: R? — R uma função de classe C! com suporte compacto. A condição 
ff Ha, y)drdy = 0 é suficiente para que seja f = div.F onde F: R? > R é 
um campo de vetores de classe C! com suporte compacto. [Seja Q = f(x,y) € 
R?; |z| < k, |y| < k} um quadrado contendo o suporte de f. Pondo a(z, y) = 
JE, F(s, y)ds, veja que a: R? — R é de classe C! e da/dx = f. A l-forma 
w = ady é fechada em U = R? — Q e Jore = = 0 para todo retângulo R D Q. 
Conclua que existe g: U — R de classe C? tal que w = dg em U. A função 
g não está definida em todo o plano, mas contorne esta dificuldade tomando 
g: R — R de classe C° tal que y(t) = 1 se |t| < 2k e y(t) = O se |t| > 3k. Defina 
h: Ré —> R pondo h(x, y) = 0 se (x,y) E Q e h(x, y) = [1 — y(z)ply)] : g(x,y) 
se (x,y) EU. Agora vale dh = w no aberto V = R? — Qı , onde Qı = { (x,y) € 
R2:|x| < 3k,|y| < 3k}. Finalmente, tome A = a — ôh/ðy, B = ðh/ðzx. 
Mostre que 0A/ðx + ƏB/Əy = f em R? e A= B = 0 em V, logo F = (A, B) 
tem suporte compacto.] 


Seja U C R? aberto. Dadas duas funções f,g: U — R, de classe C!, com 
suporte compacto, escreva f ~ g para indicar que f — g = div .F onde F: U — 
R? é algum campo vetorial de classe C! com suporte compacto. Mostre que 
a relação f ~ g é uma equivalência no conjunto das funções de classe Ct 
com suporte compacto em U e que as classes de equivalência daí resultantes 
constituem, de modo natural, um espaço vetorial H2(U), chamado o “grupo de 
cohomologia real de dimensão 2 com suporte compacto” do aberto U. Mostre 
que a aplicação f œ> ff f dady é constante em cada classe, logo induz um 
homomorfismo (funcional linear) de H2(U) sobre R. Mostre que se U = R? 
então esse homomorfismo é injetivo, logo dim H2(R?) = 1. [Observação: Este 
resultado vale, em geral, para todo aberto conexo U C R°] 


Seja F: U > R? de classe C? no aberto U C R?, contendo o disco D. Se 
0 é F(ƏD), prove que n(F; D) =n (F p). 


Sejam F,G: U — R? aplicações de classe C? no aberto U C R? e D C U um 
disco fechado. Se 0 < |G(z)| < |F(z)| para qualquer z € OD então n(F + 
G;D) = n(F;D). 

Seja F: U — R? uma aplicação de classe C? no aberto U C R2, o qual contém 
o disco fechado D de centro 0. Se F(—z) = —F(z) O para todo z € OD 


então n(F; D) é um número ímpar. Em particular, deve existir z € D tal que 
F(z) = 0. 


O polinômio característico de uma matriz A € R” éo polinômio, de grau m, 
p(A) = det .(A — AI), onde I é a matriz identidade m x m. O espectro de A é o 
conjunto Esp(A) das raízes (reais ou complexas) do polinômio característico de 
A. Uma matriz A chama-se hiperbólica quando Esp(A)NS! = Ø, isto é, quando 
nenhuma das raízes do seu polinômio característico é um número complexo de 
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módulo 1. Prove que o conjunto das matrizes hiperbólicas é aberto em R”’, 
Observe ainda que, se £ é qualquer número real, o espectro da matriz A — eT 
é obtido do espectro de A por uma translação horizontal de comprimento €. 
Conclua daí que o conjunto das matrizes hiperbólicas, além de aberto, é denso 
2 
em R”. 
Mostre que o sistema de equações 
322 — 2ry +y’ =2 
4r? + 2xy + 2y? =3 


possui uma solução no interior do disco unitário em R°. 

Se lar| > >) l|a;| para algum k € [0, n] então o polinômio p(z) = ao+a1z +- - -+ 
Ih 

anz” possui exatamente k raízes (contadas de acordo com suas multiplicidades) 

no disco unitário |z| < 1. 


Se F: U — C é holomorfa e D C U é um disco em cujo bordo C, F não se 
anula, então 


nF D) = 55 | GÊ a 


Capítulo V 


Aplicações Diferenciáveis 


1 Diferenciabilidade de uma aplicação 


Uma aplicação f é diferenciável no ponto a quando, para pequenos 
valores de v, o acréscimo f(a + v) — f(a) é, aproximadamente, uma 
função linear de v. Mais precisamente: 

A aplicação f: U — R”, definida no aberto U C R”, diz-se diferen- 
ciável no ponto a € U quando existe uma aplicação linear T: R” > R” 
tal que 

a T(v) 
fla+v)-f(a)=T.v+r(v), onde Air =Q; 

Aqui, supõe-se tacitamente que a +v € U, para que f(a +v) tenha 
sentido. Como U é aberto, existe ô > O tal que |u| < ô > a+v EU. 
A igualdade acima é a definição do “resto”r(v). Uma vez dada T, a 
diferenciabilidade de f no ponto a tem sua essência na afirmação de que 
r(v) é infinitésimo em relação a v, o que se exprime com lim r(v)/|v| = 
0. Ou, em termos explícitos: para todo € > 0 existe ô > 0 tal que 
0< jv] < ô= Ir(v)|< elļvl. 

Em alguns casos, para evitar as exceções causadas pelo denominador 
zero, é conveniente pôr o resto sob a forma r(v) = p(w) - |vl, onde a 
aplicação p é definida, para todo v tal que a+v € U, por p(v) = r(v)/Jvl, 
se v £ 0, e p(0) = O. Então a diferenciabilidade de f no ponto a se 
exprime como 


f(a +v) - Ha) =T: v+ o(v)- Jul, onde lim p(v) = 0, 
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de modo que p é contínua no ponto O. 

Como a validez da condição lim r(v)/|v| = 0 (ou lim plv) = 0) in- 
depende das normas tomadas em R” e R”, vemos que o fato de uma 
aplicação ser ou não diferenciável num determinado ponto também não 
depende das normas. 

Toda aplicação diferenciável num ponto é, evidentemente, contínua 
nesse ponto. 

Vejamos agora como interpretar a transformação linear T: R™ — R” 
que ocorre na definição acima. 

Seja f: U — R” definida num aberto U C R”. A derivada direcional 
de f num ponto a € U, relativamente a um vetor v € R”, é, por 
definição, 


a 
(a) = lim ER”, 
quando tal limite existe. 


fô) 
Podemos visualizar a do seguinte modo: seja ô > 0 tal que o 


segmento de reta aberto (a — dv, a+ ôv) esteja contido em U. O caminho 
retilíneo À: (—ô, ô) — U, dado por A(t) = a + tv, é transformado por f 
no caminho fo à: t f(a + tv), no espaço R”. A derivada direcional 


(a) é o vetor-velocidade de f o À no instante t = 0. 


A 
pô 3 (a) 
À f fla+ tv) 
p 0 —> ~>] Fa 
RE: R” 
> 


Se f = (f,...,fn) então l ia = LT Om (a) |. Quando 
ðv du ðv 
v = e; é o j-ésimo vetor da base canônica de R?”, escreve-se LEF em 


orj 
vez de sea) Assim, sola) = (E0. E a) 
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Supondo f diferenciável no ponto a, para todo v € R™ e qualquer 
t E R suficientemente pequeno tem-se 


fla+tv)— fla) =T -tv + p(tv) -|tol, com lim p(tv) =0. 


Como T - tv =t- T -v e |tv| = |t| - v|, segue-se, para t Æ O: 


fla + tv) — f(a) 
t 


donde lim i ada m 
t—0 t ə 
Portanto T -v = (a) 


Em particular, vemos que é única a transformação linear T que for- 
nece a boa aproximação para o acréscimo f(a +v) — f(a) na vizinhança 
do ponto a. Ela é chamada a derivada de f no ponto a e indicada com 
a notação f'(a). 

Portanto, se f: U — R”, definida no aberto U C R”, é diferenciável 
no ponto a € U, sua derivada é a aplicação linear f'(a): R™ > R”, 
caracterizada por 


=T -v p(tv)- |w], 


=T.u. 


fla+v)-— fla) = f'(a) -v+r(v), com tm Z) =0, 


Ha +v) — f(a) = f'(a) v + p(v)lol, com lim p(v) = 0. 


Às vezes usa-se também a notação Df(a) em vez de f'(a). 

Para n = 1, a derivada f'(a) coincide com a diferencial df(a), es- 
tudada no Capítulo HI. Quando m = n = 1, a transformação linear 
f'(a): R > R confunde-se com o número f'(a) -1 e, para todo v € R, 
f'(a) -v é simplesmente o produto do número f'(a) (já conhecido desde 
o Volume 1) pelo número v. 

A transformação linear f'(a): R” — R” possui, em relação às bases 
canônicas de R” e R”, uma matriz n x m chamada a matriz jacobi- 
ana de f no ponto a, indicada com a notação Jf(a). Suas m colunas 


são os vetores f'(a) - e; = SL (a) = EOR Seta) Assim, 
j j 


, dx; 
Jfla)= (34 (a), onde f,..., fn: U — R são as funções-coordenada 
j 
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O fi w O fi 
Ox CO Iam 
mos, a matriz 1 x m do funcional linear dfi(a) = diferencial da i-ésima 
função-coordenada f;. Para todo v € R”, temos 


fa) v= La) = (Sta... Feto) z 
= (dfi (la) -v,...,dfnla) v). 


A igualdade vetorial f(a + v) — f(a) = f'(a) -v + r(v) equivale 
às n igualdades numéricas fi(a + v) — fila) = dfi(a) - v + ri(v), onde 
r(v) = (ri(v),...,Tn(v)), enquanto que o limite vetorial lim r(v)/|u| = O 


de f. Cada uma das n linhas (a) é, como sabe- 


corresponde aos n limites numéricos lim ri(v)/|v| = 0. Isto prova o 
é O E 


Teorema 1. 4 aplicação f: U — R” é diferenciável no ponto a € U se, 
e somente se, cada uma das suas funções-coordenada fi,..., fn: U —> R 
é diferenciável nesse ponto. 


Corolário. A aplicação f = (g,h):U > R” x R’, dada por f(x) = 
(g(x), h(x)), é diferenciável no ponto a EU se, e somente se, cada uma 
das aplicações coordenadas g: U > R” eh:U — R o é No caso 
afirmativo, f'(a) = (g'(a),h'(a)): R” > R” x RP. 

Com efeito, as funções-coordenada de f são as funções-coordenada 
de g mais as de h. 

O Teorema 1 permitirá, mais adiante, reduzir algumas proposições 
sobre aplicações diferenciáveis a fatos análogos sobre funções, já demons- 
trados no Capítulo III. No momento, faremos uma observação simples, 
dele decorrente. Se f: U — R”, definida no aberto U C R”, é dife- 
renciável no ponto a € U então, dado qualquer vetor v € R”, temos 
f'(a) -v = 2r = (f o AY (0) = vetor-velocidade, no instante t = 0, 
do caminho Fio à: (-6,0) — R”, onde À: (-6,0) — U não precisa 
ser o caminho retilíneo A(t) = a + tv, mas pode ser qualquer caminho 
diferenciável no ponto t = 0, tal que X(0) = a e X(0) = v. Basta 
notar que à (a) = (Gita) ei Ofn 

ðv ðv` CO Ou 
funções diferenciáveis. (Veja a observação após o Corolário 2 da Regra 
da Cadeia, no 83 do Capítulo II.) 

Uma aplicação f: U — R” diz-se diferenciável no aberto U C R” 

quando é diferenciável em todos os pontos de U. Neste caso, fica definida 


(a) ) e este fato é verdadeiro para 
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a aplicação derivada f': U — L(R™; R”), que associa a cada ponto x € 
U a transformação linear f'(x): R” — R”, derivada de f naquele ponto. 


o, 
Fica também definida, para cada v € R”, a aplicação of : U SR”, cujo 


ðv 
valor num ponto x € U é a derivada direcional =— (x) = f'(x) - v. 


O espaço vetorial L(R”; R”), formado pelas transformações lineares 
T: R™ > R”, possui, como sabemos, uma norma natural, dada por 
|T| = sup {|T - v|;v € R”,|v| = 1). Identificaremos L(R”;R”) com 
Rº” fazendo corresponder a cada transformação linear T: R™ — R” 
sua matriz em relação às bases canônicas de R™ e R”. Com esta iden- 
tificação, as funções-coordenada de uma aplicação q: X > L(R”; R”), 
definida num conjunto X C RP, são as nm funções pij: X — R tais 
que, para todo x € X, yij(a) = (i, j)-ésimo elemento da matriz da 
transformação linear y(x). 

Como duas normas quaisquer em R”™ são equivalentes, resulta então 
do Teorema 12, Capítulo I, que uma aplicação q: X > L(R”;R?) é 
contínua se, e somente se, cada elemento da matriz de y(x) é uma 
função contínua de x. Resulta, por sua vez, do Teorema 1 acima que 
uma aplicação y: U — L(R”;R”) é diferenciável no ponto a EU se, e 
somente se, cada uma das funções y;;: T — R, dadas por p;j(x) = (i, j)- 
ésimo elemento da matriz de y(x), é diferenciável no ponto a. Estas 
considerações levam ao 


Teorema 2. Seja f: U > R” definida no aberto U C R™. As seguintes 
afirmações são equivalentes: 


(1) f é diferenciável e a aplicação derivada f': U — L(RM;R?) é 
contínua; 


(2) As funções-coordenada fı,..., fn: U >R da aplicação f possuem 


derivadas parciais contínuas =D : U > R; 
dx; 
(3) Para cada v € R”, existe a derivada direcional (Of/dv)(x) em 
qualquer ponto x E€ U e a aplicação Of /ðv: U >R” é contínua. 


Demonstração: (1) => (2) porque as derivadas parciais 0f;/0x; são 
as funções-coordenada da alicação f’. Pelo Teorema 1, Capítulo III, (2) 
implica que cada função f; é diferenciável, logo f é diferenciável (Teo- 
rema 1, acima) e a aplicação derivada f’ é contínua pois suas funções- 
coordenada o são. Isto mostra que (2) > (1). Em seguida, supondo (2) 
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ð ð 
temos f diferenciável, logo of = 5a; 21 , onde v = (Q1, usam) Ora, 
J 


ðv 


cada aplicação ar : U — R” é contínua porque suas funções-coordenada 

i BF | 
o são. Logo — é contínua, isto é, (2) > (3). Finalmente, supondo (3) 
então, em jar elat, tomando v = e; vemos que para j = 1,..., mM, as 
derivadas parciais 0f /ðxj: U — R” são contínuas, logo é contínua cada 
uma das suas funções-coordenada ô f;/Əxj: U —> R. Assim, (3) > (2), 
o que completa a demonstração. 

Diz-se que a aplicação f: U — R” é de classe C! no aberto U C R”, 
e escreve-se f € C1, para significar que f cumpre uma das (e portanto 
todas as) condições do teorema acima. 

Em particular, f € Ct se, e somente se, cada uma das suas funções- 
coordenada é de classe C1. 

Uma aplicação f: U — R”, definida no aberto U C R”, diz-se duas 
vezes diferenciável no ponto a € U quando é diferenciável em U e cumpre 
as condições abaixo: 


(1) A aplicação derivada f’: U — L(R™; R”) é diferenciável no ponto 
a; 


Ofi 
(2) Cada derivada parcial a. U > R é uma função diferenciável no 


J 
ponto a; 


(3) Para cada vetor v € R”, a derivada direcional 0f/0v: U > R” é 
uma aplicação diferenciável no ponto a. 


Como no Teorema 2, vê-se facilmente que as três condições acima 
são equivalentes, de modo que f cumpre uma delas se, e somente se, 
cumpre todas. 

Quando f: U — R” é duas vezes diferenciável no ponto a € U C R”, 
sua derivada segunda no ponto a é a aplicação bilinear 


fa): R” x R” SR”, 
cujo valor no ponto (v, w) E€ R™ x R” é o vetor 
ð (5 


fa) vw = F >) (a) ER”. 
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; o? f ð (of 
Como é natural, escreveremos Jua em vez de Em (3) (a). Se 


v = (a1, ..., Qm) € w = (b1, . . - , Bm) então 


m 


ATA “Oui = RR A 


Segue-se do Teorema de Schwarz para funções (Capítulo II, 87) que 
fila) vw = fi(a) -w-v para todo i € [1,n], donde f”(a) v- w = 
of o of 
Jan * dvdw 


é duas vezes diferenciável no ponto a. Isto nos dá o 


f"(a)-w-v, ou seja 


(a) quando a aplicação f: U — R” 


Teorema de Schwarz (para aplicações). Se a aplicação f: U > R”, 
definida no aberto U C R™, é duas vezes diferenciável no ponto a EU, 
então a derivada segunda f” (a): R” xXR™ — R” é uma aplicação bilinear 
simétrica. 

Uma aplicação f: U — R” diz-se de classe CĈ? no aberto U c R” 
quando é diferenciável e sua derivada f’: U — L(R”;R”) é de classe Cl. 
Isto equivale a dizer que, para cada v € R”, a derivada ôf /ôv: U > R” 
é de classe Ct ou ainda, que, para i € [1,n] e j,k € [1,m] arbitrários, 
existem e são contínuas as derivadas segundas 02 f;/ dx;dr;: U — R das 
funções-coordenada de f. 

Por indução, dizemos que a aplicação f: U — R”, definida no aberto 
U C R”, é k vezes diferenciável no ponto a € U quando f é diferenciável 
em U, e a aplicação derivada f’: U — L(R™; R”) é k — 1 vezes diferen- 
ciável no ponto a, o que equivale a dizer que, para todo vetor v € R”, a 
derivada direcional 0f/dv: U — R” é uma aplicação k — 1 vezes diferen- 
ciável no ponto a, ou ainda, que as derivadas parciais ô f;/ðxj: U > R 
são todas funções k — 1 vezes diferenciáveis no ponto a. 

Quando f: U — R” é k vezes diferenciável no ponto a, define-se a 
k-ésima derivada (ou derivada de ordem k) de f no ponto a como a 
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aplicação k-linear 

fP (a): R” x... x R” SR? 
cujo valor no ponto (v1,..., Uk) ER” x --- x R™ é o vetor 


ué iÀ 
ðvgOvk—ı ema Ovi = 


fE (a) viv = 


Mo um corolário do Teorema de Schwarz que a k-ésima derivada 

(k) (a) é uma aplicação k-linear simétrica. Por exemplo, se k = 3 e 
n = 1, dados os vetores u = (@1,...,@m), v = (B1,...,bm) € W = 
(1, eleh: temos 


Po) uv Dm = = (aai BiN 
10; 


e sabemos do Capítulo III que as derivadas parciais 0º //0x;0x;0%). 
independem da ordem dos índices i, j, k. 

A aplicação f: U — R” diz-se de classe C! no aberto U c R” 
quando é diferenciável e sua derivada f’: U — L(R”;R?”) é uma aplicação 
de classe C'-1, Isto equivale a dizer que, para todo v € R”, a aplicação 
Əðf/ðv: U — R” é de classe C*!, ou que existem e são contínuas em U 
todas as derivadas parciais de ordem < k das funções coordenadas de f. 
Escreve-se, então f € C*. 

Para completar, f diz-se de classe C? quando é contínua, e de classe 
Cº quando f € C* para todo k = 0,1,2,... Evidentemente, f € Cf > 
tech, 

Quando vı = --- = vp = v, o valor da aplicação k-linear f™® (a) 
na k lista (v,...,v) será indicado com f% (a)-v...v. Em particular, 
se f: U > R é uma função k vezes diferenciável no ponto a € U, sua 
k-ésima diferencial no ponto a, definida no Capítulo II é d! (a) - v* = 
FP (a) v. 

Finalmente, observamos que f = (g,h): U > R” x R?, dada por 
f(x) = (g(x), h(x)), é k vezes diferenciável num ponto (ou de classe 
C* em U) se, e somente se, suas aplicações coordenadas g: U > R”, 
h: U — R? são k vezes diferenciáveis nesse ponto (ou de classe C* 
em U). 
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2 Exemplos de aplicações diferenciáveis 


Exemplo 1. Toda aplicação constante é de classe CS e sua derivada é 
nula. 


Exemplo 2. Toda aplicação linear T: R™ — R” é diferenciável e, em 
cada ponto x € R”, temos T'(x) = T. Com efeito, T(x + v) — T(x) = 
T.v+0. A aplicação derivada T”: R” — L(R”; R”) é constante, logo 
Peço, 


Exemplo 3. Toda aplicação bilinear q: R™ x R” — RP é diferenciável 
e, em cada ponto (a,b) € R™ xR”, sua derivada é a transformação linear 
p'(a,b): R” x R” > R’, definida por 


p'(a, b) g (v, w) = plv, b) + pla, w). 
Com efeito, a bilinearidade de y nos dá 
p(a +v, b+ w)-— pla, b) = p(v, b) + o(a, w) + (v, w). 


Sabemos (veja a observação (7.2) no §7 do Capítulo I) que existe uma 
constante c > 0 tal que |p(v, w)| < clvl |w| para todo v € R” e todo 
w € R”. Fazendo uso da norma da soma, temos |(v,w)| = |v| + |w]. 
Logo 


foto] o delel ojeda im LCW 
Ko É Tol+ Tel 


= 0. 
(v,w)— (0,0) I(v, w)| 


Fica, então, cumprida a condição de diferenciabilidade, com 
p'(a,b): (0,10) = plv, b) + pla, w) e r(0,0) = (0,00). 

O mesmo raciocínio mostra que se £: R” x R” x R? — Rº é trilinear 
então é é diferenciável em todo ponto (a,b,c) € R” x R” x RP”, sendo 
sua derivada ¿'(a, b,c): R™ x R” > RÝ a aplicação linear dada por 


E(a, b, c) ` (u, V, w) = E(u, b, c) E Ela, v,c) + Ela, b, w). 


Mais geralmente, toda aplicação k-linear u: R™! x ...xRPk > R” é 
diferenciável e sua derivada no ponto a = (ay,..., aj) é a transformação 
linear u'(a): R™! x... x R™! > R”, dada por 


k 


u (a): (v1,...,Vk) = Sula, RR ED er O 
i=1 
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Casos particulares importantes de aplicações bilineares são o produto 
interno y: R®”xR™ >R, p(x,y) = (x,y), e a multiplicação de matrizes 
u: R” x R”™ > RP, u(X,Y) = XY, cujas derivadas são dadas por 
e (x,y) (v, w) = (v, y) + (z,w) e W(X, Y): (V,W) = VY + XW. 

Um exemplo interessante de aplicação n-linear é a função determi- 


nante, det: R” x --- x R” = R” > R, onde escreveremos det X = 
det (X1,..., Xn) para enfatizar que det X depende linearmente de 
cada uma das n linhas X; da matriz X = (X1,..., Xn). Sua derivada 


no ponto X é o funcional linear det (X): R”? — R, cujo valor a matriz 


V = (Vi, ..., Vn) é 


det (XJ V = Y det (Xis Xk- Vis Xhi DE) 
k=l 


Em particular, se V = E;; = matriz cujo (i, j)-ésimo elemento é igual 
a 1 e os demais são zero, então todas as parcelas do somatório acima 
são nulas, salvo a i-ésima, que é igual a (—1)'t Xi,» onde Xp; é O 
determinante da matriz (n — 1) x (n — 1) obtida de X pela omissão da 
i-ésima linha e da j-ésima coluna. Então 


O det 
OTij 


(X) = det (X)- Ey = (DU Xp, 


e reobtemos assim um fato já conhecido. (Exemplo 26 do Capítulo HI.) 

Toda aplicação k-linear é de classe C° pois suas funções-coordenada 
são ainda k-lineares e portanto são polinômios. Por exemplo, se f: R™ x 
R” > R é uma função bilinear, pomos f(e;, ej) = Qij €, para quaisquer 
$ = (tipses imh Y = (Wise 0) temos Fry) = > QijziYj . Ou 

ij 
ainda: se f: R™ x R” x RP > R é trilinear, pondo f(ei, €j, €k) = Qijk 
vem f(x,y, 2) = >, ijk TiYjžk - 
i,j,k 

Exemplo 4. O conjunto U = GL(R”) c R”?, formado pelas matrizes 
invertíveis n x n, é aberto porque a função determinante é contínua e 
X €e U & det X # 0. Mostraremos que a aplicação f: U — RP, 
dada por f(X) = X71, é diferenciável e sua derivada no ponto A € U 
é a transformação linear f'(A): R? — RP, definida por f(A)-V = 
—AT7!. V . At. Com efeito, se escrevermos 


(ArVjt= A = AT V . A! +r(V) 
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e multiplicarmos ambos os membros desta igualdade, à esquerda, por 
A + V, obteremos 


I=- VA =-yVA t (VAI? +(A+V) -r(V), 


donde 
r(V) =(A+V). (VAIP. 


[Note que, sendo U aberto, existe (A + V) para todo V com norma 
suficientemente pequena.] Daí resulta 


Ir < (4 + V9H a 
Segue-se então do lema abaixo que fim r(V)/|V| = 0. 


Lema. Seja A € R”? invertível. Eriste c > O tal que, para toda matriz 
nxn, V, com|V|<c, A+V éinvertível e (A+V) IH < 1/c. 
Demonstração: Tomando c = (2/41)! vem |z| = |A! Ax| < 
|A-!| |Ax!|, donde |Ax| > 2e|x| para todo x € R”. Então |V| < c > 
(A+ V)z| = |Ax + Vz| > |Az| — |Vz| > 2elx| — clz| = cjx|. Logo 
|V| < c => A+V invertível e |z| = (A+V)(A+V) lx] > el(A+V)- a], 
donde |(A + V)-!x| < |x|/c para todo x € R”, ou seja, |V| < c > 
KA +V)! <1/c. 

Em particular, a inversão de matrizes f: X — X7! é uma aplicação 
contínua de U em R”. Como f(U) =U e f = f71, vemos que f é um 
homeomorfismo de U sobre si mesmo. 

Completando o Exemplo 4, mostraremos agora que a inversão de 
matrizes f: U > R”? é uma aplicação CW. Para isso, fixemos V € 
R”. A derivada direcional 0f/0V: U — R”? é dada por Of/0V(X) = 
-X-IVXT!. Seja q: R? x R? > R” a aplicação bilinear tal que 
(X,Y) = XVY. Então 0f/0V = —po (f, f), onde (f, f): U > R” x 
R”? é dada por (f, P(X) = (XI, X71). 


U CÊ R? x R? SR” 
Tete AX hA V e SL(s) 


Segue-se que 9f/OV é contínua, seja qual for V, donde f € Ct. Então, 
(f,f) € C!. Pelo Exemplo 3, a aplicação bilinear y é de classe C®%. 
Admitindo (como será mostrado no 83, logo a seguir) que a composta de 
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duas aplicações de classe C* é de classe C*, concluiremos que 9f/0V = 
po (f, f) é de classe Ct, para todo V € Rº?, Logo f € C2. Repetindo 
o argumento, veremos que f € C* para todo k, ou seja f € CO, 

Sejam U, V abertos do espaço euclidiano. Uma bijeção f: U >V 
chama-se um difeomorfismo de U sobre V quando é diferenciável e sua 
inversa f1:V — U também o é. 

A inversão de matrizes é um exemplo de difeomorfismo f:U > U, 
de classe CW, onde U é o conjunto das matrizes invertíveis n x n. Neste 
caso particular, temos f7} = f. 


Observação: O leitor, com alguma razão, pode indagar como se atinou 
com a forma da derivada f(A):V => —A`!. V . Ar! para a inversão 
de matrizes f: X — X"1. Esta é uma boa pergunta, em geral. Exis- 
tem critérios indiretos, como o Teorema das Funções Implícitas, (ou, 
em alguns casos, o Teorema 2 acima) que permitem concluir que uma 
certa aplicação é diferenciável, sem que se conheça como opera sua de- 
rivada. Na ausência desses métodos indiretos, fica o problema de obter 
um candidato razoável para a derivada, sem o qual não se pode provar 
a diferenciabilidade da aplicação. Um processo aceitável (quando pode 
ser aplicado) é o de desenvolver f(a-+v) (ou cada uma das suas funções- 
coordenada) em série de potências nas coordenadas de v, e destacar a 
parte do primeiro grau em relação a v: esta será f'(a) - v. No caso em 
questão, temos f(A +V) =(A+V) = [1+VAD.A| = AMI+ 
VA-D-1. Ora, a identidade (I=-X)(I+X +. +X") =1- X"* onde 
X € R”º, mostra que, quando |X| < 1 (caso em que T — X é obviamente 
injetiva, donde invertível), fazendo n — 00, tem-se 


(I-X) Da donde (I — X) +" 


n=0 
Tomando X = —V A7}, concluimos que, quando |V| < |A!"1, vale 
DAVA = 5 (DAVA, 
n=0 


(Ar+Vy = A. Seva. = A7- At. V. A`! +r(V), 
n=0 
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onde 
DO 


(V)=5 (Ir AHV ATH” 


n=2 
cumpre a condição fim r(V)/|V| = 0. Segue-se que f!(A).V = —A-1. 


V-A-1, Note-se ainda que, quando n = 1, esta fórmula diz simplesmente 
que se f(x) = 1/x então f'(a) = —1/a?. 

Exemplo 5. Uma função de variável complexa f: U — C, definida no 
aberto U C C, pode ser vista como uma aplicação f: U — R?, definida 
no aberto U C R2. A derivada da função complexa f no ponto z = z +iy 
é o número complexo definido pelo limite 


quando tal limite existe. Isto equivale a afirmar que 


f(z + H) -— f(z)=f(2)-H +r(H), onde jm — 0. 


Acima, f'(z) - H é uma multiplicação de números complexos. Portanto, 
a função complexa f: U — C é derivável no ponto z € U se, e somente 
se, a aplicação f: U — R? é diferenciável nesse ponto e sua derivada 
f(2):Rº — R? é uma transformação linear do plano que consiste em 
multiplicar por um número complexo fixo. Ora, as transformações deste 
tipo são: a transformação nula (que consiste em multiplicar pelo número 


0) e as semelhanças positivas. (Veja o 83 do Capítulo I.) Se f = u + iv, 


ðu v ðu ðv 
Õ hy-Ri — = = 
as equações de Cauchy-Riemann (z) (2) e (z) (z), 


vistas no Exemplo 6 do Capítulo II, exprimem meramente o fato de que 


a matriz jacobiana Jf(z) tem a forma , como toda matriz de 


a 
b 
uma semelhança positiva, que consiste na multiplicação por a+ib. Vistas 
de outro ângulo, as equações de Cauchy-Riemann dizem que o vetor 
v 

f'(z) -e2 = (Zo. wo) é obtido de f'(z)- e1 = (žo. e) 
por meio de uma rotação de 90º no sentido anti-horário (multiplicação 
por i). Como eg é obtido de e; da mesma forma, isto caracteriza o fato 
de que a transformação linear f'(z): Rê — R?, ou é nula ou preserva 
ângulos orientados. 
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Exemplo 6. Seja f: I — R” um caminho definido no intervalo aberto 
I CR. No Capítulo II, dissemos que f é diferenciável no ponto a € I 
quando existe o vetor-velocidade v = lim [f(a+t)— f(a)]/t. Isto equivale 
a escrever f(a+t)— f(a) =t-v++r(t), onde lim r(t)/t = O. Ora, existe 
um isomorfismo natural L(R,R”) = R”, que faz corresponder a cada 
transformação linear T: R > R” o vetor v = T.1 e, reciprocamente, 
a cada vetor v € R” associa a transformação linear T: R > R” com 
T.t=t-v. Mediante este isomorfismo, um caminho é diferenciável no 
sentido do Capítulo 2 se, e somente se, é diferenciável no sentido deste 
capítulo. 


3 A regra da cadeia 


A versão intrínseca da Regra da Cadeia, que apresentaremos neste 
parágrafo, diz essencialmente que a derivada da aplicação composta é a 
composta das derivadas (tomadas nos pontos adequados). 


Regra da Cadeia (para aplicações). Sejam U CR”, VCR” abertos, 
f:U — R” diferenciável no ponto a, com (U) C V, eg: V > R 
diferenciável no ponto f(a). Então go f: U — R? é diferenciável no 
ponto a, com (go f)'(a) = g'(f(a)) - f'(a): R” > RP. 


Demonstração: Sejam 91,...,9p: V — R as funções-coordenada de 
g. As funções-coordenada de go f são go f,...,9p° f: U — R. Pelo 
Teorema 1, juntamente com a Regra da Cadeia para funções, elas são 
diferenciáveis no ponto a, logo go f é diferenciável nesse ponto. Seja 
agora v € R” um vetor arbitrário. Tomemos um caminho À: (—ô, ô) — 
U, diferenciável no ponto t = 0, com A(0) = a e X’ (0) = v. (Por exemplo, 
A(t) =a + tv.) Então fo À é um caminho em V, diferenciável no ponto 
t=0, com (fo A(O) = f(a) e (fo AY (0) = f'(a) v. 

Analogamente, go foÀ é um caminho em R?, diferenciável no instante 
t = 0 e seu vetor-velocidade é (go (fo A)(0) = g(F(a)) - F(a) -v 
por um lado, e, por outro lado, é ((go fo AJ(0) = (go f)'(a) - v. 
Segue-se que (go (a) -v = g(f(a))- f'(a) -v para todo v € R”, logo 
(go f) (a) = 9(f(a)): f'(a): R” > RP. 
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A R? 


rô 

A 
0 —> 
—ô 


Corolário 1. Sejam J f(a) = (5 (a), Jg(f(a)) = ED) e 


algio f) 
Igo No = (Ae 
g ego f nos pontos indicados. Supondo f diferenciável no ponto a e g 
diferenciável no ponto f(a), tem-se J(go f)\(a) = Jg(f(a))-Jf(a). 

Observe que Jf é uma matriz nxm, JgépxneJ(gof)épxm. 
Como as matrizes jacobianas são simplesmente as matrizes das deriva- 
das, a igualdade J(g o f)(a) = Jg(f(a)) - Jf (a) é apenas a formulação 
da Regra da Cadeia em termos de matrizes, em vez de transformações 
lineares. Pela definição bem conhecida da multiplicação de matrizes, 
temos, para cada i = 1,...,p e cada j = 1,..., m: 


(a) as matrizes jacobianas das aplicações f, 


As igualdades acima são a Regra da Cadeia para as funções-coordenada 
gio f. Convém notar, entretanto, que a demonstração acima não permite 
que se conclua dela uma nova prova da Regra da Cadeia para funções, 
pois esta foi usada tacitamente quando admitimos que se pode obter 
9(F(a))-w (com w = f'(a)-v) como o vetor-velocidade do caminho go foX 
no ponto t = 0, usando apenas que (fo AV (0) = w e (fo A)(0) = f(a). 

Se f e g são diferenciáveis em todos os pontos dos seus domínios, 
podemos escrever a igualdade de funções abaixo, para quaisquer i € [1,7] 
ejell,ml]: 
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Daí decorre (como no Corolário 2 do Teorema 1, no final do 83, 
Capítulo III), com auxílio do Teorema 2 acima, o 


Corolário 2. A composta de duas aplicações de classe CE é uma 
aplicação de classe C*. 

É instrutivo formular a demonstração do corolário acima em termos 
intrínsecos. A idéia da prova é exatamente a mesma, mudando apenas 
a linguagem. Sejam pois f,g € C*. A Regra da Cadeia diz que, para 
cada x € U, (go (x) = g(f(x)) - f(x). Considerando as aplicações 
derivadas f:U > L(R™; R”), g': V —> LRYRP) e (go fY: U > 
L(R”; RP), a igualdade acima se traduz em: 


(go fY = (g'o f) - f": U > L(R”; R”), 


onde o símbolo o indica composição de aplicações e - significa produto 
de transformações lineares. Podemos ainda considerar a multiplicação 
de transformações lineares como uma aplicação bilinear u: L(R”; R?) x 
L(R”; R”) — L(R”;R?), onde u(T,S) = T - S. Então a Regra da 
Cadeia para as aplicações derivadas se exprime, em termos ainda mais 
explícitos, como 


(*) (go FY = uno (g'o f, f’), 


onde (g'o f, f): U — L(R”; R?) x L(R™; R”) é a aplicação que tem por 
coordenadas g'o f e f’. Examinemos a igualdade (*). Sabemos que u € 
CS, isto é, u € CF para todo k. Começamos supondo f,g € Ct. Então 
g', f! € Cº, por definição. Logo g'o f, f! € Cº, donde po (g'o f, f) E Cº 
e daí (go fY € Cº o que significa go f € C!. Se, porém g, f € C? 
então, por definição, g', f! € C1. Pelo que acabamos de ver, isto implica 
g'o f€ Ot. Logo (g'o f, f’) € C! e, como pe Ct, po(g'o f, f) Ect, 
isto é, (go f)' € Ot, donde go f € C?. E assim por diante. 


Corolário 3. Se a aplicação f: U — R”, definida no aberto U CR” e 
diferenciável no ponto a € U, admite uma inversa g = [1:V > R”, 
definida no aberto V C R” e diferenciável no ponto b = f(a), então 
f'(a): R” > R” é um isomorfismo, cujo inverso é g'(b): R” — R”. 
Em particular, m = n. 


De go f = idy e fog = idy segue-se, pela Regra da Cadeia, g'(b) - 
f'(a) = id: R” > R™ e f'(a)- g'(b) = id: R” > R”. Assim, g'(b) = 
f'(a). 
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Em consequência do corolário acima, se f: U — V é um difeomor- 
fismo entre os abertos U CR” e V CR” (bijeção, com f e fT} ambas 
diferenciáveis), então, para todo x € U, a derivada f'(x): R” > R” é 
um isomorfismo. Em particular, m = n e U,V C R” são abertos do 
mesmo espaço euclidiano. 

Existe um teorema de Topologia, devido a L.E.J. Brouwer (“teorema 
da invariância da dimensão”) segundo o qual se U CR” e V C R” são 
abertos homeomorfos então m = n. A demonstração é bem mais difícil. 
(Veja [4], pág. 359.) 

Um exemplo de homeomorfismo C* cujo inverso não é diferenciável 
(no ponto 0) é dado pela função f: R — R, onde f(x) = x?. Isto mostra 
que um difeomorfismo não é a mesma coisa que um homeomorfismo 
diferenciável. 

Ainda nesta ordem de idéias, é interessante observar que se f: U — 
V é um difeomorfismo entre abertos U, V C R™, sabendo-se que f € C* 
(1 < k < œ) conclui-se que seu inverso g = f7t: V — U (por de- 
finição, suposto apenas diferenciável) é também de classe C*. Com 
efeito, se indicarmos com GL(R”) o conjunto das transformações linea- 
res invertíveis de R” em si mesmo e com Inv: GL(R”) > L(R”;R?) a 
inversão de transformações lineares, a fórmula g'(y) = [f'(g(y))|!, es- 
tabelecida no Corolário 3 (onde y € V), mostra que a aplicação derivada 
9:V > L(R”;R”) pode ser escrita como g’ = (Inv) o f'o g: 

Como Inv € C%, por um argumento já utilizado mais de uma vez, 
concluimos de f € C* que g € C*. Podemos então enunciar o 


Corolário 4. Seja f: U — V uma bijeção de classe CF (k > 1) entre 
abertos UV C R”. Se sua inversa fT!: V — U é diferenciável então 
ft € CF. Diz-se então que f é um difeomorfismo de classe C*. 


Quando f: U — R” é diferenciável no aberto U C R” tem sentido, 
em cada ponto x € U, considerar o determinante det J f(x), da matriz 
jacobiana Jf(ax), chamado o determinante jacobiano de f no ponto z. 
Para que f seja um difeomorfismo é necessário que se tenha det Jf(x) £ 
0 para todo x € U. O Teorema da Aplicação Inversa, a ser demonstrado 
no parágrafo 8, mais adiante, fornece uma recíproca local para este fato. 


Corolário 5 (Regras de derivação.) Sejam f,g: U — R” diferenciáveis 
no pontoa € U CR” e c um número real. Então f+g:U > R” e 
cf: U — R” são diferenciáveis no ponto a, com (f+g} (a) = f'(a)+g' (a) 
e (cf) (a) =c- f'(a). Quando n = 1 e g(x) #0 para todo x € U então 
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f/g:U >R é diferenciável no ponto a, com (f/g)'(a) = [g(a) - f'(a) — 
Fa) - g(a)]/g(a)2. Finalmente, se p: R” x R” > RP é bilinear, então 
(fg): U — R’, definida por x + p(f(x), g(x)), é diferenciável no 
ponto a com |p(f,g)] (a): v = (f'(a): v,gla)) + (f(a), g(a): v). Se 
fige entio] +o cf, f/g, efg) e 

Em particular, quando n = 1 ey: R x R > R é a multiplicação de 
números reais então (f, g) = f -g e (f-g) (a) = f'(a)-g(a)+ f(a)-g'(a). 
Mais geralmente, como toda aplicação bilinear pode ser olhada como 
uma espécie de multiplicação, é razoável escrever f(x) - g(x) em vez de 
(f(x), g(x)) sempre que não houver perigo de mal entendidos. Então 
a regra de derivação acima fica como a “derivada de um produto”: 


(Fe g) (a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a). 


A interpretação desta fórmula é a seguinte: para todo vetor v € R”, 
tem-se (f - g)'(a) -v = (f'(a) - v) : gla) + F(a) - (g'(a) : v). 

Os três primeiros casos do corolário acima resultam imediatamente 
do Teorema 2 do Capítulo III. Tratemos explicitamente o caso de 
(f,g)=po(f,g). Pela Regra da Cadeia, juntamente com o Exemplo 3 
(no 81), temos, para todo v € R™: 


lel, g) a): v = [po (Ff gl (a) -v = 
= (Ia), g(a)) (fa) -v,g' (a): v) = 
= (f'(a) -v,g(a)) + (f(a), g'(a) - v) 


Note-se ainda que f +g =a0 (f,g), cf=cof, f/g=q0(f,9) 
e p(f,g) = po (1,9), onde (f,g): U >R” x R”, a: R? xR” — Rº, 
c: R” — R” e q: R x (R — {0}) > R são dadas, respectivamente, por 
(f 9)(x) = (F(x), g(£)), aly, z) =y+z, č (y) = cyeq(y,z) =y/z. As 
aplicações a e c* são lineares, logo de classe CW. A função q é também 
de classe C% pois q = mo (id,inv) onde id: R > R é a identidade, 
inv: R—- (0) > R— (0! é a inversão de números reais não nulos (matrizes 
invertíveis 1x1) em: RxR > R é a multiplicação de reais. Como m, id 
e inv são Cº, q também o é. Segue-se então que f, g € C => f+g € CF, 
cfeCt, figeCteylf,g)eCt. 

A Regra da Cadeia é um instrumento útil para o cálculo das deri- 
vadas de aplicações diferenciáveis, e indispensável para a demonstração 
de muitas proposições de natureza teórica. Sua utilização pode, entre- 
tanto, ser dificultada pelo hábito arraigado de considerar derivadas como 
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números, em vez de transformações lineares, hábito proveniente do caso 
unidimensional, pois toda transformação linear T: R —> R consiste na 
multiplicação por um número real fixo. 


Exemplo 7. Sejam f,g: U — R” diferenciáveis (respect. de classe C*) 
no aberto U CR”. Então €: U >R, definida por E(x) = (f(x), g(x)), 
é diferenciável (respect. de classe C*), com Ex) -v = (f'(x) -v, g(x)) + 
(F(x),9'(x)-v), para quaisquer z € U, v € R”. Em particular, tomando 
f = 9, obtemos G(x) = | f(x)? = C(x) -v = Uf(x) - v, f(x)). Segue- 
se novamente da Regra da Cadeia que, em cada ponto x € U onde se 
tenha f(x) 0, a função y: U —> R, definida por y(x) E |f (x)|, isto é, 


p(x) = (f(x), f(x)), é diferenciável, com y'(x) -v = U ad . 


4 A fórmula de Taylor 


No caso de uma aplicação f: U — R”, definida no aberto U C R”, 
com a,a +v € U, a fórmula de Taylor se escreve 


c) flato) = fla) + Pla) wti Sa) 
E P (a) -vP + ro(0), 
onde 


no a BI E (DF 
rae = Sato) E (E) a 


æf ð (a 
Pla) P= a -2 (A ) (a: 


Como de costume, consideraremos três casos: 
1) Fórmula de Taylor Infinitesimal. Se f é p vezes diferenciável no 
ponto a então 


im e 
v=>0 jul? 


2) Fórmula de Taylor com Resto de Lagrange. Sejam [a,a + 
v| CU, f de classe CP, p+1 vezes diferenciável em cada ponto do 
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segmento aberto (a,a +v), com | fP*D(x) ut < M- |w|P™! para todo 
x E€ (a,a +v) e todo w E R”. Então 


|Irpv)| < pI) lujt, 


3) Fórmula de Taylor com Resto Integral. Se f é de classe CPt! 
elaa+v C U, então 


1 
rolo) = + / (=P FOH (a + to) vt dt. 
P: Jo 
Para cada j = 0,1,...,p, f®(a)- vi é o vetor de R” cujas coor- 
denadas são os números dt) fila) - vi, onde f4,..., fn são as funções- 


coordenada de f. Logo a fórmula de Taylor (*) equivale a n igual- 
dades numéricas que correspondem à fórmula de Taylor para funções 
reais, vista no 88 do Capítulo III. Como a integral que aparece acima 
é um vetor cujas n coordenadas são integrais numéricas semelhantes, 
apenas com dt?+D f; em vez de fP+!), segue-se que as fórmulas 1) e 
3) são consequências imediatas das fórmulas análogas para funções re- 
ais, já provadas no 88 do Capítulo III. Finalmente, a fórmula de Tay- 
lor com resto de Lagrange decorre do resultado análogo, provado para 
caminhos no 83 do Capítulo II, da maneira seguinte. Definindo o ca- 
minho q: [0,1] — R” pondo y(t) = f(a + tv), vemos que y é de classe 
CP, p+ 1 vezes diferenciável no intervalo aberto (0,1), com q'(t) = 
Fatto)-o, Pt) = farto) -v2,..., pD) = FPH (atv) vtt, 
com |pPtD(t)| < M -l|v|?t para todo t € (0,1), em virtude da hipótese 
feita sobre f. A fórmula mencionada para caminhos diz então que 


1 1 
p(1) = g(0) + 980) + 3 2” (0) +- + z7 2P (0) + rp, 
com 
Irp| < MluP™/(p +1)! 


Efetuando as devidas substituições, temos a fórmula de Taylor com resto 
de Lagrange, conforme enunciada em 2) acima. 


Observação: Tem-se a unicidade da fórmula de Taylor, como foi pro- 
vado no §8 do Capítulo III: se f: U — R” é p vezes diferenciável no 
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ponto a € R” e, para cada i = 1,2,...,p, é dada uma aplicação i-linear 
pi: RP x... x R™ — R”, de tal modo que 


Hat) = fla) +Ý ao t+ rolo), 


i=1 
com lim rp(v)/|v|” = 0, então y;-v' = fË (a) - vt para todo i = 1,...,p 
v> 
e todo v € R”. 


5 A desigualdade do valor médio 


Como as aplicações f: U — R” incluem, em particular, os cami- 
nhos, segue-se do Capítulo II, §3, que, para n > 1, não há um Teorema 
do Valor Médio sob forma de igualdade. Vale porém a desigualdade 
abaixo, caso particular da Fórmula de Taylor com resto de Lagrange, 
que estudaremos separadamente, dada sua importância. 


Desigualdade do Valor Médio. Dado U C R™ aberto, seja f: U — 
R” diferenciável em cada ponto do segmento de reta aberto (a,a + v) e 
tal que sua restrição ao segmento fechado [a,a +v] C U seja contínua. 
Se |f'(x)| < M para todo z € (a,a +v) então |f(a+v)— f(a)| < M lvl. 
Demonstração: O caminho À: [0,1] — R”, definido por A(t) = f(a + 
tv), é (contínuo e) diferenciável no intervalo aberto (0,1), com A(0) = 
fla), AC) = f(a +v) e, pela Regra da Cadeia, N(t) = f'(a + tv) -v, 
donde |X’ (t)| < | f'(a + tv)| -v| < M -|v| para todo t € (0,1). Segue- 
se do Teorema do Valor Médio para caminhos (§3 do Capítulo II) que 
AMD) — A(0)| < M - |v], ou seja, | f(a +v) — fla) < M - fol. 


Corolário 1. Seja U C R” aberto e convexo. Se f: U — R” é diferen- 
ciável, com |f'(x)| < M para todo x € U então f é Lipschitziana, com 
|F) — f(x)| < M : |y — z| para quaisquer x,y EU. 


Com efeito, f é então contínua em U e x,y € U => |z, y] CU, pela 
convexidade. Logo, vale a Desigualdade do Valor Médio. 

Como vimos no Capítulo III (Exemplo 10), a convexidade de U é 
essencial para a validez do Corolário 1. 


Corolário 2. Se f: U > R” é diferenciável no aberto conexo U C R” 
e f'(x) =0 para todo x EU então f é constante. 

Fixemos a € U e ponhamos A = (zxeU:;f(x)=f(a)h, B=(xe 
U; f(x) £ f(a)t. Como f é contínua, B é aberto. Afirmamos que A 
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também é aberto. Com efeito, dado x € A, seja ô > 0 o raio de uma 
bola de centro x, contida em U. Então |v| < ô => |x, x +v] CU > (pela 
Desigualdade do Valor Médio, com f’ = 0), |f(x+v) — f(x)| = 0, donde 
f(x +v) = f(x) = fla) ex+veul. Assim, U = AU B é uma cisão. 
Como U é conexo e A é não-vazio, pois a E€ A, vemos que A = U, isto 
é, f(x) = f(a) para todo x € U. 

O Corolário abaixo fornece, quando T = f'(a), uma estimativa para 
o resto r(v) = f(a-+v) — f(a) — f'(a) -v. Ele representa uma forma mais 
refinada da Desigualdade do Valor Médio, à qual se reduz tomando-se 
PT =0. 


Corolário 3. Sejam U C R™ aberto, [a,a +0] C U, f:U > R” 
diferenciável em cada ponto do intervalo aberto (a,a +v), com f||a,a + 
v| contínua. Seja ainda T: R™® > R” uma transformação linear. Se 
|f'(x)—T| <M para todo x € (a,a +v) então 


[f(a +v) - fla) -T -v| < M- fol. 


O Corolário acima resulta imediatamente de aplicar-se a Desigual- 
dade do Valor Médio a g: U — R”, definida por g(x) = f(x) - Tx. 
Com efeito, tem-se, neste caso g(a +v) — gla) = f(a+v)-f(a)-T.v 
e g'(z) = f'(2)-T. 

Usaremos, em seguida, o Corolário 3 para provar que as aplicações 
de classe C! são uniformemente diferenciáveis nos compactos. Come- 
çaremos revendo a definição da aplicação diferenciável num conjunto, a 
fim de tornar mais explícita a notação para o resto r(v) = f(a + vw) — 
f(a)— f'(a)-v, deixando claro que ele depende não somente do acréscimo 
v como também do ponto a em questão. 

Assim, uma aplicação f: U — R” se diz diferenciável no aberto 
U c R” quando, para cada ponto x € U, existe uma aplicação linear 
f'(x): R” — R” tal que 

— p . Ta(v) = 
f(x +v)— f(x) = f(x) -v + ra(v), onde cr =) 

O limite acima significa que, dado £ > 0, se pode obter, para cada 
x E€ U, um número à = ô(x,£), dependendo de x e de £, tal que |v| < 
ô > |ra(v)| < lvl. 

Diz-se que a aplicação diferenciável f: U — R” é uniformemente 
diferenciável num subconjunto X C U quando, para todo £ > 0 dado, 
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existe ô > O tal que |v| < 0 > | f(x +v) — f(x) — f(x) -v] < elv], seja 
qual for xe X (com xr +v EU). 


Corolário 4. Uma aplicação f: U — R”, de classe C!, é uniforme- 
mente diferenciável em qualquer compacto K CU. 


Existe ô > 0 tal que x € K, |w| < = [x,zx+v] CU. (Corolário 2 do 
Teorema 26, Capítulo I.) Dado arbitrariamente £ > 0 podemos reduzir ô, 
se for necessário, de modo que x € K, [w| < å => |f (x+v)-— f'(x)| <e, 
já que f’: U — L(R”; R”) é contínua. (Teorema 21a do Capítulo I.) Daí 
se segue, obviamente, que x € K, |u| <, 0<t< 1 |f (x +tv)-— 
f' (x)| < £, ou seja, y € [x, x +v] > |f (y) — f'(x)| <e. Pelo Corolário 3 
acima, usado com T = f'(x), concluimos que | f(x-+v)— f(x)— f'(x) v| < 
elv| sempre que |v| < ô, seja qual for x € K, o que prova o Corolário 4. 


Corolário 5. Sejam U CR” aberto ec €U. Se a aplicação contínua 

f:U > R” é diferenciável em U — {c} e existe lim f(x) = T € 
wC 

L(R”; R”), então f é diferenciável no ponto c, com f'(c) =T. 


Em virtude da definição de limite, dado € > 0, existe ð > 0 tal que 
0 < u| < => |f (e+tv)— T| < € seja qual for t € (0,1). Podemos 
supor ô tão pequeno que |v| < ô => [c,c+v] CU. (Basta tomar ô = raio 
de uma bola de centro c, contida em U.) Então, pelo Corolário 3 acima, 
pondo r(v) = f(c +v) — f(c) —-T .v, temos |r(v)| < elv| sempre que 
0 < |v| < 6. Isto mostra que f é diferenciável no ponto c, com f'(c) = T. 


Observação: O Corolário 5 mostra a vantagem de ter demonstrado 
o Corolário 3 em toda a sua generalidade. [Uma transformação linear 
arbitrária T, em vez de f'(a), e f suposta apenas diferenciável no seg- 
mento aberto (a,a + v).] Um exemplo de como o Corolário 5 pode ser 
utilizado, para funções de uma variável, é visto no Volume 1, página 
275. (Exemplo 20.) 


6  Segiiências de aplicações diferenciáveis 


Provaremos neste parágrafo o teorema clássico, segundo o qual o 
limite uniforme de uma seqüência de aplicações diferenciáveis é ainda 
uma aplicação diferenciável desde que a seqüência das derivadas também 
convirja uniformemente. Como no caso de uma variável, a Desigualdade 
do Valor Médio é o instrumento mais importante da demonstração. 
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As definições básicas sobre convergência uniforme e os teoremas de- 
monstrados no 81 e 2 do Capítulo 10, Volume 1, para funções de uma 
variável, se aplicam, com modificações evidentes, ao caso f: U — R”, 
U c R”. Uma exceção notável é o teorema sobre a derivada do limi- 
te de uma sequência de funções (Teorema 7 daquele capítulo), pois em 
sua demonstração foi utilizado o Teorema do Valor Médio sob forma de 
igualdade, que não vale para n > 1, e cuja versão em dimensões supe- 
riores envolve uma hipótese de convexidade, que é automática quando 
o domínio é um intervalo. Começaremos aqui reexpondo o conceito de 
convergência uniforme. 

Diz-se que uma sequência de aplicações fp: X — R”, definidas num 
conjunto X, converge uniformemente para uma aplicação f: X — R” 
quando, para qualquer € > 0 dado, pode-se obter ko € N tal que k > 
ko = |fe(x) — f(x)| < £, seja qual for xe X. 

Resulta imediatamente da definição que a afirmação “lim fk = f 
uniformemente em X” não depende da norma que se considera no espaço 
euclidiano. Tem-se fg — g uniformemente em X se, e somente se, 


para cada i = 1,...,n, tem-se me fki = gi uniformemente em X, onde 
fes fkn: X — R são as b coordenada da aplicação fk: X — 
R” e g91,..., gn: X — R são as funções-coordenada de g. 


Como o espaço L(R”; R”) possui uma norma, a definição de conver- 
gência uniforme faz sentido também para uma seqüência de aplicações 
gk: X —> L(R”; R”). Neste caso, tem-se gx — g uniformemente em 
X se, e somente se, para todo € > 0 dado, existe ko € N tal que k > 
ko = |gg(x)- v — g(x)-v| < £- |v| para todo x € X e todo vetor 
v € R”. Com efeito, pela definição de norma da transformação linear 
gk(z)— g(x): R™ — R”, tem-se |g (z)—g(z)| < € & |gk (£): v—g(z): v| < 
eļv| para todo v € R”. 


Seja agora X C R™. Diz-se que a seqüência de aplicações fk: X > 
R” converge de modo localmente uniforme em X para uma aplicação 
f: X > R” quando cada ponto x € X é centro de uma bola aberta B 
tal que fk — f uniformemente em BN X. Isto equivale a dizer que X 
está contido numa reunião de abertos U C R” tais que em cada U N X 
a convergência fk — f é uniforme. 

Evidentemente, convergência uniforme => convergência localmente 
uniforme => convergência simples (isto é, dim fk(£) = f(x) para todo 


x € X). As implicações contrárias são falsas. 
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Exemplo 8. Para cada k € N, seja fk: R — R dada por f(x) = x/k. 
A sequência de funções fp converge de modo localmente uniforme em 
R para a função identicamente nula, mas não converge uniformemente. 
(Veja Volume I, páginas 362 e 366.) 


Critério de Cauchy. A fim de que uma segiiência de aplicações 
fk: X > R” convirja uniformemente em X é necessário e suficiente 
que, para todo € > O dado, se possa obter ko E€ N tal que j,k > ko > 
f(x) — felx)| < e, seja qual for x e X. 

A demonstração dada na página 368 do Volume I se aplica, palavra 
por palavra. Como conseguência, temos o 


Teste de Weierstrass. Se, para cada k E N e cada x € X, tem- 
se |fu(x)| < ck, onde cy é uma série convergente de números reais 
positivos, então a série 3 fy, cujos termos são aplicações fg: X > R”, 
converge uniformemente em X. 

No caso acima, a série 3 f, converge absoluta e uniformemente, isto 
é, a série D| fe(x:)| também converge uniformemente em X, já que cumpre 
a mesma condição que X fk no teste de Weierstrass. 

Como no caso de uma variável, a proposição abaixo é uma das razões 
da importância do conceito de convergência uniforme. 


Teorema da Continuidade do Limite Uniforme. Se a segiúência de 
aplicações fp: X — R”, definidas no conjunto X CR” e contínuas no 
ponto a E€ X, converge uniformemente em X para a aplicação f: X — 
R”, então f é contínua no ponto a. 


Demonstração: Dado € > 0, existe ko € N tal que k > ko => |fu(x) — 
Ff(x)| < e/3, seja qual for x € X. Fixemos um índice k > ko. Existe 
ô > 0 tal que |z — a| < ô x € X => |filz)-— fela)| < c/3, pela 
continuidade de fk no ponto a. Segue-se então que z € X, |x -— a| < 
à e= Ha) < E =A + | fala) — fe(a)] + at — Ha)l < 


3 + 3 + i- ec. Logo, f é contínua no ponto a. 
O teorema que temos em vista, sobre a diferenciabilidade do limite 


de uma sequência de aplicações diferenciáveis, se apóia no lema abaixo, 
do qual é uma extensão. 


Lema. Seja U C R” um aberto convexo e limitado. Se a segiúência 
de aplicações diferenciáveis fg: U — R” converge num ponto c € U 
e a seqüência das derivadas f;: U — L(R™; R”) converge uniforme- 
mente em U para uma aplicação g: U — L(R™; R”), então (fk) con- 
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verge uniformemente em U para uma aplicação f: U > R”, a qual é 
diferenciável, com f’ = g. 
Demonstração: Em primeiro lugar, dado £ > 0, existe ko € N tal que 


(1) j,k > ko > |fi(x) — fu(x)| < £ para todo x € U. 


Como U é convexo, resulta do Corolário 1 da Desigualdade do Valor 
Médio, aplicado a fj — fk, que, para quaisquer x,y € U: 


(2) j,k > ko > |f(y) — fru) — lE) fræls ely — zl. 
Tomando x = c, vemos que, para todo y € U: 
j,k > ko = |fily) — fely)] < | fg(c) — flo) + ely — cl. 


Usando o Critério de Cauchy, o fato de U ser limitado e a convergência 
de (fk(c)), concluimos daí que (fk) converge uniformemente para uma 
aplicação f: U — R”. Mostremos agora que f é diferenciável em todo 
ponto x € U, com f'(x) = g(x). Com efeito, fazendo j — oo em (2) e 
escrevendo y = x + v, obtemos 


(3) k > ko > |f (x +v) — f(x) — [fk(£ + 0) — fla) < e- ol. 


Como cada fp é diferenciável no ponto x, para todo k € N existe (x£) > 
0 tal que 


(4) [ul < õk(x) => | fax +v) — fels) — f(z) -v| < elol. 
Fazendo j — oo em (1) vem: 
(5) k > ko > |fp(£) — g(x)| < e para todo x € U. 


Para mostrar que g(x) é a derivada de f no ponto x, dado E > 0 tomamos 
ko como em (1), escolhemos algum inteiro k > ko e pomos ô = óp(a). 
Então, em virtude de (3), (4) e (5), 
ul < 8 = [f(x +v) — f(z) — g(x) -v| < 
<| f(z +v) — f(z) — [f(z +v) — fela)Il+ 
a a 0) — fu(x) a a a 


o que prova o lema. 
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Teorema da Derivação Termo a Termo. Seja U CR” um aberto 
conexo. Se a seqüência de aplicações diferenciáveis fg: U > R” con- 
verge num ponto c E€ U e a seqüência das derivadas f,: U > L(R™; R”) 
converge de modo localmente uniforme para uma aplicação g: U —> 
L(R™; R”), então (fk) converge de modo localmente uniforme para uma 
aplicação f: U — R”, a qual é diferenciável, com f' = g. 


Concisamente: vale D(lim fp) = lim Df,, desde que a convergência 
das derivadas seja localmente uniforme. 


Demonstração: Podemos escrever U = U Ba, onde Ba é uma bola 
aberta na qual as derivadas fj, convergem uniformemente. Pelo Lema, se 
(fk) converge em algum ponto de Ba então (fp) converge uniformemente 
em Ba. Tem-se assim uma cisão U = AU B, onde A é a reunião das 
bolas Ba nas quais (fk) converge uniformemente e B é a reunião das 
demais bolas, nas quais não há convergência em ponto algum. Como 
U é conexo e À não é vazio (pois se c E€ By então By C 4), segue-se 
que A=U, logo (fp) converge de modo localmente uniforme em U para 
uma aplicação f: U — R”. Pelo Lema, tem-se f' = g. 


Observação: Mesmo supondo que f; — g uniformemente no aberto 
conexo U, não se segue de lim f(c) = f(c), que fk — f uniformemente 
em U, como se vê tomando as funções fk: R>R, f(x) = x/k. Neste 
caso, U é ilimitado. Mas a validez do Lema acima, no qual se conclui 
a convergência uniforme de f em U a partir da convergência uniforme 
das derivadas mais a convergência de (fu(c)) para algum c € U não é 
assegurada supondo-se U conexo e limitado. O essencial é que exista 
um número real M > 0 tal que dois pontos quaisquer de U podem ser 
ligados por uma poligonal de comprimento < M, contida em U. Quando 
U é convexo e limitado, isto ocorre. 


Corolário. (Derivação Termo a Termo para Séries.) Seja U C R” 
aberto e conexo. Se a série D fk, de aplicações diferenciáveis fp: U — 
R”, converge num ponto ce U e a série © f;, das derivadas converge 
de modo localmente uniformemente em U, para a soma g = È f}, 
então tem-se convergência localmente uniforme f = 5 fy em U, a soma 
f: U — R” é diferenciável e f! = g. Em suma: DD fk) =E Dfk sea 
série das derivadas convergir de modo localmente uniforme. 
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7 Aplicações fortemente diferenciáveis 


Existe uma noção de diferenciabilidade, correspondendo ao que seria 
classe C1, mas onde se supõe que a aplicação é diferenciável num único 
ponto. Trata-se da noção de diferenciabilidade forte, que discutiremos 
mais abaixo. 

Começamos com uma proposição que generaliza ligeiramente o Teo- 
rema 4a do Capítulo III. Trata-se de um primeiro e simples exemplo de 
como atua a hipótese de diferenciabilidade de uma aplicação: a partir 
do comportamento de derivada f'(a) se podem obter informações sobre 
o comportamento de f(x) para x próximo de a. 


Teorema 3. Seja f: U > R” definida no aberto U C R”, diferenciável 
no ponto a EU. 


1º) Se a transformação linear f'(a): R™® > R” é injetiva então exis- 


temô>0ec>0tais que |x — a| < ô => |f(x) — f(a)| > clx — al; 


2º) Se f'(a): R” — R” é sobrejetiva então em qualquer bola de centro 
a existem pontos x tais que |f(a)| < |f(x)| e (a menos que seja 
f(a) = 0) pontos y tais que |f(y)| <| f(a)l. 


Demonstração: 1º) Podemos argumentar como no Teorema 4a do 
Capítulo II, ou no Lema contido no Exemplo 4, acima. Observando que 
f'(a) é um isomorfismo de R” sobre o subespaço E = f'(a) R” CR”, 
pomos 2c = 1/|f'(a)-!|, onde f'(a)-1: E — R” é o inverso de f'(a). 
Então |f'(a) -v| > 2c- |v| para todo v € R™. Existe, pela diferenciabili- 
dade de f no ponto a, um número ô > 0 tal que z € U, |x — a| < ô = 
f(x) — f(a) = f'(a): (x —a)+r(z-— a), com |r(x— a)| < c|xz — al, e daí 
|fH(2)—f(a)l > |f (a) (x—a)|-|r(z—a)| > 2¢-|x-a|-¢|x-a| = e- |x—a]. 

2º) Se não existissem pontos x, arbitrariamente próximos de a, com 
|f(a)| < |f(x)| então a € U seria um ponto de máximo local para a 
função Ç: U >R, d(x) = |f(x)| (norma euclidiana). [Neste caso, 
deveria ser f(a) Æ O pois do contrário f seria zero em todos os pontos 
de uma bola de centro a, logo f'(a) = O não seria sobrejetiva.| Então 
Ç é diferenciável no ponto a (veja o Exemplo 7), com 0 = (a) -v = 
(f'(a) -v, f(a))/|f(a)| para todo v € R”. Daí resultaria, em particular, 
que f'(a)-v £ f(a) para qualquer v e f'(a) não seria sobrejetiva. Quanto 
à segunda afirmação deste item, se tivermos f(a) Æ O e não existirem 
pontos y arbitrariamente próximos de a com |f(y)| < |f(a)| então a 
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será um mínimo local para a função C(x) = |f(x)|, o que leva a uma 
contradição como acima. 


Corolário. Se f: U — R” é diferenciável no ponto a e f'(a) é injetiva 
então existe uma bola B de centro a tal que x EB, x #a => f(x) £ 
Ha). 

Em relação ao Teorema 3, cabe a pergunta: supondo f'(a) injetiva, 
existe alguma bola B de centro a, tal que |f(y) — f(x)| > cly — z|, sejam 
quais forem x,y € B ou, pelo menos, que a restrição f|B seja injetiva? 
Cabe também a pergunta: supondo f'(a) sobrejetiva pode-se concluir 
que f(a) pertença ao interior da imagem f(U)? 

Sem hipóteses adicionais, a resposta a estas perguntas é a mesma: 
não. Já sabíamos desde o Volume 1 (veja o Exemplo 12, página 266) 
que uma função f: R —> R pode ser derivável, com f'(a) Æ O [isto é o 
que significa f'(a) ser injetiva — ou sobrejetiva, tanto faz — em dimensão 
1] sem que f seja injetiva em vizinhança alguma de a. Mas naquele 
exemplo (como em qualquer outro que se busque em dimensão 1), o 
ponto f(a) pertence ao interior de f(T), seja qual for o intervalo aberto 
I de centro a. 

O exemplo abaixo exibe uma aplicação f: R? — R?, diferenciável na 
origem 0 € R2, com f'(0) = identidade: R? — R?, mas f não é injetiva 
em vizinhança alguma de 0 nem tampouco f(0) pertence ao interior de 
f(U), seja qual for o aberto U contendo 0. 


Exemplo 9. Definimos f: R? — R? pondo f(x,y) = (x,y), salvo 
quando z > 0 e0 < y < x°, em cujo caso poremos f(x,y) = (x,7?). A 
aplicação f é, admitidamente, descontínua nos pontos (x, 0), com x > 0, 
mas é contínua nos demais pontos, inclusive na origem 0 = (0,0), sendo 
até mesmo diferenciável ali, com f'(0) = identidade. Para verificar esse 
fato, observemos que se pode escrever, para todo v = (x,y) € RÊ, 

f(v) — f(0) = v +r(v), onde r(v) = (0,22 — y) sex >0e 0< y< zr?, 
e r(v) = 0 nos demais casos. Então a segunda coordenada de r(v) está 
sempre compreendida entre 0 e z?. Como a primeira é sempre zero, 
resulta que lim r(v)/|v| = limr(v)/ y z? +y? = 0. Em qualquer aberto 
contendo zero está contido um segmento de reta vertical de extremos 
(2,0) e (2,272), com x > 0, o qual é transformado por f num único 
ponto (x, £?). Logo f não é injetiva em vizinhança alguma de 0. Além 
disso, como nenhum ponto (x,y), com z > 0e0<y< x2, pertence 
à imagem de f, vemos que f(0) = O não é interior a nenhuma imagem 
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f(U), onde U C R? é um aberto contendo 0. 


A parte hachurada transforma-se A parte sombreada é a 
por f na curva y = x°, æ > 0. imagem de f. 


Observação: Não seria difícil modificar um pouco o exemplo acima, de 
modo a obter uma aplicação contínua f: R? — R?, diferenciável na ori- 
gem, com f'(0) = identidade, tal que em nenhuma bola de centro O f é 
injetiva. Entretanto, mostraremos no exemplo 36, 810 do Capítulo VII, 
com auxílio da teoria do grau, que se f: U — R” é contínua no aberto 
U C R” e possui, no ponto a e U, uma derivada f'(a): R® — R” que é 
um isomorfismo, então f(a) € int f(U). Isto mostra que a descontinui- 
dade de f no Exemplo 9 é essencial para termos f(a) ¢ int(U). 

Uma aplicação f: U — R”, definida no aberto U C R”, chama- 
se fortemente diferenciável no ponto a € U quando existe uma trans- 
formação linear T: R™ > R” tal que, para x,y € U vale 


Fx) — f(u) =T- (x — y) + palz, y)lx — yl, onde lim palz, y) =0. 
(z,y)—=(a,a) 

Tomando y = a, vemos que toda aplicação fortemente diferenciável no 

ponto a é diferenciável nesse ponto, com T = f'(a). Assim a condição 

acima se torna: 


Ha) — F(u) = F(a) - (z — y) + palz, ylz — yl 


onde pa(x,Yy) cumpre a seguinte condição: dado qualquer £ > 0, pode-se 
achar ô > 0 tal que x,y E€ B(a, ô) > |pa(x, y)| < €. 

Quando m = n = 1, uma função f: I > R, definida no intervalo 
I C R, é fortemente diferenciável no ponto a € I quando, dados x Æ y 
em J, a secante ao gráfico de f que passa pelos pontos (x, f(x)) e (y, f(y)) 
tende para a tangente no ponto (a, f(a)) quando « > a e y > a. Na 
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definição usual de derivada, o ponto a é mantido fixo: toma-se a secante 
ao gráfico passando pelos pontos (a, f(a)) e (x, f(x)) e faz-se z > a. 

Segue-se da definição que se f: U — R” é fortemente diferenciável 
no ponto a então, para todo £ > 0, pode-se obter ô > O tal que, para 
x,y E€ B(a;ô), f satisfaz à condição de Lipschitz 


Hx) — Hays (a) + lx — yl. 


Com efeito, dado £ > 0, existe ô > 0 tal que 


z,y E B(a;6) >| f(x) — Hywl < |F (a): le — yl + elz — y| = 
= (|f (a)| + elx — yl. 
Em particular, f é contínua em todos os pontos de uma bola de 


centro a. 
Outra consequência da definição é o 


Teorema 4. Se f:U — R” é fortemente diferenciável no ponto a 
e fla): R” — R” é injetiva então existem O > 0 ec > O tais que 
x,y e B(a; ô) > |f(x)— f(y)|> c-|x— yl. Segue-se que f é um homeo- 
morfismo da bola B(a;ô) sobre sua imagem em R” e, em particular, que 
f é injetiva nessa bola. 

Demonstração: Sendo f'(a) injetiva, sabemos que existe c > 0 tal que 
If'(a) - v| > 2c|v| para todo v € R™. Tomando £ = c, obtemos ô > 0 
tal que x,y € B(a;ó) > f(x) — f(y) = f'(a) - (x — y) + ra(x, y), com 
Ira(x,y)| < cle — y|. Então 


x,y € B(a;ô) > | f(x) — Hy)l > |f (a) (x — y)l = Ira(z,y)| > 
> 2c- |z — y| — c: |z — y| = cx — yl. 


Conseqüentemente, f aplica a bola B (a; ô) bijetivamente sobre sua ima- 
gem Y = f(B(a;ô)) e a inversa f~t: Y — B(a; ô) cumpre a condição de 
Lipschitz |f t(w) — f1(2)) < cw — z|. Assim, f7} é contínua, logo 
f: B(a;ô) — Y é um homeomorfismo. 
Observação: Provaremos, no 811, que se f: U — R” é fortemente 
diferenciável no ponto a € U e a derivada f'(a): R™ — R” é sobrejetiva 
então f(a) € int f(U). 
Sejam f: U —> R”, aec U C R”, T e L(R”;R"”)exz,y EU. 
Escrevendo 


as 
B 
| 
Z 
E 
| 


T-(v-y+ra(z,; y), f(x)-f(a)=T-(z-a)+ra(x) 
e Hy-fa)=T-(y—-a)+ra(y), 
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obtemos, por subtração membro a membro das 2 últimas igualdades: 


Ta(£, Y) = Ta(x) — ra(y). 


Daí resulta que |ra(x,y)| < elx — y| & |ra(x) — raly)| < e- |z — yl. 


Podemos então enunciar o 


Teorema 5. A aplicação f: U — R” é fortemente diferenciável no 
ponto a € U se, e somente se, é diferenciável nesse ponto e, para todo 
e > 0, se pode achar ô > 0 tal que o resto ra(x) = f(x) — f(a) — f'(a) - 
(x — a) satisfaz a condição de Lipschitz |ra(x) — ra(y)| < elx — y| para 
x,y E€ B(a; ô). 

A proposição abaixo mostra que a única diferença entre a diferenci- 
abilidade forte e a continuidade da derivada é que a primeira faz sentido 
mesmo quando a aplicação é diferenciável num único ponto. 


Teorema 6. Seja f: U > R” uma aplicação diferenciável. A fim de que 
f seja fortemente diferenciável no ponto a E U, é necessário e suficiente 
que a aplicação derivada f': U — L(R”;R”) seja contínua no ponto a. 
Demonstração: Suponhamos f’ contínua no ponto a. Então a aplicação 
ra: U — R”, definida por ra(x) = f(x) — fla) — f(a) (x — a), é 
diferenciável, e sua derivada é contínua no ponto a. Como r! (x) = 
f(x) — f'(a), temos r! (a) = 0. Logo, para todo € > 0, existe ô > 0 
tal que B(a;ô) CU ex € B(a;ô) > |ri(x)| < e. Pelo Corolário 1 da 
Desigualdade do Valor Médio, x,y € B(a; ô) > |ra(x)— ra(y)| < elx—y]. 
Segue-se do Teorema 5 que f é fortemente diferenciável no ponto a. 

Reciprocamente, seja f fortemente diferenciável no ponto a. Dado 
arbitrariamente £ > 0, devemos achar ô > 0 tal que |x — a| < ô implique 
f(x) — f'(a)] -u| < £ para todo vetor unitário u € R”. Somando as 
igualdades 


f(x) — F(u) = fla) (x-y+ra(z,y) e 
fu) — Hx) = f'(x) (y — 2) + rz(y), 
obtemos: 
(*) [F (£) — f'(a) (y — x) = —[ra(x,y) + re(v)), 


Dado € > 0, existe ô > 0 tal que 


E 
x,y E€ B(a;28) > |ra(x,y)| < 5 ly — x| 
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e, para todo x € U, existe ny > 0 tal que |y — z| < my implica |r+(y)| < 
(€/2)ly — al. 

Sem perda de generalidade, podemos supor my < ô. Sejam então x € U 
tal que |r — a| < ô e u E€ R” um vetor unitário. Pondo y = x + Nru, 
temos |y — a| < 28 e |y — x| < my, donde 


€ E € E 
[ralz y)| < |£ = y| < žm e |rely)| < 5 ly = z| < 5n. 
2 2 2 2 


Segue-se de (*) que || f (x)— f'(a)] -u| < £, como queríamos demonstrar. 


Exemplo 10. Para obter exemplo de uma função fortemente dife- 
renciável no ponto a € R, mas não diferenciável em vizinhança alguma 
de a, considere uma função f: R > R, de classe Ct, cujo gráfico não 
contenha três pontos colineares. Considere ainda uma sequência decres- 
cente an — a e defina uma nova função g: R > R, que coincide com f 
nos pontos an e fora do intervalo (a,a1). Em cada intervalo [an+1, an], 
faça o gráfico de g ser retilíneo. 


8 O teorema da aplicação inversa 


Sejam U,V C R” abertos. Um difeomorfismo f:U — V é, como 
sabemos, uma bijeção diferenciável cuja inversa é diferenciável. Em 
particular, f é um homeomorfismo entre U e V. O exemplo clássico 
de f:R > R, f(x) = z’, mostra que um homeomorfismo pode ser 
diferenciável sem que seu inverso o seja. Quando o difeomorfismo f é de 
classe C*, seu inverso também o é, pelo Corolário 4 da Regra da Cadeia. 
Evidentemente, a aplicação composta de dois difeomorfismos é ainda um 
difeomorfismo. 

Se f: U — V é um difeomorfismo, a Regra da Cadeia nos garante que 
sua derivada f'(x): R” — R”, em cada ponto x € U, é um isomorfismo. 
Em termos do determinante jacobiano, isto significa que det Jf(x) #0 
fi 
x; 
f no ponto x. É natural indagar se vale a recíproca pois, afinal de 
contas, a utilidade das aplicações diferenciáveis está em que se podem 
deduzir algumas de suas propriedades a partir de propriedades das suas 
derivadas. Vejamos alguns exemplos. 


para todo x € U, onde Jf(x) = ( (1) é a matriz jacobiana de 


Exemplo 11. Uma função diferenciável f: I — J, de um intervalo 
I C R sobre o intervalo J C R, é um difeomorfsmo se, e somente se, 
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sua derivada f'(x) é diferente de zero para todo x € I. Com efeito, se 
f'(x) £ O para todo x € I então, pelo Teorema de Darboux, ou f(x) > 0 
para todo x € I, donde f é um homeomorfismo crescente, ou então 
f'(x) < 0 para todo x € I, e f é um homeomorfismo decrescente. Em 
qualquer caso, pelo Teorema da Derivação da Função Inversa, (Volume 1, 
página 263) fl: J — I é diferenciável. 


Exemplo 12. Seja U C R” a bola aberta de centro na origem e raio 


1. A aplicação f: U — R”, definida por f(x) = TS é um 
— (z, £ 
difeomorfismo de classe C% , cujo inverso g: R” — U é dado por g(y) = 
y 


V1+ (9,9) 


Exemplo 13. A aplicação f: R2>R2, dada por f(x,y)=e” (cos y, sen y) 
é de classe C%. Em termos de variável complexa, f(z) = e7. Para todo 
z = (x,y) € Rº, a derivada f'(z): R? — R? é um isomorfismo, que 
consiste na multiplicação pelo número complexo não-nulo e”. A matriz 
jacobiana de f no ponto z = (x,y) tem a forma 


e” cos —e” sen 
Jf(2,y) = ( E s) 


e” sen y e” cos y 


O determinante jacobiano de f é e2”, donde Æ 0. Vemos, porém, que 
f não é injetiva: f(£1, y1) = f (£2, Y2) © £1 = T2 € Y2 = Yı +2kr, k E€ Z. 
Geometricamente, f transforma cada reta vertical x = a sobre o círculo 
de raio e“ e centro na origem, com período 27. Cada reta horizontal 
y = b é levada bijetivamente sobre a semi-reta aberta que parte da 
origem e passa pelo ponto (cosb, sen b) € R?. Temos f(R?) = R? — {0}. 


Dizemos que uma aplicação diferenciável f: U — R”, definida no 
aberto U C R”, é um difeomorfismo local quando para cada x € U 
existe um aberto V., com x € Vy C U, tal que a restrição de f a Vz 
é um difeomorfismo sobre um aberto W, C R”. Se f € C* dizemos 
que f é um difeomorfismo local de classe C}. Neste caso, para cada 
x € U, a aplicação inversa (f|V}) 1: Wz — V, também é de classe C*. 
(Corolário 4 da Regra da Cadeia.) 

Se f: U > R” é um difeomorfismo local de U sobre V = f(U) 
então, para cada x € U, a derivada f'(x): R” — R” é um isomorfismo. 
O Teorema da Aplicação Inversa estabelecerá a recíproca, no caso em 
que f € CE (k>1). 
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Pelo Exemplo 11 acima, todo difeomorfismo local f: I — R, definido 
num intervalo aberto I C R, é um difeomorfismo (global) de J sobre sua 
imagem J = f(I). 

Todo difeomorfismo é, evidentemente, um difeomorfismo local. 

Todo difeomorfismo local f: U — R” é uma aplicação aberta, isto 
é, transforma cada aberto V C U num aberto f(V) c R™. Isto é claro 
se V C Vz, para algum x € U, pois f é um homeomorfismo de V}, sobre 


o aberto Wy C R”. No caso geral, temos V = U (Vz N V), donde 
zeU 
fV) = U f(VeNV). Como cada Vy N V é um aberto contido em Vz, 
zeU 
sua imagem é aberta, logo f(V) é uma reunião de conjuntos abertos, o 


que prova a afirmação feita. 

Segue-se daí que um difeomorfismo local f: U — R” é um difeo- 
morfismo (global) sobre sua imagem V = f(U) se, e somente se, é uma 
aplicação injetiva. 

A aplicação exponencial complexa, vista no Exemplo 13, é um dife- 
omorfismo local, de classe CS, de R2 — {0}. Isto decorre imediatamente 
do Teorema da Aplicação Inversa, a ser demonstrado a seguir, ou da 
observação de que todo ramo de log w tal que log wọ = zo é um inverso 
local para f na vizinhança de 20. 

Basearemos a demonstração do Teorema da Aplicação Inversa no 
método das aproximações sucessivas, princípio de grande utilidade para 
provar a existência e a unicidade de soluções para equações diferenciais, 
equações integrais, etc. 

Seja X C R™. Uma aplicação f: X — R” chama-se uma contração 
quando existem À € R, 0 < à < 1, e uma norma em R” relativa- 
mente à qual se tem | f(x) — f(y)| < Alx — y| para quaisquer x,y € X. 
Toda contração é uniformemente contínua. Às vezes, quando for preciso 
especificar a constante À, diremos que f é uma A-contração. 

Por exemplo, seja U C R” aberto e convexo. Se f: U — R” é uma 
aplicação diferenciável tal que |f'(x)| < À < 1 para uma certa constante 
A e todo x € U, a Desigualdade do Valor Médio dá |f(x) — f(y)| < 
Aja — y|, logo f é uma contração. 

Um ponto fixo de uma aplicação f: X > R” (X c R”) é um ponto 
x E€ X tal que f(x) = z. 

Teoremas que asseguram a existência de ponto fixo para certos tipos 
de aplicações são sempre interessantes pois, em princípio, a busca de 
uma solução x para uma equação do tipo f(x) = b reduz-se à procura 
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de um ponto fixo para a aplicação é, definida por E(x) = f(x) + a — b. 
Com efeito, E(x) = x & f(x) =b. 

Entre os vários teoremas de pontos fixos que se conhecem, o teorema 
abaixo, a despeito da simplicidade de sua demonstração, é um dos mais 
úteis, provando a existência de um ponto fixo, assegurando sua unici- 
dade e fornecendo ainda um método iterativo para a obtenção de valores 
aproximados para o ponto fixo em questão. 


Teorema do Ponto Fixo para Contrações (Método das aproxima- 
ções sucessivas.) Sejam F C R” um subconjunto fechado e f: F > 
F uma contração. Dado qualquer ponto xy E€ F, a seqüência xı = 
f(zo), £2 = f(£1),..., k41 = f(xk),... converge para um ponto a E F, 
que é o único ponto fixo de f. 

Demonstração: De | f(x) — f(y)| < Alx — y| segue-se que |£k+1 — £k| < 
A*|xy — xo). Portanto 


p—1 p-1 
Hip — 2] S Ena — Saul E te lay — zo| < 
i=0 i=0 
Nº 


< 12 À err = zol- 


Como 0 < A < 1, temos dim |Ek+p— vk| = 0, seja qual for p € N. Logo 
—00 


(xx) é uma sequência de Cauchy em R”. Existe portanto a = lim xy e 
a € F porque F é fechado. Como f é contínua, f(a) = dim Epi 0 
t— 00 


ou seja, a é um ponto fixo de f. Se tivermos ainda f(b) = b, com be F 
então |b — a| = | f(b) — f(a)| < Alb — al, logo (1 — A)|b — a| < 0. Como 
1 — à > 0, isto dá b = a. Portanto, o ponto fixo de f é único. 


Exemplo 14. Se tivermos apenas |f(x) — f(y)| < |z — y| para todo 
par de pontos xz £ y em F, o ponto fixo de f: F — F pode não existir. 


1 
Consideremos, por exemplo, f: R — R dada por f(x) = à (2+V1 + 4º). 


j Se” a E 
Tem-se 0 < f'(x) < 1 para todo x € R, pois f'(x) = 5 (1 + ss) à 
Mas f(x) > x para todo z € R, logo f não possui ponto fixo. Um 
exemplo mais simples (cujo domínio não é, entretanto, um subconjunto 
fechado) é o da função g: (0,1) — (0,1), definida por g(x) = «2/2. 
Tem-se 0 < g'(x) < 1 para todo x € (0,1) mas g não possui ponto 


4 


fixo em (0,1). Observe-se, finalmente, que se X C R” é compacto e a 
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aplicação f: X — X cumpre a condição |f(x) — f(y)| < |x — y| para 
todo par de pontos x + y em X então f possui um ponto fixo único em 
X. Com efeito, seja a E€ X o ponto onde a função contínua y: X —> R, 
o(a) = |x— f(x)|, atinge seu mínimo c = |a— f(a)|. Se fosse c £ 0 então 
teríamos a £ f(a), donde |f(a) — f(f(a))| < |a — f(a)| e daí o ponto 
b = f(a) seria tal que |b — f(b)| < c, uma contradição. Logo a = f(a). 
A unicidade é imediata: de f(a) = a e f(b) = b com a Æ b resultaria 
ja — b|=|f(a) — f(b)| < |a — b|, um absurdo. 

Para garantir que uma contração f: X — R” possui um ponto fixo 
a € X, é essencial descobrir um subconjunto F C X tal que f(F) c F 
e F é fechado em R”. O lema abaixo é frequentemente utilizado para 
esse fim. 


Lema. Seja f: X > R” uma A-contração. Se X contém a bola fechada 
Bla;r], tal que |f(a) — a| < (1 — A)r, então f admite um ponto fixo em 
Bla;r). 

Demonstração: Basta provar que f(Bla;r|) C Bl[a;r]. Ora, 


z € Bla;r] = |x -a| < r = |f (x) — a| < |f(x)— Ha)l+ 
+|f(a)—aļ| < Alz -a| + (1 — A)r < àr+ (1 -A)r =r. 


Portanto, x € Ba; r] > f(x) € Bla;r], o que prova o lema. 

O teorema seguinte e seu corolário são versões não-diferenciáveis do 
Teorema da Aplicação Inversa e, ao mesmo tempo, constituem etapas 
cruciais da sua demonstração. A parte mais importante do que eles afir- 
mam é a que assegura ser a imagem f(U) um conjunto aberto. Implícito 
nesta afirmação está um teorema de existência, em cuja prova utilizamos 
o método das aproximações sucessivas. 


Teorema da Perturbação da Identidade. Seja y: U > R” uma 
contração definida no aberto U CR”. A aplicação f: U — R”, dada 
por f(x) = x+ọ(x), é um homeomorfismo de U sobre o conjunto aberto 
f(U) C R”. Além disso, se U = R” tem-se f(U) = R”. 


Demonstração: Para x,y € U quaisquer, temos 


|f) — f) = |z — y + y(x) — ly) > |x — yl — lpí) — o(y)| > 
> |æ — y| — àļx — y| = (1 — A)ļz — yl. 


Daí resulta que f é uma bijeção de U sobre f (U) e que a aplicação inversa 
f~t: f(U) — U cumpre a condição de Lipschitz |f Hw) — f-1(2)| < 
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c|w — z|, com c = 1/(1 — À). Em particular, f é um homeomorfismo 
de U sobre f(U). Para provar que f(U) c R” é aberto, seja be f(U). 
Temos b = f(a) = a + y(a) para um certo a € U. Devemos mostrar 
que b é um ponto interior do conjunto f(U), ou seja, que para todo 
ponto y suficientemente próximo de b, a equação y = f(x) ou, o que 
é o mesmo, y = x + (x), possui uma solução x € U. Dentro do 
esquema de resolver equações por meio de pontos fixos, seja r > 0 tal 
que Bla;r] C U e consideremos a aplicação é = éy: Bla;r) > R”, 
dada por é(x) = y — (x). Então E(x) = x & f(x) = y. Como y é 
constante, é é uma contração. Pelo Lema acima, existe um ponto fixo 
x € Bla;r| para é desde que |é(a) — a| < (1 — A)r. Como é(a) — a = 
y — pla) — a = y — b, vemos que é = y tem um ponto fixo em Bla; rr], 
(ou seja, existe x € Bla;r] tal que f(x) = y) contanto que tomemos 
ly—b| < (1— A)r. Isto significa que, pondo s = (1— A)r, temos B(b; s) C 
F(Bla;r)) C f(U), logo b € int f(U) e, como b € f(U) é arbitrário, o 
conjunto f(U) é aberto. Finalmente, se U = R” então, para todo r > 0 
temos Bla;r] C U donde Blf(a); (1 — A)r] c f(U). Se tomarmos, para 
cada k € N, re = k/(1-— À), veremos então que Blf(a);k] c f(U), 
donde R” = |J Blf(a);k| c f(U), ou seja, f(U) = R”. 
kEN 


Corolário (Perturbação de um isomorfismo.) Sejam U C R” aberto e 
f: U > R” uma aplicação da forma f(x) =T-x-+y(x), onde T: R” — 
R” é uma transformação linear invertível e p: U — R” satisfaz lp(x) — 
o(y)| < Alx—yl, com A-|T-!| < 1. Então f é um homeomorfismo de U 
sobre o conjunto aberto f(U) CR”. Se U = R”, tem-se f(U) = R”. 


Com efeito, neste caso a aplicação y = T7! o y: U — R” cumpre 


o(a) = (gl = Tele) — (ml < ITI o(a) — o(y)] < 
zr ae 


Como |[7-!|.A < 1, vemos que y = TT! o y é uma contração. Sendo 
(T-t o f)(x) = x + y(x), segue-se do teorema acima que T-lo f é 
um homeomorfismo de U sobre o aberto T71 . f(U), donde f e um 
homeomorfismo de U sobre o aberto f(U). Se U = R” então, pelo 
teorema, (To f)(U) = R”, donde f(U) =T.R” =R”, 

Provaremos, a seguir, uma versão do Teorema da Aplicação Inversa 
na qual a aplicação é suposta diferenciável apenas num ponto. Na versão 
clássica, que decorre imediatamente desta, supõe-se que a aplicação seja 
pelo menos de classe C!. Começamos com o 
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Lema (Diferenciabilidade do homeomorfismo inverso.) Seja f: U >V 
um homeomorfismo entre os abertos U,V C R™. Se f é diferenciável 
num ponto a € U e a derivada f'(a): R® — R” é um isomorfismo 
então o homeomorfismo inverso f1: V — U é diferenciável no ponto 
b = f(a). Se f é fortemente diferenciável no ponto a então f7! é 
fortemente diferenciável no ponto b. 


Demonstração: Escrevamos g = f”!. Como o único candidato possível 


para derivada de g no ponto b é f'(a)!, escrevamos 


(*) g(b + w) — g(b) = Fa)". + s(w) 
e procuremos mostrar que lim s(w)/|w| = 0. Ponhamos v = g(b + 


w) — g(b). Então f(a +v) — f(a) = fla(b) + g(b + w) — g(b)] — b = 
flg(b+w))-b=b+w-—b=w. Como f e g são contínuas, w — O se, 
e somente se, v — 0. A diferenciabilidade de f no ponto a fornece 

(**) fla+v)-— f(a) = f'(a) -v +r(v), onde lim im 0. 


v>0 [ul = 


Na igualdade (*), substituimos o primeiro membro por v e, no segundo, 
substituimos w = f(a+v) — f(a) pelo segundo membro de (**). Resulta: 


v=v+ f'(a): r(v) + s(w), 


donde 

-1 T) lo 
= PM, dl, 

lo] tu] 
; MAO) 
Quando w — 0, tem-se também v — 0, como vimos, logo lim Ta. = 
w= v 

Além disso, pelo Teorema 3 (item 1º), o quociente |v|/Jw| = |vl/(|f(a + 
v)— f(a)|) é limitado nas proximidades de v = 0. Como a transformação 


linear f'(a)—! é contínua e se anula na origem, segue-se da expressão 


su) at. TO, el 


ol 


ol lwl 


s(w) 


que lim Tal = 0, donde g = f7! é diferenciável no ponto b = f(a). 
w w 

Quanto à diferenciabilidade forte, se pusermos v = g(b + w) — g(b) e 

u = g(b + z) — g(b) resultará, como acima, que 


s(w) — s(2) = (a)! - [r(u) — r(v)]. 
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Como toda transformação linear é Lipschitziana, a diferenciabilidade 
forte de g no ponto b resulta imediatamente da diferenciabilidade forte 
de f no ponto a, pelos Teoremas 4 e 5. 


Teorema da Aplicação Inversa. Sejam f: U — R”, definida no 
aberto U C R”, fortemente diferenciável no pontoa € U e f'(a): R” — 
R” um isomorfismo. (Equivalentemente: o determinante jacobiano 

ofi 
det Jf(a) = det (2 
morfismo de um aberto V contendo a sobre um aberto W contendo f(a). 
O homeomorfismo inverso f1: W — V é fortemente diferenciável no 
ponto f(a) e sua derivada nesse ponto é |f'(a) 1. Se f € CF (k > 1) 
então V pode ser tomado de modo que f seja um difeomorfismo de V 
sobre W. [Pelo Corolário 4 da Regra da Cadeia, tem-se ainda f7} € OF) 


Demonstração: O trabalho está essencialmente feito. Resta apenas 
juntar as peças. Para simplificar a notação, suporemos a = f(a) = 0, 
o que não restringe a generalidade. Escrevendo f(x) = f'(a)-x +r(ax), 
a diferenciabilidade forte de f assegura, via Teorema 5, que existe uma 
bola aberta V, de centro a, tal que x,y E€ V > |r(x)—r(y)| < A-|x—yl, 
com A-|f'(a)-!| < 1. Portanto, f é, em V, uma perturbação do isomor- 
fismo f'(a). Segue-se que f é um homeomorfismo de V sobre o aberto 
W = f(V) e, pelo Lema acima, a inversa f1: W — V é fortemente 
diferenciável no ponto f(a). No caso particular de f € CF (k > 1), a 
aplicação derivada f’: U — L(R”;R”) é contínua. Como o conjunto 
GL(R”) dos isomorfismos lineares de R” é aberto em L(R™; R”) e 
f'(a) € GL(R”), a bola V de centro a pode ser tomada, se necessário, 
tão pequena que f'(x): R™ — R” seja ainda isomorfismo, para todo 
xz € V. Pelo lema da diferenciabilidade do homeomorfsmo inverso, 
f-t: W > V é diferenciável em todos os pontos de W, logo f é um 
difeomorfismo. 


(a) é diferente de zero.) Então f é um homeo- 


Corolário 1. Uma aplicação f:U — R”, de classe CF no aberto 
U C R”, (onde 1 < k < œ) é um difeomorfismo local se, e somente se, 
para todo x € U, a derivada f'(x): R® — R” é um isomorfismo (isto 


é, det Jf(x) #0). 


Corolário 2 (Perturbação diferenciável da identidade). Seja U CR” 
aberto e convexo. Se p: U — R” é de classe C1, com lp(x)|) <A <1 
para todo x E€ U e À constante, então f: U — R”, definida por f(x) = 
xr+ọ(x), é um difeomorfismo de U sobre sua imagem f(U). Se U = R” 
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então f(U) = R”. 


Com efeito, sendo U convexo, y é uma contração, logo f é um ho- 
meomorfismo de U sobre o aberto f(U), pelo Teorema da Perturbação 
da Identidade. Como f(x) = I+vy'(x) e |p(x)| < 1, segue-se que 
f'(x) é, para todo x € U, uma transformação linear invertível. Portanto 
fi: HU) — U é diferenciável e f é um difeomorfismo. 


Observação: A questão de saber em que condições um difeomorfismo 
local f: U — R” é, na realidade, um difeomorfismo global de U sobre 
f(U), ou seja, quando é que f é injetivo, é um problema topológico. 
A teoria dos chamados “espaços de recobrimento”é muitas vezes útil 
nesse contexto, fornecendo respostas como, por exemplo, a seguinte: 
se U é um aberto limitado, f(U) é simplesmente conexo e, para toda 
sequência de pontos x, — a E€ U, a sequência (f(x,)) não possui 
subsequência convergente para um ponto de f(U), então o difeomorfismo 
local f: U — R” é injetivo, logo é um difeomorfismo de U sobre f(U). 
Veja [10], pág. 122. 


Exemplo 15. Seja f: R? — R”? definida por f(X) = X* onde k é 
um número natural fixo e X¥ é a k-ésima potência da matriz X, de 
n linhas e n colunas. A aplicação f é de classe CW e sua derivada, 
em cada ponto X, e a transformação linear f(X): R? — R”, dada 


por f(X) - a 1. yV. X*-º. Por exemplo, se k = 2, temos 
F(X) V=V.X E X: V. No ponto X = I (matriz identidade), temos 
F(T) -V = k- V, logo a derivada f(1): R”? > R”? é um isomorfismo. 


Pelo Teorema da Aplicação Inversa, existem abertos U, W em R’, 
ambos contendo 1 = f(I), tais que f: U — W é um difeomorfismo CD. 
Isto significa que toda matriz Y suficientemente próxima da identidade 
(Y € W) possui uma raiz k-ésima X (isto é, X? = Y), a qual é única se 
impusermos que ela esteja suficientemente próxima da identidade (Y € 
U). Além disso, X é uma função de classe C% de Y. 


9 Aplicação: o Lema de Morse 
Como ilustração sobre o emprego do Teorema da Aplicação Inversa, 


demonstraremos aqui o Lema de Morse; segundo ele, na vizinhança de 
um ponto crítico não-degenerado de uma função f, é possível tomar 
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um sistema de coordenadas em relação ao qual f se exprime como uma 
forma quadrática com coeficientes constantes: f(y) = Dasjyiyj- 

Um sistema de coordenadas (curvilíneas) de classe CÊ num aberto 
U c R” é um difeomorfismo é: V > U, de classe C*, definido num 
aberto V C R”. As coordenadas de um ponto p € U no sistema é são 
os números y1,...,Yn tais que y = (y,...,yn) E V e Ely) = p. 


Exemplo 16. Seja p = ((x,0) € R?; x > 0}. Em U = R? — p podemos 
introduzir um sistema de coordenadas £: V — U, definido em V = 
(0, +00) x (0,27) por E(r,0) = ret? = (rcos0,rsen6). Se p = (x,y) = 
E(r,0) então r = yx? +y? é a distância de p à origem e 0 mede, em 
radianos, o ângulo de Op com o semi-eixo positivo das abcissas. Os 
números r, 0 são chamados as coordenadas polares de p = (x,y). Mais 
geralmente, se p C R? é qualquer semi-reta fechada partindo da origem, 
tomando um vetor unitário u = (cosa, sena) € p podemos definir um 
sistema de coordenadas polares £: (0, +00) x (a +27) —> U = R? — p 
pela mesma fórmula &(r,0) = re'º. 

Exemplo 17. Outro exemplo bem conhecido é o sistema de coordenadas 
esféricas £: V — Rº, com V = (0, +00) x (0,27) x (0,7) e ¿(r,0, p) = 
(r sen y cos, rsen y sen 0, r cosy). € é um difeomorfismo de V sobre 
U = R? — P, onde P = {(x,0,z) € R3; x > 0) é um semi-plano fechado 
vertical. Se &(7,0,9) = (x,y,z) = p, os números r, 6, p são chamados 
as coordenadas esféricas do ponto p; r é a distância de p à origem, y 
mede, em radianos o ângulo do raio Op com o semi-eixo positivo dos z 
enquanto O é a medida em radianos do ângulo que (x, y,0) faz com o 
semi-eixo positivo dos x. 


» p = (x,y, z) 


(x,y, 0) 


A introdução de novos sistemas de coordenadas em regiões do espaço 
euclidiano tem por finalidade simplificar a descrição de certos conjuntos 
ou funções. Por exemplo, em coordenadas esféricas, a função f(x,y,z) = 
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V2z2 +y2 + 22 se torna f(r,0,9) = r e a esfera x? +y? +22 = c é descrita 
pela equação r = yc. O Lema de Morse diz que na vizinhança de um 
ponto crítico não-degenerado é possível obter um sistema de coordenadas 
que simplifica bastante a forma da função. 


Lema de Morse. Seja a um ponto crítico não-degenerado de uma 
função f: U >R de classe C! (k > 3) num aberto U C R”. Existe um 
sistema de coordenadas E: V — W, de classe C"-2, coma € W CU, 
0€eVes(0)=a, tal que 


FEl) - fla) = X amy 


ij=1 
para todo y = (y1,...,Yn) EV, onde 
É PF 
Qij ==: a). 
hd 2 OT;ÓT; 


Demonstração: Para simplificar a notação, suporemos a = 0 e f(a) = 
0. Seja W uma bola aberta de centro 0, contida em U. Pela fórmula de 
Taylor com resto integral, 


com 


Como vemos, cada a;; é uma função de classe C*-2. definida na bola 
W. Para cada x € W, a matriz A(x) = (a;j(x)) é simétrica, em virtude 
do Teorema de Schwarz. Podemos Aa fiz) = (A(x) dd) para 
todo x € W. Seja Ag = A(O) = E . (0) Dizer que o ponto 
crítico O é não-degenerado significa afirmar que a matriz simétrica Ag 
é invertível. Assim, para cada x € W, podemos escrever A(x) como 
produto de Ao por uma matriz que depende de x em classe C*-2 e que 
para x = 0 é a identidade. Pelo Exemplo 15 acima, podemos tomar o 
raio da bola W tão pequeno que x € W => A(x) = Ao- B(x)2, onde 
B: W > R” é de classe C*-2, Como Ao e A(x) (para todo z e W) são 
simétricas tomando transpostas obtemos: 


A = Ag: B? = (B*)2. Ay, donde B? = AS '(B*)? Ao = (Ag! - B*. Ao)’. 
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(Onde omitimos a variável x, por simplicidade.) Ainda pelo Exemplo 15, 
se o raio de W for suficientemente pequeno, x € W implicará que B(x) 
e Ay 1. B(x)* - Ay estão tão próximas da identidade que, por terem 
quadrados iguais, são elas iguais. Então B = Ag 1. B*. Ao, ou seja, 
Ao: B = B* - Ap e daí A = Ao - B? = B* - Ao: B. Assim: 


x EW > f(x) = (A(x) mm) = (B(<)* - Ao- Blz) mm) = 
= (Ao : B(x) - x, B(x) - x). 


Mostraremos agora que, se o raio da bola W for tomado suficientemente 
pequeno, a aplicação y: W — R”, definida por y(x) = B(x) - x, é um 
difeomorfismo de classe C*-2 sobre sua imagem. Com efeito, para todo 
x € W e todo v € R”, temos q'(x)-v = (a) = Se (a) -x + B(x)-v. 
Para x = 0, vem: v(0):-v = B(0)-v = v, logo y'(0): R > R” 
é a transformação linear identidade. Resulta então do Teorema da 
Aplicação Inversa que, se o raio de W for tomado suficientemente pe- 
queno, obteremos um difeomorfismo y: W > V de classe C*-2, com 
p(z) = B(x)-x, (0) = 0 e f(x) = (Ao - y(x), p(x)) para todo z € W. 
Então € = 7t: V — W é um sistema de coordenadas de classe C*-2 
n 
tal que, para todo ye V, fé(y) = (Ao -y,y) = 2  QijYiYj - 
i j=j 

Corolário. Nas condições do Lema de Morse, existe um sistema de 
coordenadas C: Vo — W, de classe C*-2, coma € W CU, 0€ W, 

C(0) =a e fly) - Fla) = -93 -= y? Hya H tm. 

É suficiente compor o sistema de coordenadas é com a mudança (li- 
near) de coordenadas em R” que torna a forma quadrática © aijyiyj 
uma soma de quadrados, alguns dos quais precedidos do sinal menos. 
(Veja o Exemplo 18 do Capítulo II.) Este fato também decorre do 
Exemplo 29, Capítulo III, segundo o qual, dada a matriz simétrica 
Ao = (aij), existe uma base ortonormal {u1,..., Un} C R” tal que 
Ao: uj = Aju; (j=1,...,n). Como Ag é invertível, A; £ O para 
todo j. Sejam À < 0,..., A; < 0 e A41>0,...,A > 0. Paraj <i 
ponhamos v; = uj/N/—A; e, para j > i escrevamos vj = gil Age 
Então {v1,..., Un} é ainda uma base de R”, valendo (Ao -v;,v;) = 0 
se j Æ k, (Ap dp = —1 se j < ie (Ao: vj, vj} =1sej>i. 
Seja agora T: R” — R” a transformação linear (invertível) tal que 
T -e1 = 01,...,T -en = Yn. Pondo Vo = T7t(V), onde V é o aberto 
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obtido no Lema de Morse, o difeomorfismo Å = €0T:Vo>W cumpre: 


Fey) = FECT - y) (Mo Ty, T - y) = (Ao: Eyju, Dypvk) = 


=> muldo tjv) = -y-a Ha H Ha. 
j,k 


O número à que aparece no Corolário acima chama-se o índice do 
ponto crítico a. Quando i = n, o ponto a é um máximo local para f; se 
i=0, a é um ponto de mínimo local. Para O < à < n, tem-se um ponto 
de sela de índice 1. 

Exemplo 18. Resulta do Corolário acima que, se n = 2, as curvas de 
nível na vizinhança de um ponto crítico não-degenerado de uma função 
f: U — R, definida num aberto do plano, tem uma das formas abaixo: 


À esquerda, temos um ponto de máximo ou de mínimo; à direita um 
ponto de sela. Com efeito, se o ponto é de máximo ou de mínimo local, 
o Lema de Morse nos dá fC(y) — f(a) = +(y? + y2), logo as curvas de 
nível de f próximas de a são imagens pelo difeomorfismo Ç dos círculos 
y? + y2 = constante, logo têm a forma dada pela figura à esquerda. 
A figura à direita, por sua vez, é a imagem por um difeomorfismo das 


curvas de nível da função fC(y) = —y? + y2. 


Os três parágrafos seguintes têm objetivo semelhante ao deste: a 
partir de hipóteses de “regularidade” sobre a derivada, obter sistemas de 
coordenadas convenientes, em relação aos quais a aplicação se exprime 
por meio de fórmulas simples. Um problema análogo ocupa uma posição 
central em Álgebra Linear: dada uma transformação linear T: R” > R”, 
achar uma base de R” segundo a qual a matriz de T seja a mais simples. 
Quando é possível, tenta-se diagonalizar a matriz de T, isto é, obter uma 
base formada por vetores próprios. (No Capítulo III, §10, mostramos 
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que isto pode ser feito quando T é auto-adjunta.) Em geral, o melhor 
que se pode obter é uma base que dê a T uma “matriz de Jordan”. No 
nosso caso, o Lema de Morse, as Formas Locais de Imersões, Submersões 
e o Teorema do Posto (estes três a serem provados adiante) constituem 
os casos mais elementares de formas locais de aplicações diferenciáveis. 
O prosseguimento desses estudos é feito na teoria das singularidades 
de aplicações diferenciáveis, iniciada por Morse, Whitney e Thom, e 
desenvolvida por vários autores em anos recentes. 


10 A forma local das imersões 


Uma imersão do aberto U C R™” no espaço euclidiano R” é uma 
aplicação diferenciável f: U — R” tal que, para cada x € U, a derivada 
f'(x): R” — R” é uma transformação linear injetiva. Evidentemente, 
isto só pode ocorrer quando m < n. 


A aplicação composta de duas imersões é ainda uma imersão. 


Se a derivada f’: U — L(R”;R?) for contínua no ponto a € U, fato 
que equivale a dizer que f é fortemente diferenciável nesse ponto, então 
a condição de f'(a): R™ — R” ser injetiva implica que f é injetiva numa 
vizinhança de a (Teorema 4) e, mais precisamente, f transforma uma 
bola de centro a homeomorficamente sobre sua imagem. 


Exemplo 19. Seja f: R” — R” x R” a aplicação de inclusão, dada por 
f(x) = (2,0). Como f é linear, temos f(x) = f para todo x € R”, logo 
f é uma imersão CW. O principal resultado deste parágrafo mostra que 
toda imersão de classe C* (k > 1) se comporta localmente como esta. 


Exemplo 20. Seja J C R um intervalo aberto. Um caminho diferen- 
ciável f: J — R” é uma imersão se, e somente se, seu vetor-velocidade 
é diferente de zero em cada ponto t € J. Isto significa que a imagem 
f(J) possui, em cada ponto f(t), uma reta tangente, a saber, a reta 
L = {f(t)+ s- f'(t);s € R}. Notemos que uma imersão pode não ser 
injetiva. Então, quando f(t1) = f(to), as duas retas tangentes Lı = 
fti) +R- f'(ti) e Lo = f(to) +R- f'(to) podem (ou não) ser distintas. 
Se considerarmos, entretanto, uma pequena vizinhança V de tı , nenhum 
outro ponto de V terá a mesma imagem que tı (Teorema 3) e assim Lı 
será a única reta tangente no ponto f(t) para o caminho restrito f|V. 
Um exemplo simples e elucidativo de imersão da reta no plano é dado 
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por f:R>R?, f(t) = (t —t,t2). A imagem de f é esboçada na figura 
abaixo. 


Exemplo 21. O caminho g: R — R?, definido por g(t) = (t — sen t, 1 — 
cost), é injetivo, de classe Cºº, mas não é uma imersão de R em R2. 
Sua imagem, uma curva chamada ciclóide, exibe uma infinidade de 
pontos angulares (cúspides), nos quais o vetor-velocidade g'(t) deve 
forçosamente ser igual a zero. 


Deve-se notar, entretanto, que os pontos onde a derivada de uma 
aplicação deixa de ser injetiva nem sempre se denunciam pela forma 
geométrica da imagem. Por exemplo, a imagem do caminho f: R — R?, 
f(t) = (tè, t°), é uma reta. Para t = 0, o vetor-velocidade f'(t) se anula, 
o que não se deve ao aspecto de f(R) mas à maneira como tal conjunto 
está parametrizado por f. 

O teorema seguinte mostra que, se a imersão f: U — R” é sufici- 
entemente suave, é possível introduzir novas coordenadas na vizinhança 
de cada ponto da imagem de modo que f assuma localmente a forma do 
Exemplo 19 acima. 

Forma Local das Imersões. Seja f: U — R"*" definida no aberto 
U C R”, fortemente diferenciável no ponto a € U. Se a derivada 
f'(a): R™® — R é injetiva, existe um homeomorfismo h: Z > VxW, 
de um aberto Z > f(a) em R"*" sobre um aberto V x W > (a,0) em 
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R” x R”, tal que hf(x) = (2,0) para todo x € V eh é fortemente dife- 
renciável no ponto f(a). Caso f € OF (k > 1), é possível restringir V, 
W e Z se necessário, de modo que h seja um difeomorfismo de classe 
or, 

A demonstração faz uso, de modo simples, do Teorema da Aplicação 
Inversa. Pelo menos tão importante quanto ela é a figura abaixo, que 
deve ser bem entendida pois contém o significado do teorema. 


A 
Z Fla) 
> 
f E E 
V xW 
W c R” 
V hof 
—— 
a i (0) | 7º 
V cR” 


Demonstração: Seja E = f'(a). R™ a imagem de f'(a). Existem 
vetores linearmente independentes v1,..., Un E€ R®T”, que geram um 
subespaço vetorial F C R+” tal que R” = E ẹ@ F. Definamos 
g: U x R” > R”+” pondo 


i=l 


onde y = (y1,...,Yn). Então y é fortemente diferenciável no ponto 
(a,0), e 


p'(a, 0): (v, w) = f'(a) -v+ Do bivi, 
i=1 


onde v € R” e w = (61,..., Bn) E R”. Sendo f'(a) injetiva, e R”+” a 
soma direta da imagem de f'(a) com o subespaço gerado por v1,..., Un, 


resulta imediatamente que y'(a,0): R” x R” — R™t” é injetiva e por- 
tanto um isomorfismo. Pelo Teorema da Aplicação Inversa, y aplica 
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homeomorficamente um aberto contendo (a,0) (o qual podemos supor 
da forma V x W, onde W 5 0 em R”) sobre um aberto Z 5 f(a) 
em R"+", Seja h = yt: Z => V x W. Como p(x,0) = f(x) temos 
hf(x) = hy(x,0) = (2,0). Quando f € CF (k > 1) então y também 
é de classe C*. Ainda pelo Teorema da Aplicação Inversa, V e W po- 
dem ser tomados de modo que y|(V x W) seja um difeomorfismo sobre 
Z = (v x W), cujo inverso h é também de classe C*. 


Corolário. Seja f: U — R"*" definida no aberto U C R”, fortemente 
diferenciável no ponto a, com f'(a): R” > R®™" injetiva. Existe um 
aberto V, coma € V C U, que é aplicado homeomorficamente por f 
sobre f(V). O homeomorfismo inverso f 1: f(V) — V é a restrição de 
uma aplicação contínua E: Z — V, definida num aberto Z 3 f(a) em 
ROH e E é fortemente diferenciável no ponto f(a). Se f € CF (k>1) 
então E pode ser tomada de classe C*. 


Basta tomar h: Z > V x W como no teorema acima e definir € = 
toh, onde t: V x W — V é a projeção sobre a primeira coordenada. 
Para todo x € V, tem-se então E(f (x)) = mhf(x) = m(x,0) = x, logo 
Ef) = f. 


Observação: Decorre deste corolário que se f € OF (k > 1) e f'(a) 
é injetiva para algum a € U, então f'(x): R” — R™+” é injetiva para 
todo z num aberto V contendo a em R™. Com efeito, de Ef (x) = z 
para todo x € V, resulta pela Regra da Cadeia que ¿'(f(x)) o f'(x) = 
Id: R” — R”, logo f'(x) é injetiva. Isto também pode ser verificado 
diretamente, como conseqüência dos seguintes fatos: 1°) A aplicação 
derivada f’: U — L(R™; R™+”) é contínua; 2º) O conjunto das trans- 
formações lineares injetivas é aberto em L(R™; R™+”, [Para comprovar 
o segundo fato, note que uma transformação linear T é injetiva se, e 
somente se, sua matriz contém um subdeterminante menor m x m não- 
nulo. O mesmo menor, sendo uma função contínua, será não-nulo numa 
pequena bola de centro T, logo todas as transformações pertencentes a 
essa bola serão injetivas.] 


11 A forma local das submersões 


Uma aplicação diferenciável f: U — R”, definida num aberto U C 
R”, chama-se uma submersão quando, para todo x € U, sua derivada 
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f'(x): R” — R” é uma transformação linear sobrejetiva. Para que isto 
ocorra, é necessário que se tenha m > n. 

Um funcional linear é sobrejetivo ou é nulo. Portanto uma função 
diferenciável f: U — R é uma submersão se, e somente se, df(x) £ 0 
ou, equivalentemente, grad f(x) Æ 0, para todo z € U. 

Segue-se da Regra da Cadeia que a aplicação composta de duas sub- 
mersões é ainda uma submersão. 

Uma “decomposição em soma direta do tipo R®™+” = R"ER" "signi- 
fica que se fez uma partição {1,..., m+n} = IUJ, onde I = (iy,..., im) 
e J = {j1,..., jn} são disjuntos. Dada essa partição, consideramos 
R” C R™+” como o subespaço gerado pelos vetores fe;,,...,€im) € 
R” C R”"*" como o subespaço gerado por fe;,,...,ej, +. Evidentemente, 
todo vetor z € R™+” se escreve, de modo único, como z = x + y onde 
x E€ R” ey €R”. (Substitua por zero cada coordenada de z cujo índice 
pertence a J e obtenha «x; faça o mesmo com J em vez de J e obtenha 
y.) Assim, R"*" é soma direta desses dois subespaços e escrevemos 
R” = R” GR”. Seria bem mais preciso escrever R? e R} para 
indicar os subespaços acima, mas não há perigo em usar a notação mais 
simples, desde que mantenhamos em mente a partição dos índices. Uma 
vez dada a decomposição em soma direta R”+” = R” ER”, escreveremos 
os elementos de R”*”" como pares z = (x,y), x ER”, y€ R”. Por 
exemplo, seja R? = R? © R, onde R? é gerado por {e1, e3} e R por fes). 
Então todo z = (x1,12,%13) E€ R3 será escrito como z = (x,y), onde 
x = (xi,0, z3) e y = (0, £2,0). 

Dada uma transformação linear sobrejetiva T: R”+” — R”, pode-se 
obter uma decomposição em soma direta do tipo R®™+” = R™ ER? tal 
que a restrição T|R”: R” — R” seja um isomorfismo. Basta observar 
que os vetores T-ey,...,T-emn geram R”, portanto é possível selecionar 
dentre eles uma base {T -e;,...,T ez). Seja J = (j1,...,jn) e seja 
I = (i1,...,im) o conjunto dos índices restantes. A partição {1,..., m+ 
n} = I U J fornece a decomposição em soma direta R"“*” = R” GR”. 
A restrição T|R” é um isomorfismo porque transforma uma base numa 
base. Seja (a;;) a matriz n x (m +n) da transformação T em relação às 
bases canônicas. Dizer que T|R” é um isomorfismo equivale a afirmar 
que a submatriz n x n, obtida da anterior selecionando-se as n colunas 
cujos índices pertencem ao conjunto J, tem determinante 0. 


Exemplo 22. Dada uma decomposição em soma direta do tipo R”?*" = 
R” GR”, seja f: R+” — R” a projeção sobre a segunda coordenada, 
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isto é, f(x,y) = y. Como f é linear, temos f'(z) = f para todo z € 
R”, logo f é uma submersão. A matriz jacobiana de f tem como 
linhas os n últimos vetores da base canônica de R™+”., 

Seja f: U — R” definida no aberto U C R”. Seja ainda E C R™ 
um subespaço vetorial. Para todo ponto a € U, podemos indagar se 
f é diferenciável ao longo de E no ponto a. Responder afirmativa- 
mente a esta pergunta significa dizer que existe uma transformação li- 
near dp f(a): E — R”, chamada a derivada de f ao longo de E no ponto 
a, tal que 


veBa-tveU = f(a+v)-— f(a) = def(a) -v+r(v), 


Evidentemente, se f é diferenciável no ponto a, então f é diferenciável 
nesse ponto ao longo de qualquer subespaço E C R”, com dpf(a) = 
f'(a)|E = restrição de f'(a) ao subespaço E. 

Se é dada uma decomposição em soma direta do tipo R” = R” & 
R” e f: U — R é definida num aberto U C R”"*”, a derivada de f no 
ponto a ao longo de R” é indicada por ð; f (a) e a derivada ao longo de R” 
é representada por O» f(a). Estas são as derivadas parciais de f no ponto 
a relativamente à decomposição R"*” = R™ ẹ@ R”. Evidentemente, 
qualquer dessas derivadas parciais pode existir ou não. Quando exis- 
tem, são transformações lineares O f(a): R” > R? e Oof(a): R” > R’. 
Se f: U — R é diferenciável no ponto a então ôı fla) = f(a)|R” 
e dof(a) = f'(a)JR” são meramente as restrições da derivada f'(a) 
aos subespaços que determinam a decomposição. Em particular, para 
qualquer u = (vw) € R” R”, Ffla)-u=f(a)-v+f(a)-w = 
ıı f(a)-v +8 f(a) -w. Sabemos porém que, mesmo no caso da decom- 
posição usual R? = RER, uma função f: R? — R pode ser diferenciável 
ao longo de cada um dos subespaços R sem ser diferenciável em R2. 

O teorema abaixo mostra que o Exemplo 22 é, localmente, o caso 
mais geral de uma submersão. Ele diz que, dada uma submersão f 
de classe C!, é possível tomar novas coordenadas em torno de cada 
ponto do seu domínio de modo que f seja a projeção sobre as n últimas 
coordenadas. Como no caso da forma local das imersões, é importante 
identificar o teorema com a figura que o acompanha. 


Forma Local das Submersões. Seja f: U — R” definida no aberto 
U C R™®* e fortemente diferenciável no pontoa € U. Se f'(a): Rr" — 
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R” é sobrejetiva ou, mais precisamente, se é dada uma decomposição em 
soma direta do tipo R”+® = R™ GR” tal que a = (01,02) e a derivada 
parcial da f(a) = f'(a)| R”: R” — R” é um isomorfismo, então existem 
abertos, V, W, Z, coma € Z C R”™®, ae VCR”, fla)eWc 
R”, e um homeomorfismo h: V x W > Z, fortemente diferenciável no 
ponto (a1, f(a)), tal que fh(x,w) = w para todo (x,w) EV xW. Sef é 
de classe CE em U (k > 1), podemos restringir V, W, Z, se necessário, 
de modo que h seja um difeomorfismo de classe C*. 


U R" 
E(x) = ha(x,c) 
f 
E VxwW 
W 
(x, c) foh:(x,w)»>w q sfa 
(a1,c) 


Demonstração: Seja c = f(a). A aplicação y: U > R” x R”, definida 
por y(x, y) = (x, f(x,y)), é fortemente diferenciável no ponto a, e sua 
derivada y'(a): R?” — R™ x R” é dada por v'(a) -(v,w) = (v, f'(a) - 
(v,w)) = (v, O f(a)-v+ Os f(a)-w). Ora, a transformação linear (a, 8) => 
(a, [Do f(a) *-(8— Oi f(a) -a)) é evidentemente uma inversa para g' (a). 
Logo y'(a) é um isomorfismo. Pelo Teorema da Aplicação Inversa, y 
é um homeomorfismo (com inverso fortemente diferenciável no ponto 
(a1,c) = y(a)) de um aberto contendo a sobre um aberto contendo 
(a1,c), o qual pode ser tomado da forma V x W, com V aberto em R” e 
W aberto em R”. Ponhamos Z =p (VxW)eh=q1.VxWs5zZ. 
Como o homeomorfismo y deixa fixa a primeira coordenada, seu inverso 
h tem a mesma propriedade: h(x, w) = (x, ho(x,w)) para todo (x, w) € 
VxW. Então 


(x,w) E V xW => (x,w) = qh(x,w) = p(x,ho(x,w)) = 
= (x, f(z, ho(x,w))) = (x, fh(x, w)), 
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donde fh(x,w) = w para todo (x,w) EV xW. Quando f € C* então 
p € OF. Ainda pelo Teorema da Aplicação Inversa, V, W e Z podem 
ser tomadas de modo que ọ seja um difeomorfismo de classe C? de Z 
sobre V x W e seu inverso h também é um difeomorfismo de classe C*. 


Corolário 1. Seja f: U — R”, definida no aberto U C RT", forte- 
mente diferenciável no pontoa € U. Se f'(a): Rr” — R” é sobrejetiva, 
existe um aberto Z contendo a em R™+” tal que f|Z é uma aplicação 
aberta. (Ou seja, para todo aberto A C Z, f(A) é aberto em Rº.) 


Corolário 2. Toda submersão de classe C*, (k> 1) é uma aplicação 
aberta. 


Os corolários resultam do teorema em virtude de ser a projeção 
m:V x W — W, na segunda coordenada, uma aplicação aberta. Com 
efeito, temos foh =r: V x W — W. Logo, para todo 4 C Z aberto, 
f(A) = fhh™t(A) = nh™H(A). Como h é contínua, h-1(A) é aberto, 
logo sua projeção rh-!(A), ou seja, f(A), é um conjunto aberto. 


Observação: Na decomposição R"*” = R” & R”, a que se refere o 
teorema acima, seja R” gerado pelos vetores ej, j E J = ji...,jny, 
da base canônica de R"+". A derivada parcial do f(a): R” — R” é um 
à . {ofi , 
isomorfismo se, e somente se, a matriz (Eio TETES jEedJ, 
pa 

obtida da matriz jacobiana de f escolhendo as n colunas cujos índices 
pertencem ao conjunto J, tem determinante +Æ 0. 


Teorema da Aplicação Implícita. Seja f: U — R”, definida no 
aberto U C R™+", fortemente diferenciável no ponto a € U, com f(a) = 
c. Se f'(a): Rr" — R” é sobrejetiva ou, mais precisamente, se R+” = 
R” SR” é uma decomposição em soma direta tal que a = (a1, a2) e a de- 
rivada do f(a): R” — R” é um isomorfismo, então existem abertos V, Z 
(ondea; E V CR”, a€ Z C U) coma seguinte propriedade: para cada 
x E€ V há um único (x) € R” tal que (x, E(x)) € Z e f(x, ,E(x)) = c. 
A aplicação £: V — R” assim definida é fortemente diferenciável no 
ponto a e sua derivada nesse ponto é E (a1) = —[df(a) to [O f(a)). 
Se f € CF (k > 1), então € € OF e sua derivada num ponto x € V 
qualquer é 


E(x) = — [82 f(x, E(a))] "o [or f(x, (x). 
Em resumo (e mais precisamente): f!()NZ é o gráfico da aplicação 
E: V — R”, fortemente diferenciável no ponto ma. Se f € CF então 
Eco. 
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A aplicação é diz-se definida implicitamente pela equação 
fa,y) =. 
Demonstração: Usando a notação do teorema anterior, temos Z = 
h(V xW) e h(x,w) = (x,ho(x,w)) para (x,w) E€ Vx W. Defina £: V > 
R” pondo &(x) = ha(x,c). Então (x,E(x)) = h(x,c) E€ Z para todo 
x € V e f(x, €(x)) = fh(x,c) = c. Reciprocamente, se (x,y) E€ Ze 
f(x,y) = c então (x,y) = hy(x,y) = h(x,c) = (x, ha(x,c)) = (x, &(x)), 
logo y = &(x). Isto mostra que, para cada x € V, existe um único é(x) € 
R” tal que (x,é(x)) € Z e f(x,E(x)) = c. A aplicação £: V > R”, assim 
definida, é dada por (x) = ha(x,c), logo é fortemente diferenciável 
se f o é, e pertence à classe C* se f € CF. Finalmente, derivando a 
igualdade f(x, é(x:)) = c obtemos, pela Regra da Cadeia: Oy f(x, E(x)) + 
do f(x, E(x)) 0 €(x) = 0, donde E(x) = —[do f (x, E(x))] 7" o fôr f(x, E(x))), 
quando f € CF (k>1). Se f é suposta diferenciável apenas no ponto 
a, podemos ainda derivar a identidade f(x,€(x)) = c no ponto x = a1, 
usando a Regra da Cadeia. Observando que (a1, é(a1)) = h(m,c) = a, 


obtemos &'(a1) = —[ô> f (a)]* o [31 f(a)). 


Observação: A afirmação de que um certo conjunto G C R+” é 
o gráfico de uma aplicação £: V — R” pressupõe uma decomposição 
em soma direta R”™” = R™ GR”. Ela significa que G = f(x,y) € 
R™+”: x € V, y = ¿(x)}. Todas as vezes que uma tal afirmação for feita, 
a decomposição R”+” = R” & R” deve estar fixada. 


12 O teorema do posto 


Z 


O posto de uma transformação linear T: R™ — R” é a dimensão da 
sua imagem T - R”, isto é, o número máximo de vetores linearmente 
independentes entre T - e1,...,T - em, ou, equivalentemente, o número 
máximo de colunas linearmente independentes da matriz de T. Prova- 
se em Álgebra Linear que este é também o número máximo de linhas 
linearmente independentes dessa matriz e que o posto de T é igual a r 
se, e somente se, a matriz de T contém um determinante menor r x r 
não-nulo, mas qualquer determinante menor de ordem r + 1 é igual a 
Zero. 

O posto de uma aplicação diferenciável f: U — R” num ponto x € U 
é o posto da sua derivada f'(x): R” — R”. Esse posto, evidentemente, 
não pode ser maior do que m nem maior do que n. Uma imersão f: U — 
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R”, definida num aberto U C R”, tem posto m em todos os pontos 
x € U e uma submersão tem posto n em qualquer ponto. Por isso, 
imersões e submersões são chamadas aplicações de posto máximo. 


Exemplo 23. O posto de uma aplicação diferenciável f: U — R”, em 
geral, varia de ponto para ponto. Quando n = 1, o posto de f é 1 
nos pontos regulares e zero nos pontos críticos de x. Se f: U — R? é 
holomorfa, digamos f = u + iv, então seu posto em cada ponto z € U 
só pode ser igual a 0 ou 2. Com efeito, sua derivada f'(x): R? — R? 
é a multiplicação por um número complexo, logo é igual a zero ou é 
uma transformação linear invertível (se tal número for £ 0). Outra 
maneira de ver isto é olhar para a matriz jacobiana de f. Pela equação 
de Cauchy-Riemann 


du du 
dx Oy 
Jf = 
du du 
dy Ox 
ðu\? ðu? , ; 
logo det Jf = dy + dz) Só se anula quando a matriz Jf for 
y x 
também nula. Finalmente, a aplicação f: R? — R2, dada por f(x,y) = 


2 

(x3,y2), tem matriz jacobina Jf = E a Se x Æ 0 e y Æ 0 então 
Jf(x,y) é invertível e tem posto 2 no ponto (x,y). Nos pontos (x, 0) 
com x Æ 0 e nos pontos (0,7) com y £ 0, o posto de f é 1. Na origem 
(0,0) o posto de f é zero. 

Se f: U > R” é de classe Ct, o posto de f é uma “função semi- 
contínua inferiormente” (com valores inteiros). Isto significa que se f tem 
posto r num ponto x € U então existe uma bola B de centro a (contida 
em U) tal que em todo ponto de B o posto de f é > r. Com efeito, existe 
um determinante menor r x r da matriz J f(x) que é diferente de zero. 
Por continuidade, este mesmo menor é não-nulo em todos os pontos de 
uma bola B de centro x. Nesses pontos, o posto de f é, portanto, pelo 
menos igual a r. 

Antes de demonstrarmos o Teorema do Posto, precisamos registrar 
dois fatos simples. O primeiro deles estende uma noção de convexidade 
introduzida no parágrafo 1 do Capítulo III. 

Dada uma decomposição R"*" = R™ ẹ R”, diremos que um con- 


Z 


junto X C R™®+” é verticalmente convexo quando todo segmento vertical 
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(x,y), (x, y”)], cujas extremidades pertencem a X, está contido em X. 


Por exemplo, se X = V x W onde V C R” é qualquer e W C R” é 
convexo então X é verticalmente convexo. 


Lema 1. Seja U C R®™+™” = R™ OR” um aberto verticalmente convezo. 
Se f: U — R? possui segunda derivada parcial df, a qual é identica- 
mente nula em U, então f é independente da segunda variável, isto é, 
f(z, y1) = f(x, y2) sejam quais forem (x,y) e (£, y2) em U. 
Demonstração: Dados (xz, yı) e (£x, y2) em U, definamos o caminho 
A: [0,1] — R? pondo A(t) = f(x, (1 — t)yı + ty2). Para todo t € [0,1], 
temos A(t) = do f(x, (1 — t)yı + ty2) - (y2 — y1) = 0. Logo À é constante. 
Em particular, A(0) = A(1), ou seja, f(x,y) = f(x, y2). 

O segundo item do nosso registro é um resultado elementar de Álgebra 
Linear, que constitui o 


Lema 2. Seja E C R®™P um subespaço vetorial de dimensão m. Existe 
uma decomposição em soma direta R"*P = R™® $ R? tal que a primeira 
projeção n: RP > R™, n(x,y)= zx, aplica E isomorficamente sobre 
R”. 


R? 
T 
R” 


Demonstração: Seja A uma matriz (m +p) x m cujas colunas formam 
uma base de E. O posto de A é m, logo m de suas linhas, de índices 
i1 <- < tm, são linearmente independentes. Estes índices determinam 
uma projeção m: R”+P — R”, a qual transforma as colunas de A em m 
vetores linearmente independentes, logo aplica E isomorficamente sobre 
R”. 

Teorema do Posto. Seja f: U — R™®+P de classe C* (k > 1) e posto 
constante m em cada ponto do aberto U C RPI". Para cada ponto 
a € U, existem difeomorfismos a, de um aberto em R™ x R” sobre 
uma vizinhança aberta de a, e B, de uma vizinhança aberta de f(a) 
sobre um aberto em R™ x RP, ambos, a e B, de classe CF, tais que 


bo foa: (x,y) => (2,0). 
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bfa: (x,w) A (2,0) 


> 


Vx0=5/(2) 


VxW c R”xR” V x W' C R” xR 


Descrição pictória do Teorema do Posto. Cada uma das fibras da 
vizinhança Z 5 a é transformada por f num único ponto, do mesmo 
modo que cada segmento vertical x x W em V x W é transformado 
por fa no ponto (x,0). O significado da frase, “do mesmo modo” é 
dado pelos difeomorfismos 5 e a. A restriçao f: Z — Z' é equivalente 
a bfa: V xW —V xW. 


Demonstração: Seja E = f'(a) - R™+” C R™+P, Pelo Lema 2, como 
dim E = m, existe uma decomposição em soma direta R”? = R” GR? 
tal que a primeira projeção m: R"*? — R” aplica E isomorficamente 
sobre R”. Então (mo f)(a) = mo f'(a): R+” — R” é sobrejetiva. 
Pela Forma Local das Submersões, existe um difeomorfismo a € C* 
de um aberto Vox W C R” x R” sobre uma vizinhança aberta de a, 
tal que mfa(x,y) = x. Isto significa que falz, y) = (x,A(x,y)), onde 
A: Vo x W — R é de classe C*. Afirmamos que dA = 0. Com efeito, 


a matriz jacobiana de fa tem a forma , onde I é a matriz 


1 0 
A B 
identidade m x m e B = A;/ðA;j. Como o posto de fa (igual ao de f) 
é m, temos B = 0, donde 2A = 0. Como W pode ser tomado convexo, 
segue-se do Lema 1 que A(x,y) não depende de y. Seja a(a1, a2) = a. 
Considerando a injeção i: Vo — Vox W, dada por i(x) = (x, a2), obtemos 
a aplicação de classe C, fai:a > (x,XMx,a2)), que tem derivada 
injetiva no ponto ay e cumpre fai(x) = fa(x,y) para qualquer (x,y) € 
Vo x W. Pela Forma Local das Imersões, existe um difeomorfismo 8 de 
classe C* numa vizinhança aberta de f(a) sobre um aberto em R” x RP, 
tal que Bfai(x) = (2,0). Aqui, x está possivelmente num aberto V C 
Vo, contendo ay. Como fai(x) = fa(x,y), temos Bfa(x,y) = (2,0) 
quaisquer que sejam x E V, yE W. 
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Corolário. Seja f: U — R” de classe C!, com posto constante no 
aberto U C IR”. Então: 

1º) f é localmente injetiva se, e somente se, é uma imersão; 

2º) f é aberta se, e somente se, é uma submersão. 


Para provar o item 1º), observe que se o posto de f fosse p < m 
então, no Teorema do Posto, a aplicação Bfa: (x,y) + (x,0), definida 
no produto V x W dos abertos V CR? e W cR”?, não seria injetiva, 
logo f não seria localmente injetiva. Assim, f localmente injetiva = 
posto de f = m > f é imersão. A recíproca é óbvia. 

Quanto ao item 2º), como toda submersão de classe C! é aberta, 
basta provar que f aberta => posto de f = n. Se p = posto de f fosse 
menor do que n, dado o aberto Z = a(V xW), com Bfa:VxW — R? x 
R”? da forma (x,y) +» (2,0), como no Teorema do Posto, a imagem 
BI(Z) = Bfa(V xW) =V x {0} não seria aberta em R” = R? x Rº7?, 
logo f(Z) C R” não seria um aberto. 

O teorema seguinte serve de auxiliar ao uso do Teorema do Posto, 
mostrando que há sempre regiões onde uma aplicação de classe C! tem 
posto constante. 


Teorema 7. Seja f: U — R” de classe C! no aberto U C R™®. Para 
cada r = 0,1,...,p = minfm,n), seja A, o interior do conjunto dos 
pontos de U nos quais f tem posto r. O conjunto aberto A = Ao U A1 U 
--: U Ap é denso em U. 


Demonstração: Devemos mostrar que, para cada aberto não vazio 
V C U, tem-se V N A # Ø. Como o posto de f só assume um número 
finito de valores (< p), existe um ponto a € V tal que em nenhum outro 
ponto de V o posto de f é maior do que r = posto de f'(a). Podemos 
tomar uma bola aberta B, de centro a, tal que o posto de f em todos 
os pontos de B é > r. Escolhendo B suficientemente pequena, teremos 
B C V e então o posto de f em todos os pontos de B será > r, donde 
exatamente = r. Assim B C Ar, donde VANAD BLA. 


Observação: Em geral, vários dos conjuntos A, do teorema acima são 
vazios. Note que Ap (que é igual a Am sem < n e é igual a A, quando 
m > n) é o conjunto dos pontos x € U nos quais o posto de f'(x) é 
igual a p; tal conjunto é sempre aberto logo, no caso r = p, não é preciso 


tomar o interior. 


Corolário 1. Seja f: U > R de classe C1. Existe um subconjunto 
aberto e denso A CU tal que f tem posto constante em cada componente 
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coneza de A. 


Com efeito, como em A = Ao U AjU---U A, os abertos A, são dois 
a dois disjuntos, cada componente conexa de A está contida em algum 
A, , logo o posto de f é constante nela. 


Corolário 2. Se a aplicação f: U — R”, de classe C! no aberto U C 
R”, é localmente injetiva, então m < n e o conjunto dos pontos x € U 
nos quais f'(x): R” — R” é injetiva é aberto e denso em U. 


Com efeito, considerando a decomposição A = Ao U --- U Ap, dada 
pelo Teorema 7, em cada A, £ Ø f é localmente injetiva com posto 
constante. Pelo Corolário do Teorema do Posto, f|A, é uma imersão. 
Ou seja, Ap £ Ø > r =m. Assim, A = Am, donde m < n e f(x) é 
injetiva para todo x pertencente ao aberto denso A C U. 


Corolário 3. Se a aplicação f: U — R”, de classe C! no aberto U C 

R” é aberta então m > n e o conjunto dos pontos x E U nos quais a 

derivada f'(x): R” — R” é sobrejetiva é aberto e denso em U. 
Demonstração análoga a do corolário anterior. 


Observação: Quando m = 1, dizer que f'(x) é injetiva equivale a 
afirmar que o caminho f: I — R” tem vetor-velocidade £ O no ponto 
x € T. Neste caso, o Corolário 2 não depende do Teorema do Posto: o 
conjunto A = (x € I; f'(x) Æ 0) é sempre aberto. Se não fosse denso em 
I, seu complementar conteria um intervalo não-degenerado J C I. Em 
cada ponto y € J seria f'(y) = 0, logo f seria constante em J, e assim 
perderia sua injetividade local. Analogamente, para n = 1, o Corolário 3 
pode ser demonstrado sem ajuda do Teorema do Posto. neste caso, 
dizer que a função f: U — R tem derivada sobrejetiva no ponto x € U 
significa afirmar que df(x) £ 0. O conjunto A = (x € U;df(x) 0) 
é sempre aberto. Se não fosse denso em U, seu complementar conteria 
uma bola aberta B. Em cada ponto y € B, seria df(y) = 0, logo f seria 
constante portanto f(B) = ponto e f não seria uma aplicação aberta. 


13 Superfícies no espaço euclidiano 
O Teorema da Aplicação Inversa e suas conseqüêncis estabelecidas 


nos parágrafos anteriores encontram naturalmente aplicações na teoria 
das superfícies, da qual faremos aqui um esboço introdutório. 
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Uma parametrização de classe C* de um conjunto V C R” é um ho- 
meomorfismo Y: Vo — V, que é também uma imersão de classe CF, de- 
finida no aberto Yo C R™. Tem-se necessariamente m < n. Quando for 
preciso ser explicito, dir-se-á que y é uma parametrização m-dimensional 
do conjunto V. 

A definição acima, mencionando “imersão”, só faz sentido quando 
k > 1. Às vezes é interessante considerar parametrizações de classe Cº, 
que são apenas homeomorfismos Y: Vo — V, de um aberto G C R” 
sobre um conjunto V C R”. 


Exemplo 24. Uma imersão injetiva py: Vo — R”, mesmo de classe (9, 
pode não ser um homeomorfismo de Vo sobre V = f(Vo). Um exemplo 
disso é o caminho f: (—1, +00) — R?, definido por f(t) = (tè — t, t?). 
Vê-se facilmente que f é uma bijeção do aberto Vo = (—1, +00) C R 
sobre V = f(VWo) C R?, que f € CS e que f'(t) = (3t? — 1,2t) nunca se 
anula. Mas se tomarmos uma sequência decrescente de números reais 
tn, com limty = —1, veremos que lim F(tn) = (0,1) = f(1) sem que 
seja limt, = 1. Portanto f~t: V — W não é contínua e f não é um 
homeomorfismo de Yo sobre V. 


(1 —t,t2) 


Se y: Vo — V é uma parametrização, cada ponto y = (x) € V, 
embora pertença a R”, necessita apenas de m números para ter sua 
posição determinada, a saber, as m coordenadas de x € Wo, chamadas 
os parâmetros que servem para localizar os pontos de V. 

Todo sistema de coordenadas num aberto U C R” é uma parametri- 
zação de U. (Veja 89.) Quando m < n, a imagem V de uma parame- 
trização py: Vo — V, definida em Vọ C R”, é um conjunto com interior 
vazio em R”, em virtude da Forma Local das Imersões. 
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Uma superfície de dimensão m e classe C* em R” é um conjunto 
M C R” que pode ser coberto por uma coleção de abertos U C R”, tais 
que cada V = U N M admite uma parametrização y: Vo — V, de classe 
C*, definida num aberto Vo c R”. Cada 


um desses conjuntos V = U N M é um aberto em M. Para cada pe M, 
diz-se que V é uma vizinhança parametrizada de p. 

Assim, uma superfície de classe C? e dimensão m em R” é um sub- 
conjunto tal que cada um dos seus pontos possui uma vizinhança para- 
metrizada, por uma parametrização de classe C* e dimensão m. 

Quando M C R” é uma superfície de dimensão m, escrevemos às 
vezes M”. Dizemos também que M tem codimensão n—m. Se dim M = 
1, M chama-se uma curva de classe C*. 

Como a restrição de uma parametrização y: Vo > V a um aberto 
Wo C Vo é ainda uma parametrização de W = (Wo), todo ponto p de 
uma superfície M possui vizinhanças parametrizadas arbitrariamente 
pequenas: se y: Vo —> V é uma parametrização de V =UnNM e Bé 
qualquer bola aberta de centro p contida em U então W = BAM é 
parametrizada pela restrição de y a Wo = y MW). 


è 


Exemplo 25. Todo aberto U C R” é uma superfície de dimensão n e 
classe C% em R”, coberta por uma única vizinhança parametrizada U, 
sendo y: U > U a aplicação identidade. Reciprocamente, se M C R” é 
uma superfície de dimensão n e classe Ct então cada vizinhança para- 
metrizada V C M, sendo imagem do aberto Vo C R” pelo difeomorfismo 
q: Vo > V, é um subconjunto aberto de R”, pelo Teorema da Aplicação 
Inversa. O conjunto M, reunião das vizinhanças parametrizadas V, é 
portanto aberto em R”. Assim, as superfícies de classe C! e dimensão 
n em R” são os subconjuntos abertos de R”. [Isto também é verdade 
para classe Cº, e decorre do Teorema da Invariância do Domínio, de 
Brouwer.] 
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Exemplo 26. No outro extremo, M C R” é uma superfície de dimensão 
O se, e somente se, para cada ponto p E€ M existe um aberto U C R” tal 
que UNM admite uma parametrização y: Vo — V, definida num aberto 
Vo C R° = {0}. Assim, Y é um ponto e V = {p}. Portanto, M C R” é 
uma superfície de dimensão 0 se, e somente se, é um conjunto discreto 
(isto é, seus pontos são todos isolados). 


Exemplo 27. Sejam R”+” = R™ & R” uma decomposição em soma 
direta e f: U — R” uma aplicação de classe C*, definida no aberto 
U C R™. O conjunto M = f(x,y) ER"xeU,y = f(x), gráfico 
da aplicação f, é uma superfície de dimensão m e classe C* em R™+”, 
imagem de uma única parametrização y: U > M, (x)= (x, f(x)). A 
respeito deste exemplo, observamos o seguinte: M só será uma superfície 
de classe C*+! se a aplicação f também for de classe C¥t!. Com efeito, 
consideremos a projeção m: R"*" — IR”, Sabemos, desde o Capítulo I, 
que a restrição T|M é um homeomorfismo de M sobre U. Sabemos 
também que 7 € C%. Dado um ponto arbitrário a € U, suponhamos 
que existam uma vizinhança V de y(a) em M e £: Vo > V, uma para- 
metrização de classe C*+1. Então moć = (r|M)0& é um homeomorfismo 
de classe Ct+! de Vo sobre o aberto 7(V) = Wọ C U. Para todo ponto 
xz € Vo, a Regra da Cadeia aplicada à igualdadde py o (m o £) = é dá 
p'(né(x)) o (mo &) (x) = E (x). Como a transformação linear ¿'(x) é 
injetiva, seja qual for x € W, segue-se daí que, para todo x € W, 
(mo £) (x): R” — R” é injetiva e portanto um isomorfismo. Pelo teo- 
rema da diferenciabilidade do homeomorfismo inverso, To E: Vo > Wo é 
um difeomorfismo de classe C*+1. Então y|Wo = Eo(ro6) 1: Wo > V 
é uma parametrização de C*+! de V. Em particular, p é de classe CEt! 
no aberto Wọ com a € Wọ C U. Como a é qualquer ponto de U, ve- 
mos que y: x +» (x, f(x)) é uma aplicação de classe C*+1 em U, logo 
f:U > R” é de classe C*t. Portanto, se tomarmos uma aplicação 
que seja de classe C*, mas não de classe C¥+!, seu gráfico fornecerá um 
exemplo de superfície de classe C} mas não C*t!, Por exemplo, seja 
f:RSR, f(x) = zt’. O gráfico de f é uma curva de classe C! em 
R? mas não é de classe C?. 


Exemplo 28. Ser uma superfície é uma propriedade local, isto é, se 
cada ponto p do conjunto M pertence a um aberto Z C R” tal que 
Zn M é uma superfície de dimensão m e classe C*, então M é uma 
superfície de dimensão m e classe C*. Assim, por exemplo, se para todo 
ponto p E€ M existe um aberto Z C R”, tal que p E€ Ze ZA M éo gráfico 
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de uma aplicação f: Vo — R”, de classe C* num aberto Vo C R”, então 
M é uma superfície de dimensão m e classe C*. Em particular, toda 
hiperfície de classe C} em R"+! é uma superfície de dimensão n e classe 
OF. (Veja 89 do Capítulo III.) 


Exemplo 29. Se Mı CR“ e M2 C R”? são superfícies de classe C* 
e dimensões Mı , M2 respectivamente, o produto cartesiano Mi x Ms C 
Rtn é uma superfície de classe C* e dimensão my +moa: se p:W>V 
ey: Wo — W são respectivamente parametrizações em Mı e Mə então 
p xp: Vo x Wo => V x W, definida por (p x W)(x,y) = (p(x), W(y)) é 
uma parametrização em Mı x Mə. Evidentemente, o produto cartesiano 
de um número finito qualquer de superfícies é ainda uma superfície. 
Em particular, como o círculo S! C R? é uma curva (“superfície” de 
dimensão 1) de classe C%, o toro bidimensional T? = Stx S1 C Rº é uma 
superfície C%. Para todo n, o toro n-dimensional T” = St x...x St C 
R?” é uma superfície C% de dimensão n em R?”. 

Dada uma parametrização p: Vo > V, de classe C* (k > 1), do 
ponto de vista em que nos colocamos até agora não tem sentido indagar 
se o homeomorfismo q”!: V — Vo é uma aplicação diferenciável, já que 
seu domínio não é necessariamente um subconjunto aberto do espaço 
euclidiano. Assim sendo, não podemos simplesmente usar a Regra da 
Cadeia para justificar a validez do teorema seguinte. 


Teorema 9. Sejam M C R” uma superfície de classe C! e dimensão m 
e f: U — R” uma aplicação de classe CĂ (respectivamente diferenciável 
no ponto a € U), definida no aberto U CRP. Se F(U) C V, onde V é a 
imagem de uma parametrização p: Vo > V C M (de classe C!) então 
a aplicação composta y7! o f: U — R” é de classe CF (respectivamente 
diferenciável no ponto a). 


Demonstração: Dado qualquer a € U, seja xo € Vo tal que y(zo) = 
f(a). Pelo Corolário da Forma Local das Imersões, existe W aberto, 
com zo €E W C Vo, tal que y™t: (W) > W é a restrição de uma 
aplicação £: Z — R™, de classe C* no aberto Z, com (W) C Z CR”. 
Como py: Vo — V é homeomorfismo, y(W) é um subconjunto aberto de 
V. Logo existe U; aberto, com a eU C U e f(U1) C (W). Assim, 
para cada x € U1, yTtH(f(x)) = E(f (x)), isto é, py lo f = £o f em U1. 
Como é € C*, isto prova o Teorema. 


Vejamos agora algumas conseqüências do Teorema 9. A primeira é 
a definição do espaço vetorial tangente a uma superfície num dos seus 


[SEC. 13: SUPERFÍCIES NO ESPAÇO EUCLIDIANO 311 


pontos. 

Seja M C R” uma superfície de dimensão m e classe CÊ (k > 1). 
Dado um ponto p E€ M, o espaço vetorial tangente a M no ponto p é o 
subespaço vetorial 1,M C R” que pode ser descrito de duas maneiras: 
A) Tomamos uma parametrização y: Vo > V, de classe C*, de uma 
vizinhança V > p; seja (a) = p. Pomos T,M = y'(a) : R” = imagem 
da transformação linear injetiva (a): R” > R”; 

B) Consideramos todos os caminhos À: (-2,e) > M, com A(O) = p, 
diferenciáveis no ponto 0. Definimos T,M como o conjunto dos vetores- 
velocidade X'(0) desses caminhos. 

A definição A) apresenta 7,M como um subespaço vetorial de di- 
mensão m do espaço R” mas tem o inconveniente de depender de uma 
parametrização y. [Não está claro que, se tomássemos outra parametri- 
zação 1), com Y(b) = p, teríamos y'(b) - R” = v'(a) - R”.| Por outro 
lado, a definição B) não depende da escolha de parametrização mas não 
é evidente que TpM, assim definido, seja um espaço vetorial. Ambos os 
inconvenientes serão sanados se provarmos que A) e B) definem o mesmo 
conjunto. É isto que faremos agora. 


TE 
70 


M 


p 
u(t) 


Em primeiro lugar, todo vetor w € y'(a) - R”, sendo da forma w = 


p'a) v = P, é o vetor-velocidade, no ponto t = 0, do caminho 
à, dado por A(t) = y(a + tv). Reciprocamente, se À: (—£,€) > M 
é um caminho diferenciável no ponto 0, com A(0) = p podemos, sem 
perda de generalidade, supor € > 0 tão pequeno que a imagem de À 
esteja contida na vizinhança V. Então, pelo Teorema 9, o caminho 
u= 7} oà: (-e,e) — R” é diferenciável no ponto 0. Como yo u = À, 
a Regra da Cadeia nos dá AX’ (0) = y' (a) - u'(0), logo A’ (0) € p' (a) - R™. 
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A toda parametrização y: Vo > V, com p = (a) € V, corresponde 
uma base do espaço vetorial T,M, formada pelos vetores 


dy O dy o. 
dE (0) = gla) 015...» (0) = (0) em 


Exemplo 30. Se M C R”+” é o gráfico de uma aplicação f: U — R”, 
seu espaço vetorial tangente T,M, no ponto p = (a, f(a)), é o gráfico 
da derivada f'(a): R” > R”, ou seja TM = {(v, f'(a) -v);v € RP). 
Basta tomar a parametrização natural p: U > M, (x) = (x, f(x)), 
cuja derivada no ponto a é dada por q'(a)-v = (v, f'(a)-v), para ver que 
ToM = v'(a) -R” é o gráfico de f'(a). A mesma observação se aplica a 
uma superfície que é localmente o gráfico de uma aplicação. 

A segunda consequência do Teorema 9 se refere à “mudança de pa- 
rametrizações”. Vamos enunciá-la como o 


Teorema 10. Seja Y: Wo > V C R” uma parametrização m-dimensio- 
nal de classe CF. A fim de que uma aplicação p: Vo > V, de classe OF, 
seja uma parametrização de V é necessário e suficiente que p = bo É, 
onde E: Vo —> Wo é um difeomorfismo C*. [Em particular, p deve 
também ser m-dimensional. | 

Demonstração: A suficiência é óbvia. Quanto à necessidade, se q é 
uma parametrização, pelo Teorema 9 as aplicações £ = y top: Vo > Wo 
eg! =y of: Wo — Vo são ambas de classe C*, logo são difeomor- 
fismos C}, com y = po £. 


(ão) 
|; 
DE 
vo E=uop Wo 


A utilização mais freqüente do Teorema 10 se faz assim: sejam V, 
W vizinhanças parametrizadas numa superfície M. Temos as parame- 
trizações y: Vy —> V e y: Wo —> W. Se VAW Z Ø então cada ponto 
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pE VAW pode ser caracterizado pelos parâmetros 74,...,Ym, coorde- 
nadas do ponto x tal que y(x) = p, ou pelas coordenadas y1,...,Ym do 
ponto y tal que y(y) = p. A mudança de parâmetros x + y define um 
difeomorfismo € =y lop:p MV AW) > 4 (VNnW), Ex)=y. 
Sep=y(a)=w(b)eVNW, temos as bases 


[Elo a) e (Zo. o) 


do espaço vetorial 7T„,M, determinadas pelas parametrizações q: Vo > V 
ey: Wo — W, respectivamente. Vale, evidentemente, uma relação do 


. Op m dy . 

tipo — (a) = J` aij >—(b). Para determinar os coeficientes a;;, basta 
dx i=1 Oyi 

notar que, se &,...,Em são as funções-coordenada de é, a igualdade 


p = yo nos dá, pela Regra da Cadeia, 


dp — dp, dE 
De, O = =— (b) F) el ) 
Tj = Yi Tj 
oti , 
portanto Qij = Sea) E costume indicarem-se também as funções- 
Tj 
coordenada de é por y1, ..-.,Ym em vez de ¿;. Neste caso, a mudança de 


base em T pM correspondente à mudança de parametrização se exprime: 


Ela) = Sa): SE) 


Qualquer que seja a notação empregada, o importante é notar que a 


matriz (;;), de passagem da base (žo) para a base (52 (a), no 


espaço vetorial T,M (onde p = (a) = W(b)) é a matriz jacobiana Jé(a), 
onde £ = y lo. 

A terceira consequência do Teorema 9 é a definição de aplicação 
diferenciável numa superfície. Antes de demonstrá-lo, dizíamos que a 
noção de aplicação diferenciável só tinha sentido quando o domínio era 
um aberto do espaço euclidiano. Agora podemos estender o conceito, de 
modo a abranger aplicações definidas em superfícies. 


314 [CAP. V: APLICAÇÕES DIFERENCIÁVEIS 


Seja M C R” uma superfície de classe C* (k > 1). Uma aplicação 
f: M > R” diz-se diferenciável no ponto p E€ M quando existe uma 
parametrização C*, y:Vo —> V, de uma vizinhança V de p em M, 
tal que f o: Vo — R” (aplicação definida num aberto Vo C R”) é 
diferenciável no ponto a = -!(p). Se tomarmos qualquer outra para- 
metrização C}, Y: Wo — W, de uma vizinhança de p em M, teremos 
f oa diferenciável no ponto W!(p) se, e somente se, fo for dife- 
renciável no ponto y”!(p), pois f o y = (foy)o(y-! 01h) e sabemos 
que 7t oy: Y7 i(V NAW) > q HVNW) é um difeomorfismo de classe 
Ch. 

Analogamente, dada a aplicação f: M — R”, definida numa su- 
perfície de classe C*, dizemos que f é de classe CÌ (0 < i< k) quando, 
para cada ponto p E€ M, existe uma parametrização y: Vo > V C M, 
com p € V, py € OF, tal que f o y: Vp > R” é de classe Cº no 
aberto Vọ C R™. Neste caso, para qualquer outra parametrização 
p: Wo —> W c M, com p E€ W e q € OF tem-se ainda foy: Wo > R" 
de classe CÎ. Mas se for i > k + 1, não tem sentido definir a noção de 
aplicação de classe Cº em M se esta superfície é apenas de classe C e 
não mais. 

Se f: M — R” é diferenciável no ponto p E€ M, sua derivada nesse 
ponto é a transformação linear f(p): TM — R” definida do seguinte 
modo. Tomamos uma parametrização q: Vo > V, com p = p(a). Dado 
um vetor v € T;M, temos v = ọ' (a) - vo para um vetor vo E€ R™. Pomos 
fp) -v= (f 0 p) (a) vo. 

Devemos mostrar que a transformação linear f'(p): TM — R” está 
bem definida, ou seja, que se Yy: Wo — W for outra parametrização, 
com p = Wy(b), e tivermos v = y'(b) - wo para algum, wọ € R”, então 
(fog) (a)- vo = (fo) (b) wo. Com efeito, sabemos, pelo Teorema 10, 
que Y = po Ç, onde Ç: 4 H(VNW) > q 1MV NW) é um difeomorfismo 
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de classe C* entre abertos de R”, com €(b) = a. Temos 
p'(a) vo =v = y (b) - wo = (po O (b) wo = g(a) - Ç'(b) - wo. 
Como v'(a) é injetiva, segue-se que Ç’ (b) - wo = vo. Por conseguinte: 


(f © W) (b) - wo = (F o p o C)'(b) - wo = (F o p) (a) - C'(b) - wo = 
= (f o p) (a) - vo, 


como estávamos querendo. 

Qualquer vetor v € TM é o vetor-velocidade, v = A'(0), de um 
caminho à: (—£,£€) > M, com A(0) = p. Então a imagem f'(p) -v = 
(fo AY (0) é o vetor-velocidade, no ponto 0, do caminho fo A: (—£,£) — 
R”. 

Se N C R” é outra superfície de classe C* e a aplicação f: M > R", 
diferenciável no ponto p € M, é tal que f(M) c N, diremos que f: M > 
N é uma aplicação diferenciável no ponto p. A observação que acabamos 
de fazer sobre f'(b) -v como vetor-velocidade de um caminho mostra que 
se f: M > N é diferenciável no ponto p € M então a derivada f'(p) é 
uma transformação linear de Tp, M em T} N, onde q = f (p). 

Vale a Regra da Cadeia: se f: M — N é diferenciável no ponto p € 
M e g: N > Rº é diferenciável no ponto q = f (p), então go f: M > R° 
é diferenciável no ponto p, com (go fY (p) = g'(q) - F'(p). 

Generalizando a definição dada no Capítulo III, diremos que um 
ponto c € R” é valor regular de uma aplicação diferenciável f: U > R”, 
definida num aberto U C R”, quando, para todo ponto x € U tal que 
f(x) = c, a derivada f'(x): R” — R” for uma transformação linear 
sobrejetiva. 


Considerando as funções-coordenada f1,..., fn: U — R da aplicação 
f, vemos que c € R” é um valor regular de f se, e somente se, em todo 
ponto x € f!(c) os vetores grad fi(x),..., grad fn(x) são linearmente 


independentes. Com efeito, estes vetores são as linhas da matriz jaco- 
biana J f(x) e sua independência linear significa que esta matriz n x m 
tem posto n, ou seja, que a transformação linear f'(x) é sobrejetiva. 
Quando n = 1, esta condição significa que f(x) = c > grad f(x) £0 e 
recaímos na definição de valor regular dada no Capítulo III. Como antes, 
observamos que a presente definição está formulada de tal modo que se 
nenhum x € U cumpre f(x) = c (ou seja, se f!(c) = Ø) então c é valor 
regular de f. 
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Teorema 11. Seja f: U — R"” de classe C! no aberto U CR”. Se 
c € RM é valor regular de f então fTt(c) é uma superfície de classe 
CF e dimensão m em R”. Em cada ponto p € f(c), o espaço tangente 
Tolf” "(c)] é o núcleo da derivada f'(p): R” > R"=™. 


Demonstração: Pelo Teorema da Aplicação Implícita, para cada ponto 
pe fT} (c) existe um aberto Z C R”, contendo p, tal que ZN ftc) é o 
gráfico de uma aplicação de classe C*, definida num aberto de R”. Logo 
cada Z N f-!(c) é uma superfície de dimensão m e classe C*. Segue- 
se que f-!(c) também o é. (Veja Exemplos 27 e 28.) Dado qualquer 
p € fT} (c), como todo vetor v, tangente a f-!(c) no ponto p, é o vetor- 
velocidade de um caminho À contido em f”!(c) [logo f o A = constante), 
temos f(p)-v = (fo A)J(0) = 0. Assim o espaço vetorial tangente 
Tolf” *(c)] está contido no núcleo de f'(p). Como ambos são espaços 
vetoriais de dimensão m, segue-se que eles são iguais. 


Observações: 1. Para o leitor que se interessa por detalhes desta natu- 
reza, chamamos a atenção para o fato de que, na definição de superfície, 
em nenhum lugar se exige a existência de algum ponto. Assim, estri- 
tamente falando, o conjunto vazio é uma superfície de classe C% (e 
dimensão m, para todo m € N). 

2. A imagem inversa, f7t(c), de um valor regular é um subconjunto 
fechado do domínio U de f mas não é necessariamente fechado em R”, 
muito menos conexo: tome, por exemplo, U = R?—{0} e f: U — R dada 
por f(x,y) = xy. Então df (x,y) = ydx + zdy. Para todo (x,y) € U, 
vale df (x,y) # 0, logo todo número real c é valor regular de f. Se c #0 
então f-!(c) é uma hipérbole, subconjunto fechado desconexo de Rĉ, 
enquanto f!(0) é a reunião dos dois eixos menos a origem, conjunto 
que não é fechado em R? e tem quatro componentes conexas. 


Exemplo 31. Uma matriz quadrada X, n x n, chama-se ortogonal 
quando X - X* = I. Como se sabe da Álgebra Linear esta igualdade 
equivale a X*. X = I. Assim, X € R”? é ortogonal se, e somente se, 
X* é o inverso de X. Pela definição do produto de matrizes, X - X* = I 
significa que os vetores-linha de X formam uma base ortonormal de 
R”, enquanto que X*. X = I diz o mesmo sobre os vetores-coluna. 
Como estes são as imagens X - e; dos vetores da base canônica de R” 
pela transformação linear X : R” — R”, vemos que X é ortogonal se, e 
somente se, transforma a base canônica de R” (e portanto qualquer outra 
base ortonormal) numa base ortonormal. O conjunto O(n) C R”? das 
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matrizes ortogonais n x n constitui um grupo em relação à multiplicação 
usual de matrizes, chamado o grupo ortogonal de R”. Mostraremos agora 
que O(n) é uma superfície CS de dimensão n(n — 1)/2 em Rº?. Para 
isto, começamos observando que, para todo X € R’, o produto X - X* 
é uma matriz simétrica e que o conjunto das matrizes simétricas é um 
espaço vetorial, naturalmente identificável a R”(”+1)/2, bastando que se 
desprezem, de cada matriz simétrica X = (x;;), os elementos situados 
abaixo da diagonal principal, tomando como coordenadas de X os x;; 
com 1 < j, isto é, os elementos acima da, ou sobre a, diagonal principal, 
os quais são em número del +2 +--- +n = n(n + 1)/2. 

Seja, então, f: R? — R0) a aplicação de classe CW, defi- 
nida por f(X) = X - X*. Para toda X € R”, a derivada f(X) é a 
transformação linear f(X): R”? — R(M+D/2 dada por F(X) V = 
X.V*+V. X*. Temos O(n) = f-!(1). Mostremos que T é um va- 
lor regular de f. Isto equivale a dizer que, para toda matriz ortogonal 
X e toda matriz simétrica S (ambas n x n), existe uma matriz V, de 
ordem n, tal que X - V* + V - X* = S. Isto realmente ocorre: basta 
tomar V = SX/2. [Como adivinhar V? Pura sorte. Para ter a igual- 
dade acima, a primeira tentativa é supor que cada parcela é igual a S/2. 
Pondo V - X* = $/2 e multiplicando por X obtemos logo V = SX/2.] 
Pelo Teorema 11, resulta que O(n) é uma superfície de classe CN e di- 
mensão n? — n(n + 1)/2 = n(n — 1)/2 em R”. Observemos que O(n) é 
compacta (já sabíamos isto desde o Capítulo I). O espaço vetorial tan- 
gente a O(n) no ponto T, sendo o núcleo de f'(1), é formado pelas ma- 
trizes V tais que V + V* = 0, ou seja, pelas matrizes anti-simétricas, as 
quais, realmente, constituem um espaço vetorial de dimensão n(n — 1)/2. 

Sabemos que toda hiperfície é uma superfície de codimensão 1. A 
recíproca é verdadeira e decorre do 


Teorema 12. Toda superfície de classe C! é localmente o gráfico de 
uma aplicação de classe CF. 


Demonstração: Seja M C R” uma superfície de classe C* e dimensão 
m. Mostraremos que, para todo p € M, existe uma parametrização 
p: V > V, de classe C*, definida num aberto Vọ C R”, com p = 
pla) E V, a qual tem a forma y(x) = (x, f(x)), onde f: Vo > Rº TP é 
uma aplicação de classe C}. Assim, V será o gráfico de f. Começamos 
tomando uma parametrização arbitrária Y: Wo > W C M, com p = 
y(b) E W. Temos T,M = w)'(b)-R”. Pelo Lema que antecede a demons- 


tração do Teorema do Posto, existe uma decomposição em soma direta 
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R” = R” ER” ” tal que a correspondente projeção m: R” —> R”, 
na primeira coordenada, transforma T,M isomorficamente sobre R”. 
Segue-se que a derivada m o W'(b) = (mo YY (b): R” — R” da aplicação 
tow: Wo — R”, de classe C}, é um isomorfismo. Pelo Teorema da 
Aplicação Inversa, existe um aberto Wı C R”, com be Wc Wo, 
tal que (m o y)|W1 é um difeomorfismo C* sobre um aberto Vo C R™. 
Seja V = y(W1). A aplicação p = bo [(7 o W)|Wi] |: Vo > V é uma 
parametrização C*. Além disso, para todo x € Vo, my(x) = x, logo 
p(x) = (x, f(x)), onde f: Vo — R”™™ é de classe C*. 


Corolário 1. MC R”! é uma hiperfície de classe C* se, e somente 
se, é uma superfície de codimensão 1 e classe O". 


Corolário 2. Toda superfície M C R”, de classe C*, é localmente a 
imagem inversa de um valor regular por uma aplicação de classe C*. 
Com efeito, se V C M é o gráfico de uma aplicação f: Vo > RºTM, 
de classe C* no aberto Vo C R”, então V = g1(0), onde g: V xR®7™ — 
n-m é definida por g(x,y) = y — f(x). 
Consideremos as três classes de subconjuntos do espaço euclidiano 
n abaixo descritas: 


Classe A: formada pelos gráficos de aplicações de classe C*, 
f: Vo > RºT”, definidas em abertos Vo C R”; 

Classe B: formada pelas imagens inversas de valores regulares 
de aplicações g: Z — R”7™, de classe C} em abertos 
Z CR”; 

Classe C: formada pelas superfícies de classe C} e dimensão m 
em R”. 

Sabemos que 4 C B C C, que todo elemento de C está localmente 
em B e que cada elemento de B está localmente em 4. Globalmente, 
porém, as três classes são distintas umas das outras. Em primeiro lugar, 
é evidente que B É A, pois A não contém conjuntos compactos (já que o 
gráfico de uma função contínua é sempre homeomorfo ao seu domínio e 
nenhum aberto não vazio Vo C R” é compacto). Também é verdade que 
C £ B mas não é tão evidente assim que haja alguma superfície que não 
pode ser definida como imagem inversa de um valor regular. Um exem- 
plo é dado pelas superfícies não-orientáveis. Para explicar este ponto 
e, principalmente, porque se trata de uma noção indispensável para o 
estudo das integrais de superfícies, abordaremos a seguir o conceito de 
orientabilidade. 
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14 Superfícies orientáveis 


Duas parametrizações y: Vo > V, yY: Wo — W, de classe Ct, 
numa superfície M, dizem-se coerentes quando VN W = Ø ou então 
quando VNW 9 e a matriz jacobiana J(y”!oy)(x) tem determinante 
positivo em todos os pontos x € y MV N W). Como sabemos, esta 
condição significa que p= y(x) = y(y) € V N W, e tem-se, para cada 
ESA, acasos 


de Sa PU ; 
a = Da dy (y), com det (a;j) > 0. 


Com efeito, (aij) é a matriz jacobiana do difeomorfismo 4”! o p no 
ponto q. 

Se VAW £ Ø, o difeomorfismo y op: pHVNW) > dr HV AW) 
tem determinante jacobiano diferente de zero em todos os pontos x € 
pMVNW). Como det J(y !oy)(x) é uma função contínua de x, seu 
sinal é constante em cada componente conexa do aberto y MV NW) c 
R”. Quando esse aberto é conexo, o sinal do determinante jacobiano é 
o mesmo em todos os pontos x. Convém entretanto observar que, em 
geral, p7 t(V N W) pode não ser conexo. 

Um atlas de classe C* numa superfície M é uma coleção A de para- 
metrizações y: Vo — V, de classe C* cujas imagens cobrem M. O atlas 
A diz-se coerente quando quaisquer duas parametrizações y, Y E€ A são 
coerentes. Um atlas coerente de classe C* numa superfície M chama-se 
máximo quando não pode estar contido propriamente em nenhum ou- 
tro atlas coerente de classe CF em M. Todo atlas coerente A de classe 
COF está contido num único atlas coerente máximo de classe C*: basta 
acrescentar-lhe as parametrizações y: Vo > V de classe C* que são 
coerentes com todas as Y% € A. 

Uma superfície M de classe C* diz-se orientável quando existe nela 
pelo menos um atlas coerente de classe C*. Neste caso, existe também 
um atlas coerente máximo, o qual se chama uma orientação de M. Uma 
superfície orientada é uma superfície orientável na qual se fez a escolha 
de uma orientação A. As parametrizações y E€ A chamam-se então 
positivas. Escreve-se y > 0 para significar que ọ pertence a A. 


Exemplo 32. Toda superfície que é a imagem de uma única parametri- 
zação é orientável, pois essa parametrização constitui um atlas coerente. 
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Isto inclui os subconjuntos abertos do espaço euclidiano e os gráficos de 
aplicações C* definidas nesses abertos. 


Exemplo 33. Todo subconjunto aberto U de uma superfície orientável 
M é uma superfície orientável: se A é um atlas coerente, as restrições 
pp I(U NV) das parametrizações y: Vo — V, pertencentes a 4, cons- 
tituem um atlas coerente em U. 

Um difeomorfismo de classe C* de uma superfície M sobre uma su- 
perfície N (ambas de classe C*) é uma bijeção f: M — N, de classe C*, 
cuja inversa ft: N > M é diferenciável (e portanto de classe C*). Pela 
Regra da Cadeia, se f: M — N é um difeomorfismo então, para todo 
p € M, a derivada f(p): TpM > TN, q = f(p), é um isomorfismo 
linear. [A recíproca é falsa: se cada f'(p) é um isomorfismo, o Teorema 
da Aplicação Inversa garante apenas que f seja um difeomorfismo local.] 

Se as superfícies M e N são difeomorfas então uma delas é orientável 
se, e somente se, a outra é. Com efeito, se f: M > N é um difeomor- 
fismo de classe C% então, para toda parametrização y: Vọ > V, de 
classe C*, em N, a composta f o: Vo f(V) é uma parametrização 
CF. As parametrizações do tipo f op constituem um atlas em N e, 
como (fow)lo(fow)=y-to«p, vemos que se y percorre um atlas 
coerente em M, as compostas f o y constituem um atlas coerente em 
N. Portanto, M orientável = N orientável. Usando f7! em vez de f 
obteremos a outra implicação. 

Uma observação simples, porém crucial, para a obtenção de um atlas 
coerente é a seguinte: dada uma parametrização py: Vo — V, de classe 
OF, numa superfície M, existe uma outra parametrização y1: Vi > V, 
também de classe C*, com a mesma imagem V, tal que, para toda 
p: Wọ => W, y e CF, em M, com VAW £g, tem-se det J(yto 
p1)(x) = — det J(y”!op)(z), qualquer que seja p = y1 (x) = (2) € VN 
W. Basta tomar y1 = py 0 É, onde é: Vi — W é qualquer difeomorfismo 
de classe C* com determinante jacobiano negativo em todos os pontos. 
Por exemplo, podemos considerar a reflexão €: R™ — R™, dada por 
E(x1,...,%m) = (—21,%2,...,Xm) € pôr Vı = €1(W). Ao passar de y 
para y1 , diremos que estamos mudando o sinal da parametrização q. 

Como primeira aplicação da possibilidade de “mudar o sinal” de uma 
parametrização sem alterar sua classe de diferenciabilidade nem sua ima- 
gem temos o 


Exemplo 34. Se uma superfície M admite um atlas formado por duas 
parametrizações y: Vo > V, Y: Wo —> W, com VAW conexo, então M 
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é orientável. Com efeito, como y~ !(VNW) é conexo, ou o determinante 
jacobiano de %7! o y é positivo em todos os pontos, e então A = fp, Y} 
é um atlas coerente, ou é negativo em todos os pontos. Neste caso, 
mudando o sinal de y, obtemos uma parametrização y1: Vı — V tal que 
o atlas (y1,1)) é coerente. Em qualquer caso, M é orientável. Usaremos 
agora este fato para mostrar que a esfera S” é uma superfície orientável. 
Comecemos supondo n > 2. Sejam p = en+1 € q = —p respectivamente 
o pólo norte e o pólo sul de S”. Ponhamos V = S”-l(pbeW = 
S”-— {q}. Temos VUW = S”. No parágrafo 8 do Capítulo I, por meio de 
fórmulas explícitas, definimos a projeção estereográficay: V > R” e seu 
homeomorfismo inverso £: R” — V. Vê-se, a partir daquelas fórmulas, 
que y e £ são aplicações de classe C%. Da igualdade p(é(y)) = y, 
válida para todo y € R”, resulta, via Regra da Cadeia, que €'(y): R” — 
Rº+1 é injetiva em todos os pontos, logo £ é uma parametrização C%. 
Definamos a parametrização C: R” — W pondo C(y) = —é(y). Como 
n>2, VAW = S”-— {p,q} é conexo, portanto S” é orientável. Quando 
n = 1, vemos que St — {p,q} não é conexo. Mas as parametrizações 
£: R —> S! — {p} e ¢: R —> S! — {q}, sendo dadas explicitamente por 


2 -I1 -2 1-t 
w= (ra) O 
observamos que Ç(—1/t) = &(t), logo a mudança de parametrização 
CTl o£: R-— {0} > R — {0} tem a expressão (7t o Et) = —1/t. O 
determinante jacobiano de CT! o £ é, neste caso, sua derivada, igual a 
1/t2, portanto positiva para todo t € R — {0}. Assim, o atlas {¢, Ç} é 
coerente e S! é orientável. 

Seja A uma orientação numa superfície M de classe C*. Como A é 
coerente, se Y: Vo > V ev: Wo — W são parametrizações positivas, 
tem-se det J(y-lo p)(x) > 0 para todo z € q MV N W). E como 
A é máximo, se £: Vo — V é uma parametrização de classe C% não 
pertencente a A, deve existir alguma Yy: Wo — W, com pe A, VAW = 
Ø e algum ponto p = (x) € VN W tal que det J(y lo E)(x) < 0. 


Teorema 13. Sejam A um atlas coerente máximo de classe C* na 
superfície M e £: Vo > V uma parametrização de classe CE em V C M, 
não pertencente ao atlas A. Se V é conexo então, para toda parame- 
trização Y: Wo — W, pertencente a A, tem-se det J(y lo Ex) < 0, 
seja qual for x cE MV N W). 
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Demonstração: O conjunto 4, formado pelos pontos p = E(x) € V 
tais que existe uma parametrização Y: Wo — W, pertencente a A, com 
pe We det J(yp lo Ex) < 0 é aberto em V, como também é o 
conjunto B dos pontos p = (x) tais que existe y: Zo > Z, pEA, 
peZe det J(p!o Ex) > 0. Como A é um atlas, todo ponto de 
V está na imagem de alguma parametrização pertencente a 4, logo 
V = AU B. Além disso, se existisse p = E(x) = p(y) E AN B, da 
igualdade py !0E = (p71 o y) o (plo £) obteríamos 


det J(p"! o E)(x) = det J(p"* o y)(y) - det J(W* o E)(a), 


uma igualdade absurda pois o primeiro membro é positivo e, no segundo 
membro, o primeiro fator é positivo porque A é coerente e o segundo 
fator é negativo pela definição do conjunto 4. Portanto V = AU B é 
uma cisão. Mas V é conexo e 4 £ Ø. (É neste ponto que usamos o fato 
de A ser máximo: de é É A segue-se que 4 # Ø conforme a observação 
que precede o Exemplo 34.) Logo B = Ø, o que prova o teorema. 


Corolário 1. Se uma superfície M, de classe C", admite um atlas 
coerente de classe C! então admite também um atlas coerente de classe 
Or; 

Com efeito, dado A, um atlas coerente máximo de classe C! em M, 
seja A; o conjunto das parametrizações y: Vo — V que são de classe 
C*, pertencem ao atlas A e têm imagem V conexa. Como A, C À, 
duas parametrizações quaisquer em A; são coerentes. Além disso, como 
a superfície M é de classe C*, dado qualquer ponto p € M existe uma 
parametrização é: Vo — V, de classe C*, com V conexa e p € V. Se ¿€ 
A então temos é E Ap. Se, porém, € A, pelo teorema acima teremos 
det J(YTt o Ex) < 0 para toda Y: Wọ —> W em A, com V AW Æ Ø, 
e todo z € E M(VNW). Neste caso, mudando o sinal de € obteremos 
uma parametrização &: Vi — V, de classe C*, coerente com todas as 
parametrizações pertencentes a 4, logo & € A pela maximalidade deste 
atlas. Então €& € Ay, o que prova ser A, um atlas. 

O corolário acima esclarece e simplifica a exposição, mostrando que 
a classe de diferenciabilidade não influi no fato de ser a superfície M ori- 
entável. De agora por diante, salvo aviso em contrário, consideraremos 
apenas atlas coerentes de classe Ct. Quando for necessário, podere- 
mos lançar mão de um atlas coerente da mesma classe que a superfície, 
autorizados pelo Corolário 1. 
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Dado um atlas coerente máximo A na superfície orientável M, di- 
remos que uma parametrização é: Vo —> V em M é negativa, e escre- 
veremos é < 0, quando, para toda parametrização p: Wo — W per- 
tencente ao atlas 4, e para todo ponto p = (x) € V N W, tivermos 
det J(y to E)(x) < 0. O teorema acima diz que se V é conexo então 
E < 0 se, e somente se, É É A. 

Duas parametrizações negativas são sempre coerentes: se é: Vo — 
Vecçc:Wo — W são ambas negativas, para todo ponto pe VAW 
tome uma parametrização positiva y cuja imagem contenha p e observe 
que J(ClcêE) = J(C!oy)- J(p- 10 £). Assim, as parametrizações 
negativas constituem um atlas coerente 4*, o qual é máximo, como se 
vê facilmente. A orientação de M definida pelo atlas 4* chama-se a 
orientação oposta de A. 


Corolário 2. Sejam y: V > V, Yp: Wọ > W parametrizações de 
classe C! uma superfície M, com V, W conexaseVNW £ Ø. Seo 
determinane jacobiano de Y7! o y: 971V NW) = 4 MV AW) muda 
de sinal então M não é orientável. 

Com efeito, se M fosse orientável, tomaríamos um atlas coerente 
máximo A, de classe C! em M. A hipótese feita impede py € A. O 
teorema acima também impede que uma dessas parametrizações per- 
tença a A e a outra não. Restaria apenas a possibilidade de y É A e 
y A. Como V e W são conexas, teríamos p < 0 e Y < 0, logo p e% 
seriam coerentes, como observamos acima, mas isto contraria a hipótese 
do corolário. Logo M é não-orientável. 


Observação: O determinante jacobiano de q” toy nunca se anula. Logo 
ele só pode mudar de sinal quando a interseção VM W é desconexa. 


Exemplo 35. Seja M C RÊ o conjunto das matrizes 2 x 3 de posto 
1. Escrevendo cada matriz 2 x 3 sob a forma (v,w), onde v,w € R3 
são suas linhas, M é o conjunto das matrizes (v,w) € RÊ — {0} tais 
que v e w são linearmente dependentes. Temos M = V U W, onde V 
é o conjunto das matrizes de M cuja primeira linha é Æ 0 enquanto as 
matrizes de W têm a segunda linha não nula. Sejam U = R? — {0} e 
Vo = U x R. As aplicações y: Vo > V, Y: Vo > W, definidas por 
plv, t) = (v, tv) e y(v, t) = (tv, v), são parametrizações de classe C% e 
o (VnW) =U x(R-{0}) = y7 t(V AW) tem duas componentes cone- 
xas, a saber, U x (—00,0) eU x (0, +00). A mudança de parametrização 
low: (vt) (tv,1/t), ou seja, (x,y, 2,t) + (te, ty,tz,1/t), tem 
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determinante jacobiano igual a —t, o qual é positivo na primeira com- 
ponente conexa e negativo na segunda. M é portanto uma superfície de 
classe C% e dimensão 4 em RÊ, não-orientável pelo Corolário 2 acima. 


Exemplo 36. Se M e N são superfícies orientáveis, o produto cartesiano 
M x N é também orientável. Com efeito, se 4 e B são atlas coerentes 
em M e N respectivamente, seja Ax B o atlas em M x N formado pelas 
parametrizações y x Y, onde py: Vo —> V pertence a A, Y: Wọ > W 
pertence a B e y x p: Vo x Wo —> V x W é definida por (p x y)(£, y) = 
(y(x), p(y)). Como se vê facilmente, (p2 x Wa) To (py x Y1) = (y3 " 0 
21) x (yz! o 11), donde 


det Ji(pa x ya) To (p1 x Wiley) = 
= det J(pa "o pia) - det J(%7" o dry). 


Isto mostra que A x B é um atlas coerente em M x N. 

Reciprocamente, se M x N é orientável, então M e N são orientáveis. 
Com efeito, seja C um atlas coerente máximo em M x N e consideremos 
a coleção A das parametrizações y em M tais que y x Ç € C, onde 
C: Zo — Z é uma parametrização em N, com imagem Z conexa, a 
qual fixamos de uma vez por todas. Sey:Vo>Veb:Wo > W 
pertencem a A e V AW £g, pondo a = (Y x Ç)Tt o (y7t x ¢), vemos 
que œ = (y7! o p) x id : y7t(V N W) x Zo > 4 HVNW) x Zo, 
logo det Ja(x,y) = det J(Y7! o y)(x). Como o atlas C é coerente, 
temos det Ja@æ, y) > 0 para todo (x,y). Assim det J(yloy)(x) > 0 
para todo x € gTV AW), ou seja, duas parametrizações em Á são coe- 
rentes. Além disso, dado qualquer p E€ M, tomamos uma parametrização 
Y: V > V em M, com p = y(x) € V e V conexo. Se p é A então 
xÇ < 0. Mudando o sinal de y, obtemos uma parametrização y1 : Vi — 
V, com a mesma imagem que y, tal que y1 x Ç E C. Portanto A é um 
atlas e M é orientável. De modo análogo se mostra que N também é 
orientável. 

Resulta da última parte do Exemplo 36 uma outra maneira de ve- 
rificar que, para todo n > 1, a esfera S” é orientável. Com efeito, 
a aplicação h: S” x R — RH — {0}, definida por h(x,t) = e. x, 
é um difeomorfismo do produto cartesiano S” x R sobre um subcon- 
junto aberto do espaço euclidiano R"*!. [O difeomorfismo inverso, 
ht: RH — {0} — S” x R é dado por h-!(z) = (z/|z|, log |z|).] Por- 
tanto o produto cartesiano S” x R é orientável e daí decorre que S” é 
orientável. 
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Talvez a maneira mais popular de se caracterizar uma superfície 
orientável seja por meio de campos de vetores normais. Para superfícies 
de codimensão n — m > 1, a existência de n — m campos contínuos de 
vetores normais linearmente independentes é uma condição suficiente da 
orientabilidade, sendo também necessária em codimensão 1. 

Dada uma superfície M C R”, o espaço vetorial normal a M no 
ponto p é o conjunto T M+ dos vetores w € R” tais que (w, v} = O para 
todo v € Tp,M, ou seja, é o complemento ortogonal do espaço vetorial 
tangente a M no ponto p. Se dim M = m então dim T,M+ =n-m= 
codim.M. Os elementos w € T, M+ são chamados os vetores normais a 
M no ponto p. 

Por exemplo, o espaço vetorial normal à esfera S” no ponto p é o 
conjunto dos vetores w = t- p, t € R. Mais geralmente, se c € R”7™ 
é valor regular da aplicação f: U — R”®”=™, de classe C! no aberto 
U c R”, então a superfície M = f-!(c) tem em cada um dos seus 
pontos p o espaço vetorial normal gerado pelos n— m vetores linearmente 
independentes grad fi(p),...,grad fi-m(p), onde fi,..., fn-m: U > 
são as funções-coordenada de f. No caso da esfera, temos f: R”! > R 
definida por f(x) = (z, x), 9” = fTt(1) e grad f(x) = 2x. Logo o vetor 
2p (e portanto o vetor p) é uma base do espaço vetorial normal a S” no 
ponto p. 

Um campo de vetores normais à superfície M C R” é uma aplicação 
v: M — R” tal que, para todo p € M, v(p) € T,M+. Os adjetivos 
“contínuo”, “diferenciável”, “de classe C*”, etc., aplicados ao campo, 
são propriedades da aplicação v. 


Teorema 14. Se uma superfície M C R”, de dimensão m, admite 
n— m campos contínuos de vetores normais vi,...,Un-m : M > R” 
linearmente independentes em cada ponto p E M, então M é orientável. 


Demonstração: Seja A o conjunto das parametrizações de classe C1, 
v:Vo > V, em M, tais que Vo é conexo e, para todo x € Vo, a matriz 
nxn 


(a) = | FE o)... Ea), vlla) tnla), 


“10x 
cujas colunas são os vetores aí indicados, tem determinante positivo. 
Para cada x € Vo, note que P(x) é invertível pois suas primeiras m 
colunas formam uma base de Ty(a)M e as restantes formam uma base 
do complemento ortogonal desse subespaço de R”. Como (x) depende 
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continuamente de x, seu determinante não muda de sinal no conjunto 
conexo Vo. Se, para uma certa parametrização q: Vo — V (Vo conexo), 
tivermos det P(x) < 0, podemos trocar o sinal de y e obter py € A, 
com a mesma imagem V. Logo A é um atlas de classe C! em M. Para 
mostrar que A é coerente, sejam y: Vo > V, y: Wo — W pertencentes 
a Aep = (z) = ply) € VAW. Sabemos que J(y lop)(x) = (aij) = A 
onde, para cada j = 1,..., mM, 


CP ud= Dos iy, 


Isto significa, em termos de matrizes, que (x) = V(y) - À, com À = 


Ê É , onde T é a matriz identidade de ordem n-m. Como det (x) > 


Oe det Y(y) > O resulta que 0 < det Å= det A= det J(y lop)(x). 
Isto conclui a demonstração. 


Corolário. Se a superfície M C R” pode ser definida como imagem 
inversa de um valor regular de uma aplicação f: U > RTP, de classe 
C? num aberto U C R”, então M é orientável. 


Exemplo 37. Daí resulta, por exemplo, que a superfície de dimensão 
4 em Rº, formada pelas matrizes 2 x 3 de posto 1 (veja Exemplo 35) 
não pode ser definida como imagem inversa de um valor regular de uma 
aplicação f: U — RÊ, de classe Ct num aberto U C RÊ, pois não é 
orientável. Por outro lado, o grupo ortogonal O(n) é uma superfície 
orientável de dimensão n(n — 1)/2 em R”?. (Veja Exemplo 31.) 


Exemplo 38. A existência de r campos contínuos de vetores nor- 
mais linearmente independentes em todos os pontos de uma superfície 
M c R” de codimensão n— m > r não garante que M seja ori- 
entável. Para ver isto, basta tomar M C R” e passar a considerar 
M c R” xR" = R”™. (As r últimas coordenadas de cada ponto 
p € M, considerado como ponto em R"*”, são nulas.) Então os r cam- 
pos constantes en+1,---,€n+r: M — Rº*” são contínuos, linearmente 
independentes e normais a M, que pode perfeitamente ter sido tomada 
não-orientável. 

Quando a codimensão de M é igual a 1, vale a recíproca do teorema 
acima. 
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Teorema 15. Uma hiperfície M C R”! é orientável se, e somente 
se, existe um campo contínuo de vetores normais v: M — R”+!, com 
v(p) £0 para todo pe M. 


Demonstração: O campo de vetores normais não nulos v: M — Rº+H 
em M determina, em cada ponto p € M, uma base {v(p)} do espaço 
vetorial normal T,M +, que é uma reta. Portanto a condição é suficiente, 
pelo Teorema 14. Reciprocamente, se M é orientável, definiremos um 
campo contínuo de vetores normais unitários u: M — R"* do seguinte 
modo. Para cada p € M, existem dois vetores unitários normais a M 
no ponto p. Escolhemos qual deles é u(p) tomando uma parametrização 
positiva y: Vo > V, com p = y(x) € V, e definindo u(p) pela condição 
de que a matriz 


TE o. Eo) utei: 


cujas n + 1 colunas são os vetores aí indicados, tenha determinante 
positivo. Isto não depende da parametrização positiva tomada porque 
se p: Wo — W, com p = y(y) E W é outra delas, então d(x) = V(y)-A, 

+ A 0 
onde 4 = ( 0 1 


x, a qual, como sabemos, cumpre a condição 


e A = (aij) é a matriz jacobiana de 4” 1op no ponto 


Como y e 1) são coerentes, temos det A > 0, ou seja, det A >O. 
Assim det (x) > 0 se, e somente se, det Y(y) > 0. Resta mostrar que 
o campo u é contínuo. Para tal, observamos que (como toda superfície) 
M é localmente a imagem inversa f7!(c) de um valor regular. Logo M 
pode ser coberta por vizinhanças conexas parametrizadas V, em cada 
uma das quais está definido um campo contínuo de vetores unitários 
normais v: V — Rº*1 a saber v(p) = grad f(p)/| grad f(p)|. Dada uma 
parametrização positiva y: Vo > V, ou se tem 


para todo x € VW, ou então esse determinante é negativo em todos 
os pontos de Vo. No primeiro caso, temos v(p) = u(p) para todo 
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p= (x) € V e, no segundo, v(p) = —u(p) para todo p = y(x). Em 
qualquer caso, u é contínuo em V. Como as vizinhanças V cobrem M, 
concluimos que o campo u: M — R"*! é contínuo. 


Observação: Podemos, sempre que seja necessário, supor que o campo 
v é unitário (isto é, |v(p)| = 1 para todo p E€ M) substituindo-o, se for o 
caso, pelo campo w, onde w(p) = v(p)/|v(p)|. 


Exemplo 39. A superfície não-orientável mais conhecida é sem dúvida, 
a faixa de Moebius. Ela pode ser obtida do retângulo [0,27] x (0,1) 
colando-se, para cada t € (0,1) os pontos (0,t) e (27,1 — t). 


(0,1) (27,1) (0,1) (27,0) 
(0,0) (27,0) (0,0) (27,1) 


Podemos também definir a faixa de Moebius como a superfície M C R3, 
obtida pela rotação de um segmento de reta aberto, cujo ponto médio se 
apoia sobre um círculo. Enquanto o ponto médio desliza sobre o círculo, 
o segmento realiza uma rotação de 180º até o final da primeira volta. 
Para parametrizar M, consideremos a aplicação f: (0,1) x R — R? 
de classe Cº, definida por f(s,t) = y(t) + (s — 1/2)ó(t), onde y(t) = 
(cost, sent,0) e ó(t) = cos(t/2) - y(t) + sen(t/2) - e3. A imagem de f 
é a faixa de Moebius M. Para cada intervalo aberto I C R, de com- 
primento < 7, a restrição de f a (0,1) x I é uma parametrização em 
M, logo M é uma superfície de classe Cº em RÌ. Para mostrar que 
M não é orientável, façamos primeiro uma observação mais geral: se 
M C R"+t é uma hiperfície orientável e À: [a,b] > M é um caminho 
fechado em M então, dando qualquer “campo contínuo u: [a,b] > R” 
de vetores unitários normais a M ao longo de A”, deve-se ter necessari- 
amente u(a) = u(b). [A expressão entre aspas significa que a aplicação 
u é contínua e, para cada t € [a,b], o vetor u(t) € R” tem comprimento 
1 e é normal a M no ponto A(t).| Para provar esta afirmação conside- 
remos o campo contínuo v: M — R”, de vetores unitários normais a 
M, o qual existe em virtude do teorema acima. Para cada t € [a,b], 
temos (v(A(t)), u(t)) = +1. Como este produto interno depende conti- 
nuamente de t no conjunto conexo [a,b], ele deve ser constante, igual a 
1 ou a —1 para todo t. Em particular, (v(A(a)), u(a)) = (v(A(b)), u(b)). 
Sendo A(a) = A(b), isto obriga u(a) = u(b), como foi afirmado. Ora, 
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ao longo do caminho fechado q: [0,27] > M, cintura da faixa de Mo- 
ebius, podemos definir o campo contínuo de vetores normais unitários 
u: [0,27] — R$, dado por 


(o) = a t f t t 

ult) = cost: sen 5, —sent-sen 5, cos z |. 
Temos u(27) = —u(0), logo M não é orientável. [Para chegar à fórmula 
explícita das coordenadas de u(t), basta notar que 


u(t) = 5 (1/2,0) x ATO 


é o produto vetorial dos vetores tangentes básicos determinados pela 
parametrização f no ponto f(1/2,t) = q~(t)] 


Exemplo 40. O plano projetivo como superfície de codimensão 2 em 
Rº. Seja f: R? — Rº a aplicação de classe C% definida por f(x,y,z) = 
(x?—y?, zy, xz, yz). Afirmamos que o conjunto P? = f (9°), imagem por 
f da esfera unitária S2 C R, é uma superfície de dimensão 2 e classe 
Cº em Rt. Em primeiro lugar, o leitor pode verificar sem maiores 
dificuldades que, se p,q E€ S2, então f(p) = f(q) se, e somente se, 
q = +p. (Quando q = —p, diz-se que os pontos p e q, pertencentes 
a S2, são antípodas.) Em seguida, mostraremos que, em cada ponto 
p = (x,y,z) € S2, a derivada f'(p): R? — Rt aplica o plano tangente 
Ts C R? injetivamente em R$. Com efeito, a matriz jacobiana de f 
no ponto p é 


2x —2y 0 

x 0 

Jf(x,y,z) = j 0 r 
0 zZz y 


Dois dos determinantes menores 3x3 de J f são 2z(x? +y?) e 2y(z?+y?). 
Logo Jf tem posto 3 exceto quando x = y = 0. Portanto f'(p): R? — 
Rº é injetiva para todo p € S? — {a,—a}, a = (0,0,1). Nos pontos 
+a, a matriz jacobiana mostra que f'(+a) -e1 = tes e f'(+a)- e2 = 
+e4. Como os planos tangentes a S2 nos pontos +a coincidem e têm 
por base {e1, e2}, vemos que dim[f'(+a) - Tra(S?)| = 2. Segue-se que 
dim[f'(p) - To(S2)] = 2 para todo p € S2. Daí resulta que, para cada 
parametrização py: Vo — V, de classe Cº, de um aberto V C S2, a 
aplicação f o y: Vo — Rt é uma imersão CS. Se V não contiver um 
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par de pontos antípodas, fo será injetiva. Afirmamos que, neste caso, 
f o p será um homeomorfismo de W sobre um subconjunto W C P2, 
aberto em P2, Isto é verdade porque a restrição f|S2: S? — P? é uma 
aplicação aberta, fato que passamos a demonstrar: dado um subconjunto 
aberto A C S2, devemos mostrar que f(A) é aberto em P2, ou seja, que 
P? — f(A) é fechado. Pela observação (12.5), 812 do Capítulo I, basta 
mostrar que fI(P2 - f(A)) = S2- fIHA) = S — [A u (—A)] é 
fechado, ou seja, que AU (— 4) é aberto em S2, o que é óbvio pois A 
e-A=(zesS;-z € A} são abertos em 9°. Portanto P? = f(S?) 
é uma superfície bidimensional de classe C% em R^. Pelo fato de e- 
xistir uma aplicação contínua sobrejetiva f: S? — P? tal que f(p) = 
f(g) & q = +p, P? diz-se um modelo do plano projetivo em R$. A 
superfície P? é compacta, por ser uma imagem contínua do compacto 
S2. Por outro lado, P? não é orientável porque contém um conjunto 
aberto homeomorfo a uma faixa de Moebius, a saber, a imagem por 
f da região R = {(z,y,z) E€ S2;y > 0,-1/2 < z < 1/2}. (Observe 
que f é um homeomorfismo no interior de R relativamente a S2 mas 
no bordo ðR, formado por dois arcos de círculo, por causa da relação 
f(p)= f(—p), f realiza uma colagem como a que dá origem à faixa de 
Moebius). 


A noção de superfície orientável também pode ser apresentada a 
partir do conceito de orientação de um espaço vetorial. Em determinados 
contextos, essa abordagem é mais vantajosa. Vamos descrevê-la a seguir. 

Seja E um espaço vetorial (real) de dimensão m > 0. Dadas duas 
bases (ordenadas!) E = {e1,...,€m} € F = {f1,..., fm} em E, existe 
uma única matriz real m x m invertível A = (a;;) tal que 


m 
f; = > Qijei 
i=1 


para todo j = 1,...,m. A chama-se a matriz de passagem da base E 
para a base F. Diremos que as bases € e F são igualmente orientadas 
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quando a matriz de passagem de € para F tiver determinante positivo. 
Escreveremos então € = F. Esta é uma relação de equivalência no 
conjunto das bases de E. Cada classe de equivalência segundo esta 
relação chama-se uma orientação no espaço vetorial E. 

Seja O uma orientação no espaço vetorial E. © é um conjunto 
de bases (ordenadas) de E com as seguintes propriedades. Primeiro, 
duas bases quaisquer em O são igualmente orientadas. Segundo, se € 
pertence a O e F = E então F pertence a O. Assim, a orientação O 
fica determinada por qualquer um dos seus elementos E€: © consiste 
de todas as bases de E igualmente orientadas em relação a E€. Se as 
matrizes de passagem de F para as bases F e G são respectivamente A 
e B então, como se vê facilmente, a matriz de passagem de € para G 
é BA!. Se det. A < 0 e det. B < 0 então det. BA! > 0. Ou seja, 
se F e G não pertencem à orientação O então F = G. Isto mostra que 
a relação = possui duas classes de equivalência. Noutras palavras, o 
espaço vetorial E admite duas orientações. 

Um espaço vetorial orientado é um par (E, O), onde O é uma orienta- 
ção em E. Muitas vezes escreveremos apenas E, deixando subentendida 
a orientação O. Uma vez escolhida O, a outra orientação de E será cha- 
mada a orientação oposta e a indicaremos com —O. No espaço vetorial 
orientado E, as bases pertencentes a O serão chamadas positivas e as 
outras negativas. 

Usando o fato de que o conjunto das matrizes m x m com determi- 
nante positivo é conexo por caminhos (veja o Apêndice ao Capítulo VII), 
podemos dar a seguinte interpretação topológica para a relação E = F. 
Se temos 


m 
i = 5 aga (j = eses mh 
1=1 


tomemos um caminho de matrizes A(t) = (a;(t)), t e [0,1], com 
A(0) = matriz identidade m x m, A(1) = (aij), det.A(t) > 0 


m 
para todo t, e ponhamos h;(t) = > ai;(t)ei (j = 1,...,m). Então 
i=1 
H(t) = {h1 (t),..., hm(t)} é, para cada t € [0,1], uma base de E, positi- 
vamente orientada em relação a E, com H(0) = E e H(1) = F. Assim, 
se duas bases de E são igualmente orientadas, pode-se deformar uma 
delas continuamente até obter a outra, de modo que em cada instante 
t da deformação se tenha uma base de E. A recíproca é evidente. [As 
questões de continuidade no espaço vetorial m-dimensional E se referem 
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a uma norma qualquer que nele tomemos. Não importa qual norma, pois 
todas são equivalentes. Nos casos que consideraremos, E será sempre 
um subespaço de R”.] 

Sejam E, F espaços vetoriais orientados, de mesma dimensão. Um 
isomorfismo T: E — F diz-se positivo quando transforma bases posi- 
tivas de E em bases positivas de F. Para que isto ocorra, basta que 
T transforme uma base positiva de E numa base positiva de F. Diz- 
se também, neste caso, que T preserva orientação. No caso contrário, 
diz-se que T é negativo, ou que T inverte orientação. Evidentemente, 
se T: E > F preserva orientação então T-!: F — E também preserva. 
Além disso, se S: E — F e T: F — G preservam orientação, o mesmo 
se dá com TV. S: E > G. 

O espaço R” será considerado orientado pela exigência de que sua 
base canônica seja positiva. Uma transformação linear T: R” > R” é 
um isomorfismo positivo se, e somente se, det .T > 0. 

Se apenas um dos espaços vetoriais E, F é orientado, a exigência 
de que o isomorfismo T: E — F seja positivo determina univocamente 
uma orientação no outro espaço. 

Seja M uma superfície orientada de dimensão m. Em cada ponto 
x € M definimos uma orientação O, no espaço vetorial tangente Ty M 
declarando que se y: Uo — U é uma parametrização positiva em M, 


com x = y(u) € U então a base [meto sa w) C TyM pertence 


a O, , o que equivale a dizer que o isomorfismo q'(u): R® > (TM, Or) 
preserva orientação. Resulta da definição de atlas coerente que a ori- 
entação O, não depende da parametrização positiva y escolhida para 
definí-la. Em geral, uma base {w1,..., Wm} C TyM é positiva se, e 


m f2) 
somente se, W; = >; aij = (u), x = y(u), onde y > 0e det (aij) > 0. 


Reciprocamente, dada a superfície M, suponhamos que foi escolhi- 
da, para cada x € M, uma orientação O, no espaço vetorial tangente 
T„M. Suponhamos ainda que esta escolha foi feita de tal modo que todo 
ponto de M pertença à imagem de uma parametrização y: Uo > U cuja 
derivada q'(u): R” > (TM, Oz), x = y(u), preserva orientação, para 
todo u € Uo. Evidentemente, se Y: Vo — V é outra parametrização 
em M, tal que y'(v): R” > (TyM, Oy) preserva orientação para todo 
v E€ V%, com y = yv), e UNV Æ Ø então Y7! o p: py HMUNV) > 
y H(UNV) tem determinante jacobiano positivo em todos os pontos do 
seu domínio. Logo, M é uma superfície orientável. 
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Sejam M, N superfícies orientadas de mesma dimensão me f: M > 
N um difeomorfismo local de classe Ct. (Isto significa que M pode ser 
coberta por abertos U, restrita a cada um dos quais f é um difeomor- 
fismo sobre um aberto de N. Pelo Teorema da Aplicação Inversa, po- 
demos dizer, equivalentemente, que a derivada f'(x): TyM —> TrtoyN é, 
em cada ponto x E€ M, um isomorfismo.) 

Dizemos que f preserva orientação (ou é positivo) quando, para cada 
xz € M, o isomorfismo f(x): TM — Ty(r)N preserva a orientação nes- 
ses espaços vetoriais orientados. Dizemos que f inverte orientação (ou 
é negativo) quando, para todo x € M, o isomorfismo linear f(x) inverte 
orientação. Se M é desconexa, é bem possível que um difeomorfismo 
local f: M — N não seja positivo nem negativo, isto é, que preserve a 
orientação em algumas componentes e inverta em outras. Mostraremos, 
a seguir, que isto não pode ocorrer quando M é conexa. 


Teorema 16. Sejam M, N superfícies orientadas de mesma dimensão 
e f: M > N um difeomorfismo local de classe C!. O conjunto dos 
pontos x € M nos quais a derivada f'(x): TeM > TiN é positiva 
(respect. negativa) é um subconjunto aberto de M. 


Demonstração: Dados x € M e y = f(x) € N, sejam y: Uo > U C M 
e p: V —> V C N parametrizações positivas com z eU, yeVe 
f(U) C V. Então f'(x): TM > TN é positivo se, e somente se, o 
determinante jacobiano de (plo f oy) (p7t(x)): R® — R” é positivo. 
Como esse determinante é uma função contínua de x, o teorema fica 
provado. 


Corolário 1. Sejam M, N superfícies orientadas da mesma dimensão. 
Se M é conexa, um difeomorfismo local f: M > N, de classe Ct, é 
positivo ou negativo. 


Corolário 2. Numa superfície conexa orientável, só há duas orientações 
possíveis. 


Com efeito, sejam O e O’ orientações em M. A aplicação identidade 
f: (M,O0) > (M, O” é um difeomorfismo local. Logo, ou f é positivo 
(e então O = O?) ou é negativo (e, neste caso O! = — 0). 


Exemplo 41. A aplicação a: S” —> SP, a(x) = —x, é um difeomor- 
fismo de S”, com a”! = a, chamado a aplicação antípoda. Examinemos 
se a preserva ou inverte a orientação de S”. Dado x € S”, escrevamos 
E, = Tu(S”). Então E, = E-z, já que são complementos ortogonais 
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de z e —x. A orientação de S”, definida pelo campo de vetores normais 
v(x) = «x, em conformidade com o Teorema 15, faz com que uma base 
{w1,..., Wm} C Es seja positiva se, e somente se, det (w1,...,Wm,%) > 
0, onde (w1,...,Wm,Z) é a matriz (m + 1) x (m + 1) cujas colunas estão 
aí indicadas. Segue-se imediatamente que embora os espaços vetoriais 
E, e E, sejam iguais, suas orientações são opostas, isto é, O-z = —O,. 
A derivada a'(x): E, — E, é a multiplicação por —1, logo seu deter- 
minante é igual a (—1)”. Portanto, em relação às orientações O, e O 4 
adotadas nesses espaços, a’ (x) é um isomorfismo positivo se, e somente 
se, m é ímpar. Assim, a aplicação antípoda a: S” — S” preserva a 
orientação de S” quando m é ímpar e a inverte quando m é par. 
Resulta do Exemplo acima uma nova maneira de mostrar que o plano 
projetivo P? não é orientável. Com efeito, suponhamos, por absurdo, 
que P? pudesse ser munido de uma orientação. Então o difeomorfismo 
local f: S? — P2, definido no Exemplo 40, seria positivo ou negativo, 
em virtude do Corolário 1 acima. Ora, considerando o difeomorfismo 
negativo a: 8? — S2, vemos que o composto fo a é positivo se f é 
negativo e vice-versa. Mas foa = f,o que nos leva a uma contradição. 


15 O método dos multiplicadores de Lagrange 


Agora que já temos a noção de superfície de codimensão maior do 
que 1 e conhecemos o Teorema da Aplicação Implícita, podemos estender 
o estudo feito no parágrafo 10 do Capítulo II a funções definidas em 
superfícies descritas por meio de várias equações simultâneas: fi(x) = 
cms fnlx) = cn. Então, em vez de um, teremos n multiplicadores de 
Lagrange. Retornemos às definições básicas. 

Sabemos que uma função f: M — R, definida numa superfície M, 
diz-se diferenciável quando, para toda parametrização py: Vo > V em 
M, a composta fop: Vo — R é uma função diferenciável. Analogamente 
se define função k vezes diferenciável e função de classe C*, conceitos 
que têm sentido quando M é uma superfície de classe C*. Um exemplo 
frequente ocorre quando f é a restrição de uma função f: U > R, 
definida num aberto do espaço euclidiano que contém a superfície M. 
Neste caso, a diferenciabilidade de f implica a de f em virtude da Regra 
da Cadeia, pois fo p = f o para toda parametrização de M. 

Sabemos também que a diferencial de uma função f: M — R no 
ponto p E€ M é o funcional linear df(p): TM — R, que pode ser de- 
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finido assim: dado o vetor v € LM, seja À: (-2,E) > M um caminho 
diferenciável no ponto 0, com A(0) = p e X’ (0) = v. Então df(p) -v = 
(fo A)(0). Em particular, quando f é a restrição a M de uma função 
f: U > R, diferenciável num aberto contendo M e contido no espaço 
euclidiano onde M está situada, vemos que df(p) v = df(p)-v para todo 
v € TM. Ou seja, df(p) é a restrição de df(p) ao subespaço vetorial 
T M. Considerando o vetor gradiente de f, temos ainda df(p) -v = 
(grad f(p), v). 

Um ponto crítico da função f: M — R é um ponto p € M tal que 
df(p) = 0. Quando f = f|M é a restrição de f: U — R, definida 
num aberto do espaço euclidiano que contém M, dizer que pe M é um 
ponto crítico de f significa o mesmo que afirmar que grad f(p) é um 
vetor normal a M no ponto p. 

Entre os pontos críticos de uma função f: M — R acham-se os 
pontos de máximo local e mínimo local de f pois se p € M é um desses 
pontos então, para todo caminho À: (—=,e) — M, diferenciável no ponto 
0, com À(0) = p, a função real fo A: (—£,€) > R tem um máximo ou 
um mínimo local no ponto 0, logo (f o A)(0) = 0. Assim df(p) -v = 0 
para todo ve TM. 


Exemplo 42. Consideremos uma superfície M C R” e um ponto a € 
R”. Suponhamos que exista, entre os pontos de M, um que esteja mais 
próximo de a (ou mais afastado) que os demais. Seja p esse ponto. Então 
a função f: M — R, definida por f(x) = |x — a|? (norma euclidiana), 
tem p como ponto crítico. [Com efeito, se a distância é máxima ou 
mínima, seu quadrado também o é. A vantagem de usar o quadrado 
é que as fórmulas ficam mais simples. Poderíamos também dizer que 
g(x) = |x — a| não é diferenciável no ponto x = a mas esta dificuldade 
seria evitada simplesmente tomando a É M.| Neste caso, f é obviamente 
a restrição a M da função x + |x — al2, de classe C% em todo o espaço 
euclidiano R”. O gradiente desta função num ponto x é 2(x — a). Vemos 
portanto que se p E€ M é o ponto de M mais próximo (ou mais afastado) 
do ponto a, então 2(p — a) é normal a M no ponto p, ou seja, (p— a) L 
T M. 

Suponhamos agora que a superfície M C R™+” seja dada como 
imagem inversa M = q !(c) de um valor regular c = (c1,...,Cn) da 
aplicação y: U — R”, de classe C1, definida no aberto U C RH”, 
Se as funções-coordenada de y são Y1,..., Yn, então a condição de 
c ser valor regular de y significa que, para todo x € M, os veto- 
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res grad p1(x),..., grad Pn(x) são linearmente independentes e portanto 
constituem uma base do espaço vetorial T, M+, normal a M no ponto 
x. Neste caso, dada uma função diferenciável f: U — R, definida no 
mesmo aberto U, o ponto p E€ M é um ponto crítico da restrição fIM 
se, e somente se, o vetor grad f(p) é uma combinação linear dos vetores 
grad y;(p), ou seja, existem números reais A,..., An tais que 


grad f(p) = Ay - grad p1 (p) +--+ Àn - grad yn (p). 


Os números \1,..., An chamam-se multiplicadores de Lagrange. Ob- 
serve que os vetores grad f e grady;, bem como o ponto p, perten- 
cem ao espaço R™®+”, Logo, a equação vetorial acima, juntamente com 
as equações escalares p1(p) = c1,...,Pn(P) = Cn, constituem um sis- 
tema de m + 2n equações com m + 2n incógnitas (a saber: as m +n 
coordenadas de p mais os n multiplicadores À;). A solução completa 
desse sistema fornecerá todos os pontos críticos da restrição fIM, ou, 
como às vezes se diz, os pontos críticos de f sujeitos aos n vínculos 
pi(x) = Co. , Pn(x) = Cn. 

Para registro e posterior referência, enunciemos o 


Teorema dos Multiplicadores de Lagrange. Sejam f: U >R uma 
função diferenciável num aberto U C R®+® e M = pc) uma su- 
perfície contida em U, imagem inversa do valor regular c € R” por uma 
aplicação p: U — R”, de classe C!. Um ponto p € M é ponto crítico da 
restrição fIM se, e somente se, existem n números A,...,An tais que 
grad f(p) = A -gradyi(c) +: --+ An grad pn(c), onde py,...,Pn: U > R 
são as funções-coordenada de p. 


Exemplo. Seja A: R™ — R” uma transformação linear arbitrária. Sua 
adjunta é a transformação linear A*: R” — R”, que associa a cada 
vetor y € R™ o vetor A* -y € R” tal que (A - x,y) = (x, A* - y), seja 
qual for x € R™. Consideremos a função bilinear f: R™ x R” > R 
definida por f(x,y) = (A - x,y) = Lagut; (1 <i<n,1 <j <m), 
e a superfície M = Sl x 91 = y-1(1,1), onde q: R” x R” > R? 
é dada por y(x, y) = (|x|2,|y|2). Vejamos quais são os pontos críticos 
da restrição f|M. Para isto, usaremos o método dos multiplicadores de 
Lagrange. 

Para todo (x,y) € R®” xR”, temos grad f(x,y) = (A*-y, A-x) € R” x 
R”. Por outro lado, temos y = (y1,2), onde gradyi(x,y) = (22,0) 
e grad pa(x,y) = (0,2y). Tomando, por conveniência, A/2 e |/2 como 
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multiplicadores de Lagrange, um ponto p = (x,y) E€ M é um ponto 
crítico de fIM se, e somente se, 


A 
grad f(x,y) = 5 grad pi(x, y) + 5 grad pa(x,y), 


ou seja: (A* - y, A-x)=(À-z,u-y). 

Daí obtemos 4-x = uy A*.y=A-z, e consequentemente 
u = Qquieny)=(A- muy = (x, A* - y) = (z,à- x£} = A Portanto, os 
pontos críticos de f|M são os pontos p = (x,y) € S™71 x Sº-1 tais 
que A-z = A- ye A“-y= A: x para um certo À € R. Note que, 
neste caso, A = f(x,y) e, além disso, z L x = A-z L y. Portanto, se 
chamarmos de E = {z € R”; z L xz} o complemento ortogonal de X em 
R” e F = {w € R”;w L y} o complemento ortogonal de y em R”, a 
transformação linear A aplica E em F. 

Seja então pı = (u1, v1) E€ SNI x Sº-1 o ponto onde a função 
f assume seu valor máximo f(u1, v1) = A em S"-1 x Sº-1. Temos 
A-u=AcveA-v=A-uw. Como f(x, —y) = — f(x,y), vemos 
que A > 0. Se 40 então f não é identicamente nula em M e tem-se 
Ay > 0. 

Em seguida, tomemos E C R” e F C R”, complementos ortogonais 
de uy e vı respectivamente. Sabemos que A-E C F. Podemos então 
considerar a restrição A|E como uma transformação linear A: E > F, 
com dim E = m — 1 e dim F =n- 1. 

Aplicando a esta transformação o mesmo raciocínio usado para 
A: R” — R” e prosseguindo analogamente, chegaremos ao seguinte 
resultado: 

Dada qualquer transformação linear A: R™® — R”, com posto k, 
existem bases ortonormais {u1,..., Um} em R”, {v1,..., Un} em R” e 
números reais positivos À < Às <---< Ak tais que A- ui = Ai vi, 
A* -vi = Au; (= lh) e A- -u;=0, 4*.v=Osei>k. 

Em termos de matrizes, isto significa que, dada qualquer matriz 4, 
com n linhas e m colunas, existem matrizes ortogonais P € R”, QE 


R”? tais que a matriz PAQ = A tem a forma A = (o o onde 


0 0 
D = diag(M,..., Ax) é uma matriz diagonal com À, >--- > Ap > 0. 
Observação: Os números AZ...., Ba são os valores próprios não-nulos 


de transformação linear simétrica A*A: R” — R” (ou, equivalente- 
mente, de AA* : R” > R”). 
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Exercícios 


$1. 


Lol; 


1.2. 


1.3. 


1.4. 


1.5. 


1.6. 


1.7. 


1.8. 


1:9; 


1.10. 


Sejama>1leceR. Se f: U — R”, definida no aberto U C R”, cumpre a 
condição |f (x) — f(y)| < cla — y|“ para quaisquer x,y E€ U então f é constante 
em cada componente de U. 


Sejam U C R” aberto e f,g: U — R” diferenciáveis no ponto a € U, com 
f(a) = g(a). A fim de que f'(a) = g'(a), é necessário e suficiente que 
un Pato- gato) o 

v>0 E 

Sejam V CU CR” abertos e ô > 0 tais que x € V, |h<ó=>ztheuU. Seja 
B = B(0;6). Se f: U — R” é diferenciável então y: V x B > R”, definida 
por p(x, h) = f(x +h), é diferenciável, sendo y'(zo, ho): R™ x R™ — R” dada 
por (zo, ho) : (u,v) = f’ (xo + ho): (u + v). 
Seja U C R” aberto. A fim de que uma aplicação f: U — R” seja diferenciável 
no ponto a € U é necessário e suficiente que exista, para cada h € R” com 
a+h € U, uma transformação linear A(h): R” — R” tal que f(a+h)— f(a) = 
A(h) -h e h> A(h) seja contínua no ponto h = 0. 


Dado U C R” aberto, seja f: U — R” diferenciável no ponto a € U. Prove 
que se lim vg = v em R” e lim tp = 0 em R então 

t = 
lim Fa + kUk) f(a) = f'(a) v. 
k—oo tk 
Seja f: U — R” diferenciável no aberto U C R”. Se, para algum b € R”, o 
conjunto f”!(b) possui um ponto de acumulação a € U então f'(a): R® —R” 
não é injetiva. 


Dada f: S” — R”, defina a extensão radial de f como a aplicação F: RL — 
R” tal que F(0) = 0 e F(x) = |z|- f (E) se x £ 0. Mostre que F é 
z 
diferenciável na origem 0 € R™*! se, e somente se, f é (a restrição de uma 
aplicação) linear. 
Seja U C R” aberto. Uma aplicação A: U — L(R";R?) é diferenciável 
no ponto a € U se, e somente se, para cada vetor w € R”, a aplicação 
Pw: U — R?, definida por pu(z) = A(x) - w, é diferenciável no ponto a. 
No caso afirmativo, tem-se pu (a) -v = (A'(a) -v) - w. 


Dada f: R” — R?, enuncie e demonstre um teorema que traduza a igualdade 


of of 
É => d — d 
f (2,4) = g 2 t gy Y 
Seja f: U — R? duas vezes diferenciável no aberto U C R” x R”. Defina as 
2 2 
derivadas mistas of A of e estabeleça a relação que existe entre elas. 
ðxðy’ dyda 


. Seja f: R™ — R” diferenciável, com f (0) = 0. Se a transformação linear f'(0) 


não tem valor próprio 1 então existe uma vizinhança V de O em R” tal que 
f(x) £ x para todo x € V — {0}. 
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1.12. 


3.1. 


3.2. 


3.3. 


3.4. 


3.5. 


3.6. 


3.7. 


[CAP. V: APLICAÇÕES DIFERENCIÁVEIS 


Seja f: U — R” duas vezes diferenciável no ponto a € U, U aberto em R”. 
Se lim tk = 0 em R e lim vk = v, lim wp = w em R” então 


fa) v- w= 
= jim ttk + ww) — Fa eua) Ha + trw) + Fa) 
k—o00 k 


Em particular, f” (a) v-w = lim z [f(a+t(v+w))— fla+tv)—f(a+tw)+f(a)]. 


Conclua daí uma nova demonstração do Teorema de Schwarz. 


. Sejam U C R” um aberto simplesmente conexo e A: U > L(R™; R”) uma 


aplicação diferenciável. A fim de que exista f: U — R” duas vezes diferen- 
ciável, tal que f'(x) = A(x) para todo x € U, é necessário e suficiente que 
[A' (x) - v] -w = [A (x) - w] -v para v, w € R” quaisquer. 


Sejam f: U — R” Lipschitziana no aberto U C R”, com a € U, e g: V —> R? 
diferenciável no aberto V C R”, com f(U) C V e b= f(a). Se g'(b) = 0 então 
go f: U — R? é diferenciável no ponto a, com (go f)'(a) = 0. 


Seja f: U — R” Lipschitziana no aberto U C R™. Dado a € U, suponha que, 
3 3 a (o) : 
para todo v € R”, exista a derivada direcional OF ra) e dependa linearmente 
v 


de v. Prove que, para todo caminho g: (—£,£) > U, com g(0) = a, diferen- 
ciável no ponto t = 0, existe o vetor-velocidade (f o 9)'(0). Conclua que f é 
diferenciável no ponto a. 


Seja U C R” um aberto como no segundo exercício do 83, Capítulo II. Defina 
aplicação positivamente homogênea f: U — R”, de grau k. Prove que a relação 
de Euler f(x) x = k- f(x) é necessária e suficiente para que uma aplicação 
diferenciável f: U — R” seja positivamente homogênea de grau k. Enuncie e 
prove também uma versão do 11º exercício do 88, Capítulo II, para aplicações 
homogêneas com valores em R”. 


Sejam f: U — R” e g: V — R” diferenciáveis nos abertos U CR” e V CR”, 
com g(f(x)) = « para todo x € U. Se y = f(x), prove que as transformações 
lineares f'(x): R™ — R” e g'(y): R” — R™ têm o mesmo posto. 

Sejam f: U — R” diferenciável no aberto U CR” e y: R™ > R de classe Cl, 
com ọ(f(x)) = O para todo x € U. Dado a EU, se grad y(b) # 0, b= f(a), 
então det . f'(a) = 0. 


Seja f: U — R” diferenciável no aberto U C R™. Se |f (x)| é constante quando 
x varia em U então o determinante jacobiano de f é identicamente nulo. 


Enuncie precisamente e demonstre as afirmações abaixo, encontradas num livro 
de Cálculo: 


a) “Substituindo as coordenadas cartesianas x, y pelas coordenadas polares 
r, 0, com x = r cosl e y = rsen 0, na função w = f(x,y) tem-se 
ðw of of 1 ðw of of 


= cos 0 4 sen6 e 


Or dr Oy r 00 Jd 


tt 
sen 0 4 cos 0. 
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3.8. 


3.9. 


3.10. 


3.11. 


3.12. 


3.13. 


3.14. 


3.15. 


b) “Sejam w = w(u,v), u = u(z,y,z) e v = v(z,y,z) funções diferen- 
ciáveis. Considerando-se w como função de x, y, z, seu gradiente em 
cada ponto (xo, yo, zo) está no mesmo plano que os gradientes de u e v 
neste ponto.” 


Sejam U = (0, +00) x (0,27) x R e V = R? menos o semi-plano y = 0, æ > 0. 
Mostre que q: U — V, definida por y(r,0,2) = (r - cos0,r - sen0,z) é um 
difeomorfismo CX. (Se q = y(r,0,z), os números r, O e z são chamados as 
“coordenadas cilíndricas ” de q.) Dada f: V — R diferenciável, explique o sig- 
nificado e demonstre a seguinte fórmula para o gradiente de f em coordenadas 
cilíndricas: 


of. (10f of 
grad f or Ty 00 dz “O 


onde ur, ug e uz são os vetores unitários tangentes às curvas r, 0 e z em V. 


a) Sejam U CR”, VCR" abertos e f: U — R”, g: V — R diferenciáveis, 
com f(U) C V. Para todo x € U, ponto y = f(x) tem-se 


grad(g o f)(x) = [f (x)]" - grad g(y). 


b) Interprete a igualdade grad, z = 5) = - grad, yi, escrita na notação 


clássica, e identifique-a com o resultado anent 

Sejam U CR” aberto e A: U — L(R”; R”) diferenciável. Defina g: U x R” — 
R” pondo g(x, v) = A(x) -v. Prove que g é diferenciável e que g'(x, y): R” x 
R” — R’ é dada por g'(x, v): (h,k) = (A' (x) - h) -v + A(x); k. 


Seja f: U — R” — {0} diferenciável no aberto conexo U C R”. A fim de que 
seja |f (x)| = constante, é necessário e suficiente que f'(x)-h seja perpendicular 
a f(x), para todo x € U e todo h € R”. 


Enuncie precisamente e demonstre a seguinte fórmula para a derivada da com- 
posta de duas aplicações em abertos do espaço euclidiano, com y = f(x): 


(go (x) = g"): FEF + 99) Fa). 


Sejam f,g,h: U — R” diferenciáveis no aberto U C R™ contendo a origem, 
com f(0) = g(0) =0. Se ho f = goh e h'(0): R” — R” for um isomorfismo, 
prove que f’(0) e g'(h(0)) possuem os mesmos valores próprios. 


Seja f: U — R” diferenciável no aberto U C R”, com f(x) O para todo 
TEU. 

a) Defina y: U — R pondo y(x) = 1/|f(x)| (norma euclidiana). Para todo 
x € U e todo v € R”, determine q'(x)- v. 

b) Seja g: U — Rº diferenciável. Defina £: U — R" pondo E(x) = g(x)/| f (x)|. 
Calcule ¿'(x) -v para todo x € U e todo v € R™. 

Sejam U C R” e V C R” abertos, f: U — R” uma aplicação à vezes dife- 
renciável no ponto x € U, com f(U) C V, eg: V — R? uma aplicação i 
vezes diferenciável no ponto y = f(x). Para cada partição i = i1 +- + ik 
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3.16. 


85. 


5.1. 


5.2. 


5.3. 


5.4. 


5.5. 
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(de i como soma de números naturais) existe um inteiro n(i1,...,ik) tal que a 
i-ésima derivada da aplicação composta go f: U — R? tem a expressão 


i 


(go nº = Doni, o Ss ip)g™® of- (g9, = Ss fl). 


k=1 


Sejam f,g: V — R” diferenciáveis no aberto V C R”, ô um número real 
positivo e X C V. Escreva “|f — gi < ô em X”para significar que | f(x) — 
g(x)) < ô elf (x) — g'(x)| < 6 para todo x € X. Prove que se y: U > V é 
de classe C! no aberto U C R* então, dados K C U compacto em > 0, existe 
ô > 0 tal que |f — gh < ô em y(K) implica |f oY — gopylhi < em K. 


Dado o aberto conexo U C R”, defina a distância geodésica dy (x,y) entre os 
pontos x,y E€ U como o ínfimo dos comprimentos dos caminhos (contínuos) 
e retificáveis contidos em U, que começam em x e terminam em y. Mostre 
que, sem perda de generalidade, na definição de du(x,y) basta considerar 
caminhos poligonais. Mostre que se f: U — R” é diferenciável e |f| < M 
para todo x € U então |f(y) — f(x) < M - du(x,y) para quaisquer x,y € U. 
Se U é convexo e V C R” é um aberto conexo contendo f(U), mostre que 
x,y E€ U > dy(f(x), f(y)) < M - |x — y| desde que |f'(x)| < M para todo 
reU. 


Seja f: U — R” de classe C! num aberto convexo U C R”, com 0 € U e f(0) = 
0. Se |f (x)| < |x| para todo x € U então |f (x)| < à lep seja qual for x € U. 
of 

ðuðv (2) 


I 
para x E€ U, u,v E€ R™ quaisquer implica ainda |f(x)| < 3 |x|?. Generalize. 


Conclua que se f(0) = 0 e f(0) = 0, com f € C°, então 


< [ul [v] 


Sejam U C R” aberto, [a,b] CU, f: U — R” contínua em [a, b] e diferenciável 
em (a,b). Para cada y € R” existe cy € (a,b) tal que (f(b) — f(a), y) = 
(F (cy): (b— a), y). 

Seja U C R” convexo. Dada f: U — R” diferenciável, considere as seguintes 
afirmações: 

a) |f (x)| < c para todo z € U; 

b) |f(æ) — f(u)| < cle — yl para quaisquer 2, € U; 

c) f é uniformemente contínua: 

d) Para todo xo € U, existe lim f(x); 


TSTQ 
e) Se U é limitado então f(U) é limitado. 
Mostre que a & b => c > d > e mas as demais implicações são todas falsas. 
Seja U C R” aberto conexo. Se f: U — R” é diferenciável e f(x) = T 
(constante) para todo x € U então existe a ER” tal que f(x) =T.x+a. 
Mais geralmente, se FETI (x) = 0 para todo x € U então f é um “polinômio 
de grau k” (soma de formas multilineares de grau < k, restritas à diagonal). 
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5.6. Seja f: U — R” diferenciável no aberto convexo U C R”. Mostre que 


5.7. Se f: R” — R” é diferenciável, com | lim f(x) -x = 0 então a aplicação 


x|— o0 
g: R” — R”, definida por g(x) = f (2x) — f(x), é limitada. 

5.8. Seja f: U — R” diferenciável no aberto U C R™. Se f:U > L(R”; R”) 
é contínua e K C U é compacto então existe a > 0 tal que x,y E€ K > 
(x) — f(y)| < aļx — y|. O mesmo resultado vale se supusermos f’ limitada 
em U, em vez de contínua. 


5.9. Seja f: U — R” diferenciável no aberto U C R”. A fim de que a derivada 


f': U — L(R”;R”) seja uniformemente contínua, é necessário e suficiente 
que, para todo € > 0 exista ô > O tal que |h) < ô, [xz+th|CU > 


[Hx +h) — Ha) — f'(x) -h| < elhl. 


86. 
6.1. Seja f: U > L(R”; R”) uma aplicação de classe C% num aberto U C R”. 
Para k = 1,2,3,..., e x € U, seja f(x) = f(x) - f(x)- ...- f(x) (k fatores). 
Defina g: U — £L(R";R”) pondo, para cada z € U, glr) = © a Ex). 

h=1 K: 


Prove que g é de classe CC®. 


6.2. Seja U C R” aberto e conexo. Suponha que uma sequência de aplicações 
fk: U — R”, de classe CX, convirja num ponto a € U e que, para cada 
i = 1,2,..., a segiência das derivadas (FË uen , convirja de modo localmente 
uniforme em U. Conclua que (fk) converge de modo localmente uniforme em 
U para uma aplicação f: U — R”, de classe C% e dim, pe = fO para todo 


i = 1,2,... . Enuncie e prove resultados análogos (1) para aplicações de classe 
C” (0< r< o0); (2) para séries. 
6.3. Para toda matriz X € R”? seja eX = > o Prove que a aplicação 
n=0 N: 


exp: X m e* é de classe CS, e sua derivada no ponto X = 0 é a trans- 
formação linear identidade. 


6.4. Mostre que existe uma aplicação log: U — R”, de classe CC® numa vizinhança 
U da transformação identidade 1 € Rº?, tal que els X = X para todo X EU. 


7. 


7.1. Seja f: U — R” fortemente diferenciável no aberto U C R”. Se a derivada 
f'(x): R” — R” for injetiva em todos os pontos x pertencentes ao compacto 
K CU, prove que existem números reais c > 0 e ô > O tais que |f(x) — f(y)| > 
clz — y|, quaisquer que sejam x € K, yEU com |z — y| < ô. 
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8.1. 


8.2. 


8.5. 


8.4. 


8.5. 


8.6. 


Sul 


8.8. 


8.9. 


8.10. 
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Seja 1 C R um intervalo aberto. Uma função diferenciável f: I > R é um 
difeomorfismo sobre f(I) se, e somente se f(x) - f(y) > 0 para quaisquer 
Ty el. 


Seja f: R — R uma função de classe C* tal que |f(b)| < k < 1 para todo 
t€ R. Defina uma aplicação y: R? — R? pondo v(x,y) = (x + f(y), y + f(2)). 
Mostre que é um difeomorfismo de R? sobre si mesmo. 


Sejam f,g,h: R — R diferenciáveis. Defina F: R? — R? pondo F(x,y) = 
(f(x)-h(y), 9(y)). Suponha que f e g são difeomorfismos de R sobre R. Mostre 
que F é um difeomorfismo se, e somente se, 0 É h(R). 


Sejam A=((z,y)cR;r>0y>0, B=((zy)eR;y>OjeC= 
((x,y) ER?;a > 0 ou y < 0}. Mostre que existem difeomorfismos de classe 
CS, entre Ae B e entre Ae C. Mostre ainda que não existem difeomorfismos 
f:U—>V, ggUsW,ondeUDA, VDB, WDC,taisque f(A) = Be 
9(4) =C. 

Sejam f: V — R de classe C? e b € V um ponto crítico de f. Se y: U > V é 


um difeomorfismo C°? com (a) = b então as matrizes Hessianas de f no ponto 
be de f o no ponto a têm o mesmo posto. 


Sejam g: [0, +00] — R contínua, com g(t) > 0 para todo t > 0 e U = f(x,y) € 
R?;0 < x< y}. Defina f: U — R? pondo 


f(z, y) = (w af g(t) at) . 


Mostre que f é um difeomorfismo sobre um aberto de R2. 


Seja f: U — R” de classe C! no aberto U C R™. Se as singularidades de 
f (pontos onde o determinante jacobiano de f se anula) são pontos isolados 
em > 1 então f é uma aplicação aberta. Deduza daí uma demonstração do 
Teorema Fundamental da Algebra. 

of Əf df 


Seja f: R? — R tal que = + + + = 0 em todos os pontos de Rº. Prove 
dx Oy Oz 


o 

que existe um difeomorfismo g: R? — R?, de classe C°, tal que Es (fog)=0 
z 

em todos os pontos de R?. [Sugestão: experimente g linear.] 


Seja f: U — C uma função holomorfa (de classe C!) no aberto U do plano 
complexo. Se f'(z9) Æ 0 então zo possui uma vizinhança, restrita à qual f tem 
uma inversa holomorfa. 


Dados zo € C— {0} e k € Z, existem funções holomorfas f,g: U — C, definidas 
num aberto U 53 20, tais que f(2)* = e) = z, para todo z € U. Conclua que, 
dada y: V — C— {0} de classe C” num aberto V C R” e dado k € Z, existem, 
para cada zo € V, um aberto W, com zo E€ W C V e funções f,g: W > C, de 
classe C”, tais que f(x)" = e) = (x) para todo x € W. Se m = 2 e ọ for 
holomorfa, então f e g serão holomorfas. 
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Seja f: U — R” diferenciável no conjunto convexo U C R™. Se(f'(x)-v,v) > 
0 para x € U e 0 # v € R” quaisquer então f é injetiva. Se f € C! então f 
é um difeomorfismo de U sobre um subconjunto de R™. Dê um exemplo em 
que U = R” mas f não é sobrejetiva. 

Seja f: R” — R” de classe C! tal que para x,v € R” quaisquer tem-se 
(f(x) -v,v) > ajv|?, onde a > 0 é uma constante. Prove que |f(x) — f(y)| > 
alz — y| para x,y E€ R” arbitrários. Conclua que f(R”) é fechado, e daí, que 
f é um difeomorfismo de R” sobre si mesmo. (A hipótese “f € C!” pode ser 
substituída por “f diferenciável”. Veja último exemplo, 810 do Cap. VIIL.) 
Seja f: R” — R” de classe C! tal que f'(x) é, para todo x € R”, uma 
isometria (isto é, |f(x)-v| = |v|) na norma euclidiana. Então f é uma isometria 
(isto é, |f(x) — f(y)| = |z — y|). Conclua que existem T € L(R”) ortogonal e 
a E€ R” tais que f(x) =T-x+a. 

Seja f: R” — R” de classe C!, com | f'(x): v| > alv| para z,v € R” quaisquer 
(a > 0 constante). Então f é um difeomorfismo de R” sobre si mesmo. Em 
particular, |f(x) — f(y)| > alx — y|, para quaisquer x,y € R”. 

[Sugestão: prove que, dado qualquer segmento de reta [f(a),b| C R”, existe 
um caminho À: [0,1] > R” com X(0) = a e f(A(t)) = (1 — t)f(a) + tb] 
Observação: Este exercício fica bem mais fácil quando se conhece algo sobre 
“espaços de recobrimento”. 


Seja g: V — R” uma aplicação de classe C? no aberto V C R”. Dado 
b € V, suponha que g'(b): R” — R” seja um isomorfismo. Prove que existe 
uma bola aberta B de centro b, tal que a função y: B — R, definida por 
p(y) = |a(y) — g(b)|?, é convexa. 

Seja f: U — V um difeomorfismo de classe C? entre abertos U, V C R”. Prove 
que, para todo ponto a € U existe r > 0 tal que a imagem por f de toda bola 
de centro a e raio < r é um conjunto convexo. 


Seja f: I — R?, dado por f(t) = (x(t),y(t)), um caminho diferenciável 
(respect. de classe C*). Se x'(t) £ O para todo t € I, então f(I) é o 
gráfico de uma função diferenciável (respect. de classe C*) E: J — R. Se 
I = R e existe uma constante c > 0 tal que |x'(t)| > c para todo t E R, 
então a função é é definida para todo t € R. Seja f: R? — R? definida por 
F(s,t) = (a(s, t),y(s,t),z(s,t)), onde x(s,t) = ef - cost, yls,t) = e° -sent e 
z(s,t) = t. Mostre que f é injetiva, de classe CX, que o determinante jacobi- 


dx dy Ox Oy 


ano — 2 — SD 2% é diferente de zero em todos os pontos (s,t) € R? mas a 
s 
imagem f(Rº) não é o gráfico de uma função real de duas variáveis. 


Seja f: U — R”+! de classe C* (k > 1) no aberto U C R”, com 


Ha) = (ils fura) é der (SEa) £0 


J 


(1 < i,j < m) para todo x € U. Então cada ponto x € U possui uma vizi- 
nhança W C U tal que f(W) é o gráfico de uma função ym+1 = (Y1, --, Ym) 
de classe C*. 
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Seja p: U — R” de classe C* (k > 1) no aberto U CR”. Se a € U é tal que 
o(a): R” — R” é injetiva, então existem uma decomposição em soma direta 
Rº=R”  R”7™ e um aberto V, com a € V CU, tais que (V) é o gráfico 
de uma aplicação f: W — R”™™, de classe C* num aberto W C R”. 


Sejam f,g: U — R” diferenciáveis no aberto U C R”, 6 um número real 
positivo e X CU. Escreva “|f — gh < em X” para significar que | f(x) — 
g(x)) < d e | f'(x) — g'(x)| < para todo x € X. Sejam K C U compacto 
e f: U > R” de classe C!, tal que f|K é uma imersão (isto é, a derivada 
f'(x): R” — R” é injetiva para todo x € K). Prove que existe ô > 0 tal que 
se a aplicação g: U — R” é de classe C+, com |g — fi < ô em K, então g|K é 
uma imersão. 


Seja f: U — R” diferenciável. Dado um subconjunto X C U, diz-se que f|X é 
um mergulho de X em R” quando: 1°) f|X é um homeomorfismo de X sobre 
f(X); 2º) para cada x € X, a derivada f'(x): R™ — R” é injetiva. Prove que 
se f é de classe C e K C U é um compacto convexo tal que f|K é um mergulho 
então existe ô > O tal que se g: U — R” de classe C!, com |g(x) — f(x)| < ôe 
|g (x) — f' (x)| < ô para todo x € K então g|K é um mergulho. 


. Dê exemplos, em R?, de uma aplicação CE aberta que não é uma submersão 


e de uma aplicação C” injetiva que não é imersão. 


. Se f: U > R? é de classe C! e tem posto 3 em todos os pontos do aberto 


U C Rt então |f(x)| não assume valor máximo para x € U. 


. Se f: U — R” é uma submersão de classe C* (k > 1), definida no aberto 


U C R” eg: f(U) — R” é tal que go f: U — R” é de classe C", então g é 
de classe C*. 


. Para cada a = (ao,...,âm) E€ CNH = RêM+2 indique com pa o polinômio 


complexo ao + az +--- +amz”. Se zo é uma raiz simples do polinômio pa, 
mostre que existem bolas abertas B = B(a;c) em C™+! e D = D(z0;6) em C 
tais que, para todo b € B, o polinômio p, tem uma única raiz z = z(b) em D, 
a qual é simples, e a aplicação B — R?, definida por b > z(b), é de classe CX. 
[“Toda raiz simples de um polinômio é uma função C% dos coeficientes desse 
polinômio”.] 


. Seja f: R” x R” — R” de classe C} (k > 1). Para cada x € R”, indique 


com fr: R” — R” a aplicação dada por f(y) = f(x,y). Suponha que existam 
a € R” ebeR” tais que f(a,b) = b e a transformação linear fi(b): R” >R” 
não tenha valor próprio igual a 1. Prove que existem abertos U 3 a em R” 
e V 5 bem R” e uma aplicação h: U — V de classe C? tal que, para todo 
zeU, h(x) é o único ponto fixo de fs em V. 
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Seja f: U — R de classe C! no aberto U C R™. Se 0 € R é valor regular 
de f então, para cada compacto K C U, existe € = ex > 0 tal que O é valor 
regular de g|K para toda função g: U — R de classe C! com |g(x) — f(x)| < € 
e |g(x) — f'(x)| < € qualquer que seja z € K. 


Seja f: U — R” de classe C? (k > 1) no aberto U C R™. Se, num ponto 
a € U, a derivada f'(a): R” — R” tem posto p, então existe um mergulho 
p:V>U de classe CX, definido num aberto V C R’, tal que fog: V > R” 
é um mergulho. 


Seja f: U — U de classe C} (k > 1) no aberto conexo U CR”. Se fo f= f, 
ponha M = f(U) e prove que f tem posto constante numa vizinhança de M. 
Conclua que M é uma superfície de classe C*. 


Seja M C R” uma superfície de classe C (k > 1) e dimensão m. Considere 
o conjunto TM = ((x,v) € R” x R”;x € M,v € TM}. Mostre que TM 
é uma superfície de dimensão 2m e classe C#7} (conhecida como “o fibrado 
tangente de M”). Se N é outra superfície e f: M — N é uma aplicação de 
classe C*, defina a aplicação tangente Tf: TM > TN, pondo (Tf)(x,v) = 
(f(x), f(x) -v) e mostre que Tf é de classe C*7+. 


Seja TM o fibrado tangente de uma superfície M, de classe C* (k > 2). Mostre 
que a aplicação m: TM > M, m(x,v) = x, é uma submersão de classe Gr 
e que todo ponto de M tem uma vizinhança V tal que 7 !(V) é difeomorfo ao 
produto V xR™ (m = dim.M). Mais precisamente, existe um difeomorfismo 
v: V x R” — q (V) tal que m o yy = mı, onde mı: V x R” —> V éa 
projeção sobre a primeira coordenada. 


Seja M C R” uma superfície de classe C” (k > 2) e dimensão m. Considere 
o conjunto TM+ = {(x,v) € R” x R”;x € M,v € TM+}. Prove que TM+ 
é uma superfície de classe C#7} e dimensão n (chamada o “fibrado normal” de 
M). Prove que a aplicação m: TM- — M, definida por m(x,v) = «x, é uma 
submersão de classe C*-! e que todo ponto de M possui uma vizinhança aberta 
V tal que 77 !(V) é difeomorfo ao produto V x R"T”. 


Seja M C R” uma superfície de classe C* (k > 2) e dimensão m. Considere 
o conjunto TM = ((z,v) € R” xRº;z € M,v € TeM,|v| = 1). Prove que 
TM é uma superfície de classe CFT! e dimensão 2m — 1 (conhecida como 
“fibrado tangente unitário”de M). Mostre que Tı M é compacta se, e somente 
se, M é compacta. Prove que a aplicação m: TıM > M, m(x,v) = x, é uma 
submersão de classe C*! e que todo ponto x € M possui uma vizinhança V 
tal que 7 !(V) é difeomorfo a V x 9™7t, 


Seja M C R” uma superfície de classe C} (k > 2) e dimensão m. Prove que 
o conjunto v(M) = {(xz,v) € R” xRº;z € M,v € TM+, w| = 1) é uma 
superfície de classe C#7! e dimensão n — 1. Mostre que vı (M) é compacta 
se, e somente se, M é compacta. [vı(M) é conhecida como o “fibrado normal 
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unitário de M”.] Prove que a aplicação m: vı(M)— M, m(x,v) = «, é uma 
submersão de classe C7} e que cada ponto de M possui uma vizinhança V 
tal que 7 !(V) é difeomorfo a V x Sº mi. 


Sejam M C R” uma superfície de classe C* (k > 2) e TM+ seu fibrado normal. 
Defina a aplicação f: TM+ — R” pondo f(x,v) = x +v. Prove que f é 
de classe C*"!. Seja Mo = ((x,0) € TM+;v = 0). Mostre que f aplica 
Mo difeomorficamente sobre M. Mais ainda: todo ponto (2,0) € Mo tem 
uma vizinhança aberta em TM+ que é transformada difeomorficamente por 
f sobre uma vizinhança aberta de z em R”. Conclua que, se M é compacta 
então existe e > 0 tal que o aberto A. = {(x,v) € TM+; |v| < £} é aplicado 
difeomorficamente por f sobre um aberto Vo(M) C R”, o qual se chama a 
vizinhança tubular de raio € de M em R”. Conclua que existe uma aplicação 
m: Vo(M) — M, de classe C7}, tal que m(x(x)) = m(x) para todo x € M. 
Para todo y € Vo(M), mostre que y — x € TM> (x = r(y)), ou seja, que 
xz = n(y) é a interseção com M do único segmento de reta normal a M que 
contém y e está contido em V(M). 


O conjunto Gk,m das transformações lineares P: R” — R”, auto-adjuntas, de 
posto k, com P - P = P, é uma superfície de classe C% e dimensão k(m — k) 
em R”? 


Sejam M,N C R” respectivamente os conjuntos das matrizes 3 x 3 de postos 
1e2. Mostre que M e N são superfícies CO, com dim .M = 5, dm .N = 8, 
ambas orientáveis. 


Sejam M, N superfícies orientáveis, f: M — N uma aplicação de classe C! e 
y € N um valor regular de f. Prove que f”!(y) é uma superfície orientável. 


Para toda superfície M C R” de classe C? (k > 2) o fibrado normal TM+ 
é sempre uma superfície orientável, o mesmo ocorrendo com o fibrado nor- 
mal unitário vı(M). Mais precisamente, TM+ e m(M) possuem orientações 
naturais induzidas por R”. 


Seja M C R”"*! uma hiperfície conexa de classe O" (k > 2). Mostre que o 
fibrado normal unitário de M é uma superfície conexa m(M) se, e somente 
se, M é não-orientável. Caso M seja orientável, prove que m(M) tem duas 
componentes conexas. À projeção natural m :vı(M)—M é um difeomorfismo 
local. Quando M é orientável, 7, restrita a cada componente conexa de m(M), 
é um difeomorfismo sobre M. 


Seja M C R” uma superfície de classe OC" (k > 2). Mostre que o fibrado 
tangente TM é sempre uma superfície orientável. Mais precisamente, TM 
possui uma orientação natural. Munindo TM e TN de suas orientações na- 
turais, se f: M > N é um difeomorfismo de classe C*, então a aplicação 
tangente Tf: TM — TN é um difeomorfismo (de classe C*”") que preserva a 
orientação. 


Seja f: M — N um difeomorfsmo local. Se N é orientável então M é 
orientável. Caso M seja conexa, orientável e f seja sobrejetivo, a seguinte 
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condição é necessária e suficiente para que N seja orientável: dados quais- 
quer x,y E€ M com f(x) = f(y) o isomorfismo f(y) lo f(x): TeM —> TM 
preserva a orientação desses dois espaços vetoriais. 


Suponha que exista uma superfície P”, de classe C% e dimensão m, com a 
seguinte propriedade: existe um difeomorfismo local sobrejetivo f: S” — Pp”, 
de classe CX tal que f(x) = f(y) se, e somente se, y = +r. Prove que P” é 
orientável se, e somente se, m é ímpar. [Nota: P” existe e chama-se “espaço 


projetivo real de dimensão m ”.] 


Seja M uma superfície não-orientável. Prove que existem duas vizinhanças 
parametrizadas conexas, UV C M tais que U N V tem duas componentes 
conexas, uma das quais a mudança de coordenadas tem determinante jacobiano 
positivo enquanto na outra esse determinante é negativo. 


Capítulo VI 


Integrais Múltiplas 


1 A definição de integral 


Um bloco m-dimensional é um produto cartesiano 
m 
A= | [lsb] = job] e a CR” 
i=1 


de m intervalos compactos [|a;,b;], cada um dos quais se chama uma 
aresta do bloco A. Quando todas as arestas têm o mesmo comprimento 
bi — a; = a, o bloco chama-se um cubo m-dimensional. Quando m = 1, 
A é um intervalo; para m = 2, o bloco reduz-se a um retângulo e o 
cubo a um quadrado. O ponto cujas coordenadas são c; = (a; + b;)/2 
chama-se o centro do bloco A. a 


Os vértices do bloco A = TT [a;,b;] são os pontos p = (ci,...;Cm) 
i=1 

onde, para cada į = 1,...,m, tem-se c; = a; ou c; = b;. As faces 

do bloco A são os produtos cartesianos F = Lı x --- x Lm tais que 


Li = {ai}, Li = {bi} ou Li = [a;,b;] para cada i = 1,...,m. Diz-se que 
a face F tem dimensão k quando há precisamente k valores de à para os 
quais L; = [ai, bi]. Em particular, cada vértice do bloco A é uma face de 
dimensão zero, enquanto o próprio Á é uma face de dimensão m. Uma 
face F £ A chama-se própria. 
m 
O volume m-dimensional do bloco A = TT [ai;,b;] é, por definição, 
i=1 
m 
vol. A = [[(b; — a;). Se A é um cubo m-dimensional cujas arestas têm 
i=1 


comprimento a, tem-se vol. A = a”. 
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O bloco m-dimensional A = IIla;,b;] é um subconjunto compacto 
de R”, cujo interior é o produto cartesiano int. A = II(a;, b;) dos inter- 
valos abertos (a;,b;), o qual denominamos bloco m-dimensional aberto. 
Por definição, o volume do bloco aberto é o mesmo do bloco fechado 
correspondente. 

m 
Uma partição do bloco A = TT [a;, bi] é um conjunto finito do tipo 
i=1 
P = P; x- -x Pm, onde cada P; é uma partição do intervalo [a;, bi]. Os 
elementos v € P são chamados os vértices da partição P. 

Uma partição P = Pı x --: x Pm do bloco A determina uma de- 
composição de A em sub-blocos do tipo B = 1 x --: x Im, onde cada 
Ij é um intervalo da partição Pj. Cada um desses sub-blocos B será 
chamado um bloco da partição P. Escreve-se então B € P. Se para 
cada j = 1,...,m, a partição Pj decompõe o intervalo [a;,b;] em kj 
subintervalos, então a partição P decompõe o bloco A = II[a;,b;] em 
ki cho km sub-blocos. 


Se Bı e B2 são blocos da mesma partição, então ou a interseção 
Bı N B2 é vazia ou é uma face k-dimensional comum a Bı e B2 (k = 
0,1,...,m—1). 

Dada uma partição P = Pı x --- x Pm do bloco A = IIa;,b;], o 
comprimento de cada aresta [a;, b;] é a soma dos comprimentos dos in- 
tervalos da partição P;. Segue-se então da propriedade distributiva da 
multiplicação que o volume de A é a soma dos volumes de todos os 
blocos em que P decompõe A. 


Sejam P e Q partições do bloco 4. Diremos que Q é mais fina do 
que P quando P C Q.SeP=Px--xPreQ=Qix---xQm, tem-se 
P C Q se, e somente se, Pi C Q14,...,Pmn C Qm . Neste caso, cada bloco 
da partição Q está contido num único bloco de P e cada bloco de P é 
a reunião dos blocos de Q neles contidos. Mais precisamente, se P C Q 
então Q determina uma partição em cada bloco de P, logo o volume de 
um bloco B € P é a soma dos volumes dos blocos de Q nele contidos. 


Na figura a seguir, vemos dois blocos (retângulos) decompostos como 
reunião de sub-blocos. A decomposição à esquerda provém de uma 
partição mas a da direita não. 

Se P = IIF; e Q = IIQ; são partições do bloco A, a reunião PU Q 
não é, em geral, uma partição de A. Mas existe uma partição P + Q = 


J [ (P; U Qi) que refina P e Q. 
i=1 
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A norma |P| de uma partição P = IIP; é o maior comprimento 
de um subintervalo de qualquer das partições P;, ou seja, é o maior 
comprimento das arestas dos blocos B € P. Se tomarmos em R” a 
norma do máximo, o diâmetro de um bloco será o comprimento da sua 
maior aresta. Neste caso, a norma da partição P será o maior diâmetro 
dos blocos B € P. 

Seja agora f: A — R uma função real limitada, definida num bloco 
A C R™. Dada uma partição P de A, a cada bloco B € P associaremos 
os números 


mp = inf.{f(x);x € B} e Mp = sup. {f(x);x € By, 


com os quais definiremos, respectivamente a soma inferior e a soma 
superior de f relativamente à partição P, pondo 


S(f:P)= 5 mp : vol. B e S(f; P) = >, Mp vol. B, 
BeP BeP 


os somatórios acima estendendo-se a todos os blocos B da partição P. 
Como mp < Mp para cada B, tem-se s(f; P) < S(f; P). 

Como no caso de funções de uma variável, mostraremos a seguir que, 
refinando-se uma partição, a soma inferior não diminui e a soma superior 
não aumenta. 


Teorema 1. Sejam P, Q partições do bloco A C R”, com PC Q, e 
f: A— R uma função limitada. Tem-se 


s(f; P) < s(f;Q) < S(f;Q) < S(f; P). 


Demonstração: Basta provar a primeira desigualdade, pois a terceira 
é análoga e a segunda já foi estabelecida. Designemos genericamente 
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por B os blocos da partição P e por B’ os de Q. Se B’ C B então 
mp < mp. Como vol. B= X` vol. B”, temos 


B'cB 
s( f; P)= X mpg- vol. B= Dome 2 vol. B’ 
BeP BeP B'cB 
= > p mp - vol. B'| < > p mp vol. B' 
BeP LB'CB BeP LB'CB 
= 3 mpg : vol. B' = s(f;Q). 
B'EQ 


Corolário. Seja f: A — R limitada. Para quaisquer partições P e Q 
do bloco A, tem-se s(f; P) < S(f;Q). 


Com efeito, sendo P C P+Q e Q C P+Q, o teorema acima dá: 
s(f; P) < s(f; P +Q) < S(f;P +Q) < S(f;Q). 

Qualquer partição P do bloco A refina a partição trivial, cujo único 
sub-bloco é A. Segue-se então do Teorema 1 que, se m < f(x) < M 
para todo x € A então 


m vol. A < s(f; P) < S(f; P) < M - vol. A. 


Definiremos a integral inferior J, f) dx e a integral superior 
Juf(x) dx da função f: A —> R, limitada no bloco A, pondo 


IRQ SRL e f todi. SSPN: 


o supremo e o ínfimo acima estendendo-se a todas as partições P do bloco 
A. Resulta do corolário e da observação acima, que sem < f(x) < M 
para todo x € A então 


mevol A< f f(x) dz <f f(x)dz < M vol. A. 
LA A 


Observação: Seja P) uma partição arbitrária do bloco A. Para obter- 
mos as integrais inferior e superior de uma função limitada f: A —> R, 
basta considerarmos as partições que refinam P). Ou seja, tem-se: 


PDP, 


/ Se)de= sup- s(fiP) é Lito de = jnt. S(f; P). 
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Com efeito, para toda partição Q do bloco A, existe uma partição P 
que refina Q e P), a saber, P = Q + Po. Então s(f;Q) < s(f;P) e 
S(f; P) < S(f;Q), com PD Py e daí resulta a observação. 

Seja f: A — R limitada no bloco A C R”. Diremos que f é in- 
tegrável quando sua integral inferior for igual à sua integral superior. 
Definiremos então a integral de f como 


fito) E = f 16) dë = f to) dê 


Esta definição tem como caso particular a integral de uma função 
limitada num intervalo [a,b] C R. Como no caso de uma variável, tem- 
se o seguinte critério de integrabilidade. 


Teorema 2. A fim de que uma função limitada f: A > R seja in- 
tegrável no bloco A C R” é necessário e suficiente que, para todo e > 0 
dado, se possa obter uma partição P de A tal que 


S(f; P) — s(f;P)<e. 


Demonstração: Sejam o o conjunto das somas inferiores e X o conjunto 
das somas superiores de f. Sabemos que se s E€ g e S € X então s < S, 
o que nos dá sup.o < inf. X. Para que se tenha sup.o = inf. È (isto 
é, para que f seja integrável) é suficiente que, para todo € > 0 dado, se 
possam encontrar s = s( f; P) € o e S = S(f;Q) € È tais que S(f;Q)— 
s(f; P) < £. Logo a condição enunciada no teorema é suficiente para 
a integrabilidade de f. Reciprocamente, se f é integrável, dado € > 0, 
obtemos partições P' e P” tais que S(f; P”)—s(f;P') <e. Em seguida, 
pondo P = P'+ P", obtemos S(f; P)—s(f; P) < S(f; P")—s(f; P') <e. 
Portanto a condição é necessária. 

Seja f: X > R limitada no conjunto X C R™. Chamaremos de 
oscilação de f no conjunto X ao número 


wx =w(f; X) = sup. {| f(x) — f(y)|; my E X}. 


Como no caso de funções de uma variável, se indicarmos respectivamente 
com mx e Mx o ínfimo e o supremo dos valores f(x) para x € X, 
teremos wy = My-—-myx . Evidentemente, X CY > w(f; X) < w(f; Y). 

Assim, para que a função limitada f: A — R seja integrável, é ne- 
cessário e suficiente que a todo £ > 0 dado se possa fazer corresponder 
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uma partição P do bloco A tal que 


X wg: vol. B<e. 
BeP 


Corolário do Teorema 2. Toda função contínua f: A > R é in- 
tegrável. 


Com efeito, sendo o bloco A compacto, f é uniformemente contínua. 
Consideremos em R” a norma do máximo. Dado € > 0, existe ô > O tal 
que x,y E€ A, |x-y)<ô= |f(x)- f(y)| < £/vol. A. Assim, se P é 
uma partição de A com |P| < ô, temos wg < e/vol. A para todo bloco 
Be P. Portanto 


E 
X wg vol. B< JLA X vol. B =g; 
BEP BEP 


Pelo Teorema 2, f é integrável. 


Exemplo 1. Seja X C A um subconjunto tal que X e A— X são ambos 
densos no bloco A. (Isto é, todo subconjunto aberto de A contém pontos 
de X e de A — X. Um exemplo seria X = conjunto dos pontos de A 
cujas coordenadas são números racionais.) A função característica do 
subconjunto X é xy: A > R, definida por xy(x) = O sex É X e 
Xy(x) = 1 sex € X. Para toda partição P do bloco 4, e para todo 
bloco B € P, temos mp = 0 e Mp = 1. Segue-se que s(xy;P) — 0 e 
S(x x: P) = vol. 4, seja qual for a partição P. Assim, a função Xy não 
é integrável. 


Exemplo 2. Sejam 4, B blocos em R”, com B C int. A e xp: A > R 
a função característica de B. Afirmamos que x, é integrável e que 
Sa xp(x) dz = vol. B. Com efeito, seja Pọ uma partição de A que tem B 
como um dos seus blocos. Se P D P então s(x p; P) = vol. B. Por uma 
observação anterior, ao considerarmos as integrais inferior e superior 
de Xp, podemos restringir-nos às partições P que refinam P. Segue- 
se então que J AX p(x) da = vol. B. Para calcular a integral superior, 
sejam B’ um bloco com B C int B’ C A e Qo uma partição de A que 
tem B’ como um dos seus blocos. Se P D Qo então S(xp; P) < vol. B’. 
Daí resulta que vol. B < f4Xp(£) da < vol. B'. Como vol. B’ pode ser 


tomado arbitrariamente próximo de vol. B, segue-se que Jax plz) dz = 
vol. B. 
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Teorema 3. Sejam f,g: A>R funções integráveis no bloco A C R”. 
Então 


a) A função f +g é integrável e Julf(x) + g(x)Jde = f4 f(x)dx + 
Sa glx)dz 

b) Para todo c € R, a função c- f é integrável e fac - f(x)dx = 
E Ja f(x)dx 


c) Se f(x) > 0 para todo x E A então f, f(x)dx > 0. o 
temente: se f(x) < g(x) para todo x € a então f, f(x)dx < 


Ju 9(a)da 


d) A função |f(x)| é integrável e | Ju f(x)dz| < Julf(a dai Em 
particular, se |f(x)| < K para todo x E A então | f4 f(x)dz| < 
K - vol. 4; 


e) Se f é contínua, eriste c € A tal que f, f(x)dx = f(c) - vol. A. 


Demonstração: a) Para todo bloco B C A, temos mg(f)+mpg(g) < 
mp(f +g) e MgBg(f +g) < Mg(f)+ Mpg(g). Daí resulta que, para 
quaisquer partições P, Q do bloco A, vale 


s(f; P) +s(g; P) < s(f +9; P) < S(f+9;Q) < S(f;:Q) + S(9;Q). 


Portanto 


Assim, f +g é integrável e fa[f(x) + g(x)]dz = f} f(£)dz + Ju g(x) 

b) Vale s(c - f; P) = c- s(f; P) se c > 0, enquanto s(c- f; A 
c- S(f; P) para c < 0. [Cfr. Lema 3, pág. 311 do vol. 1.] Assim, 
quando c < 0, 2 “Pa Jd = inf. S(c o nad 
c- AP s(f; P) = c f4 f(x)dx. De RA análogo, veríamos que dal 
f(z re = c f, f(x)dx, M c: f é integrável e f(c- f)(a)da = c- 
Ja f(x)dx. O caso c > 0 se trata da mesma maneira. 


c) Se f(x) > 0 para todo x € A então mp > O para todo bloco 
B C A, donde s(f; P) > 0 para toda partição P. Consequentemente, 
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f; fz e= gip: s(f; P) > 0. Se f(x) < g(x) para todo x € A então 


(g — f)(x) > 0 para todo x, logo o de= f, f(£)dz = f(g -— 
f)(x)dz > 0, ou seja, f4 f( OR (ole) 

d) De f(x) — IFO] < 1 Fa) — f) uu que a oscilação de | | 
em qualquer conjunto é menor do que ou igual à oscilação de f, logo 
f integrável implica |f| integrável pelo Teorema 2. Além disso, como 
—|f(x)| < f(x) < |f(x)| para todo x € A, resulta do item anterior que 


- [fældes | Hodo< | F@ldz, 


o que significa ara v)dz| < fu |f(x)|dx. Se for |f(x)| < K para todo 
x E A então | fa f( ui Lo Jlde < f K- dx = K vol. A. 

oa {f(x);x e A} e M = sup.ff(x);x € A}. Sabe- 
mos que m < f, f a f(x)dx/vol. A < M. Logo, pelo Teorema do Valor 
Intermediário (A é Mu existe c € À tal que 


Ju f(x)dx 


vol. A =e 


Os dois primeiros itens do teorema acima dizem que o conjunto das 
funções integráveis sobre um bloco A C R” constitui um espaço vetorial 
real e a correspondência f —> f} f(x)dx é um funcional linear nesse 
espaço. O terceiro item diz que tal funcional é positivo e o quarto 
implica que o funcional f 4 é contínuo quando se considera no espaço 
das funções integráveis a convergência uniforme. 

O item o é ainda complementado pela observação de que se f > 0 
então SaF x)dz = 0 só pode ocorrer quando f(x) = O para todo ponto 

xz E€ À no n a função f é contínua. 

Toda função integrável f : A — R se escreve como diferença f = f, — 
f- entre duas funções integráveis não-negativas. A função f+: A —> R 
é chamada a parte positiva de f, enquanto que a função f-: A —> R 
é sua parte negativa. Para todo x € 4, põe-se f+(x) = max. (f(x),0) 
e f(x) = — min. (f(x),0+. Assim, quando f(x) > 0, tem-se fi(x) = 
f(x) e f(x) = 0. Por outro lado, se f(x) < O então f(x) = 0 e 
f(x) = —f(x). A igualdade f = f} — f- é evidente. Daí resulta 
que se f} e f- são integráveis, f também é. Reciprocamente, como 
f(x) = Hx) +] f(x)1]/2 e f(x) = [|f (x)| — f(x)]/2 para todo x € A, a 
integrabilidade de f acarreta as de f} e f-., pelo item d) do Teorema 3. 
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2 Conjuntos de medida nula 


Como preparação para o teorema de Lebesgue (a ser demonstrado 
no 83), que dá uma condição necessária e suficiente para a integrabili- 
dade de uma função limitada num bloco A C R”, estudaremos agora 
os conjuntos de medida nula no espaço euclidiano. Esses conjuntos pos- 
suem duas propriedades que justificam o interesse especial que por eles 
demonstramos aqui: são invariantes por aplicações de classe C! e têm 
interior vazio. À primeira propriedade permite definir conjuntos de me- 
dida nula em superfícies; a segunda confere aos conjuntos de medida nula 
um caráter de pequenez e faz com que seus complementares sejam não- 
vazios, fato importante para provar certas existências, principalmente 
quando coadjuvado pelo Teorema de Sard, que provaremos logo adiante. 

Diremos que um conjunto X C R” tem medida nula, e escreveremos 
med. X = 0, quando, para todo € > 0 dado, for possível obter uma 
seqiiência de cubos m-dimensionais abertos C1, C2,...,Ci,... tais que 
Xcl)GeSvol Ci <E. 


i=l 1=—1 
Quando for necessário sermos mais precisos, diremos, nestas cir- 


cunstâncias, que X tem medida m-dimensional nula, ou que X tem 
medida nula em R”. 

Apresentaremos a seguir uma lista de dez proposições sobre os con- 
juntos de medida nula: 


A) Toda subconjunto de um conjunto de medida nula tem também 
medida nula. (Evidente.) 


B) Toda reunião enumerável de conjuntos de medida nula é ainda um 
conjunto de medida nula. 


Demonstração: Seja X = Ù Xi, com med. X; = 0 para todo i € N. 
=1 


Dado £ > 0 podemos obter, o cada à € N, uma sequência de cubos 

abertos Cj, Cjo,...,Cij,... tais que X; C Ú Ci; e E Ci; < e/2º. 
j=l 

Então X está contido na reunião (enumerável) de gados os Cij. Dado 

qualquer subconjunto finito F C Nx N existe k € N tal que (i, j) € F > 

i< k, j < k, logo 


k 
y vol. (Ci;j) < o X vol. (C, 13) | < Der <E. 
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Portanto, seja qual for a maneira de enumerar os C;; numa segjiiência, 
teremos ` vol. (C;;) < e. Assim, med. X = 0. 
1,9 
Em particular, como todo ponto tem evidentemente medida nula, 
todo conjunto enumerável é de medida nula. 


C) Seja A C R” um bloco. Dada qualquer cobertura enumerável 
ACUB; por blocos abertos Bi, tem-se © vol. Bi > vol. A. Em 
particular, A não tem medida nula. 


Demonstração: Suponhamos inicialmente A fechado. Pelo Teorema de 
Borel-Lebesgue, existe k tal que A C Bı U--- U Bk. Considerando um 
bloco fechado B, contendo B1, ..., Bk , no qual estão definidas as funções 
características, temos x, < Xpuub; É Xp, Pe Xe Segue-se do 
Exemplo 2 e do Teorema 3 (item c) que 


vol. A= | xado < | xmlo)do ++ f xp, (o)da = 
B B B 
= vol. Bı +--+ vol. Bk < X vol. Bj: 
i=1 


Se o bloco A é aberto, temos vol. D < X vol. B; para todo bloco fechado 
D C A. Como vol. A = sup .(vol. D; D bloco fechado contido em Ab, 
segue-se vol. A < X vol. Bi, o que completa a demonstração. 


Decorre de A) e C) que todo conjunto de medida nula tem interior 
vazio pois se fosse int. X + Ø então X conteria algum bloco, logo X não 
teria medida nula. A recíproca é falsa, conforme veremos agora. 


Exemplo 3. (Conjunto de Cantor com medida positiva.) Exibiremos 

aqui um conjunto compacto X C [0,1], com int. X = Ø e med. X £0. 

A construção de X é uma modificação do processo que leva ao conjunto 

de Cantor. (Veja págs. 172-178 e 339 do vol. 1.) Tomamos um número 
0O 


a € (0,1/2), logo 35: a” = 1— ô, ô > 0. Na primeira etapa da cons- 
=1 


n 
trução de X retiramos de [0,1] um intervalo aberto de centro 1/2 e 
comprimento a. Na segunda etapa, retiramos do centro de cada um dos 
dois intervalos fechados restantes um intervalo aberto de comprimento 
a2/2, ficando quatro intervalos fechados. Depois de efetuada a n-ésima 
etapa da construção de X, restam 2” intervalos fechados, dois a dois 
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disjuntos, de mesmo comprimento. A (n + 1)-ésima etapa consiste em 

retirar do centro de cada um deles um intervalo aberto de comprimento 

at /2". A soma dos comprimentos dos intervalos retirados de [0,1] na 

n-ésima etapa é igual a a”. O conjunto X é o que resta de [0,1] depois 

de efetuadas todas essas operações, ou seja X = [0,1] — UJ, onde, 
oO 

indicando com |Js| o comprimento do intervalo Js, temos 5 |Js| = 
s=1 


[0.0] 
X a” = 1— ô. Dada qualquer cobertura enumerável X C UL,, por 
n=1 


intervalos abertos 1, , temos [0,1] C (UJ) U (UJs) logo, pelo item C) 
acima, || + 5|Js| > 1, donde £|I,| > ô. Portanto X não tem medida 
nula. Notemos ainda que depois de cada etapa da construção de X, 
cada intervalo que resta tem comprimento menor do que a metade dos 
comprimentos dos intervalos que restaram da etapa anterior. Daí resulta 
que X não contém intervalos, isto é, int. X = 9. 


D) Na definição de conjunto de medida nula, podemos usar cubos fe- 
chados, em vez de abertos. 


Demonstração: Seja X C U C; , onde cada C; é um cubo fechado, com 


X vol. C; < £. Ora, se C = [[[a;,a; +] é um cubo fechado de aresta £ 
j=1 


então, para cada ô > 0, 


n ô ô 
D(= (aum +0+5) 
j=1 


é um cubo aberto de aresta £ + ô, contendo C. Evidentemente, 
lim vol. D(ô) = vol. C. Logo existe ô > 0 tal que vol. D(ô) < 2vol. C. 
Assim podemos obter, para cada i, um cubo aberto D; D Ci, com 


vol. Di < 2- vol. Ci, donde X CUD;eXvol. Di < 2- X vol. Ci = 2e. 
Isto prova a proposição. 


E) Se X C R” étal que, para todo £ > 0, existe uma seqüência de 
blocos fechados Ay,...,A;,... com X C UA; e Xvol.A; < e, 
então med. X = 0. Ou seja: na definição de conjunto de medida 
nula podemos usar blocos fechados em vez de cubos. 


Demonstração: Mostremos inicialmente o seguinte: dados um bloco 
fechado A C R” e £ > 0, existem cubos fechados C1,...,Cp tais que 
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k m 
Ac U Ci e Xvol. Ci < vol. A+e. Com efeito, seja A = T[[a;,b;]. 


i=1 j=1 
Tomemos q € N. Para todo j = 1,...,m existe um inteiro pj > O tal 
j ;+1 
que bj < bj — aj < Pj - O bloco 
q q 
m 
;+1 
4'=T] jna + BO | 
j=1 É 


admite uma partição natural P = P; x --. x Pm , onde 
1 p; +1 
P= fajata + í E 
j DOE g J q 


Os blocos de P são cubos Ci, todos com arestas medindo 1/q. Temos 
ACA'=UC;, com 


Bvol. C; = vol. A = [| (E + +) < TI (1 — à; + +). 


9=1 =1 


1 
Como lim H (1 = ge 2) = = II(bj—a;) = vol. A, podemos tomar q tão 
q—00 


grande que © vol. C; < vol. A+e. Voltando ao enunciado da proposição 


tomamos, para cada i € N, cubos fechados C;; tais que A; C U Ci;, com 
j 


du vol Cij < vol. A; +5, donde X € UCij , com > vol. Cij < 2e. Pelo 
1,9 2,9 
~ anterior, temos Ea X=0. 


Com maior razão, podemos usar blocos abertos para definir medida 
nula. 

Resulta de E) que se m < n então, para qualquer a € R”7™, todo 
subconjunto X C R” x {a} C R” tem medida nula em R”. Como 
R” x {a} é reunião enumerável de cubos m-dimensionais, basta provar 
isto para um desses cubos, digamos C x {a}. Ora, para todo € > 0, 
C x fa) está contido no bloco n-dimensional 


A= ox TI (e-5 „a t$) 


com vol. A = em . vol. C. Segue-se de E) que med. (C x {a}) = 0. 
Em particular, as faces próprias de um bloco m-dimensional têm medida 
nula em R”. 
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Em certas ocasiões, para provar que um conjunto tem medida nula, 
em vez de cobrí-lo com uma sequência de blocos cuja soma dos volumes 
pode ser tomada arbitrariamente pequena, pode ser conveniente deixar 
“descoberto”um subconjunto que já sabemos ter medida nula. Este é 
o conteúdo da proposição abaixo. Note que o conjunto Y pode variar 
com e. 


F) Seja X C R”. Se, para todo £ > 0, existe uma sequência de blocos 
A; (abertos ou fechados) tais que © vol. A; < ee XC(UA)UY, 
onde med. Y = 0, então X tem medida nula. 


Demonstração: Dado arbitrariamente £ > 0, obtemos os blocos 4; e o 
conjunto Y de medida nula, tais que È vol. A; < €/2 e X C (UA) UY. 
Em seguida, obtemos novos blocos B; , com Y C U B} e X vol. B; < €/2. 
Segue-se que X C (U A;) U (U B;) com £ vol. A; + È vol. B; < £, logo X 
tem medida nula. 

Uma aplicação f: X — R”, definida num conjunto X C R”, diz-se 
localmente Lipschitziana quando, para todo x € X, existem V} C R” 
aberto contendo x e kr > O tais que y, z € Vz > |f(y)—Ff(z)| < kely- zl. 
Noutras palavras, existe uma cobertura aberta X C UV, tal que cada 
restrição f|(V N X) é Lipschitziana. 

A proposição seguinte mostra que a noção de conjunto de medida 
nula é invariante por aplicações localmente Lipschitzianas. Nela, é 
importante notar que X e f(X) devem estar no mesmo espaço eucli- 
diano R”. 


G) Se X C R” tem medida nula e f: X — R” é localmente Lipschit- 
ziana então f(X) tem medida nula em R”. 


Demonstração: Consideremos primeiro o caso em que f é Lipschitzi- 
ana. Então |f(x) — f(y)| < k- |x — y| com k > 0 constante e x,y € X 
quaisquer. Tomemos em R” a norma do máximo. Dado € > 0, existe 
uma cobertura enumerável X C UC;, onde cada C; é um cubo de aresta 


OO 
a; € par <e/k”, Para cada i EN, temos x,y E€ X N C; > |z — y| < 


i=1 
ai = | f(x) — f(y)| < k-ai. Segue-se que cada uma das m projeções 
de f(X NC;) sobre os eixos está contida num intervalo de comprimento 
k-ai. Logo f(X N Ci) está contido no produto cartesiano desses in- 
tervalos, que é um cubo D;, cujo volume é igual a k” - a”. Portanto 
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F(X) = UHX NC) C UD; com $ vol. Di = k™ : $, ap < e. Por- 


A KA VA 

tanto med. f(X) = 0. No caso geral, temos X C UV,, onde cada 

Vz é aberto e a restrição f|(Vz O X) é Lipschitziana. Pelo Teorema 
OO 

de Lindelöf, tomamos uma subcobertura enumerável X C (J Vj. Pela 
j=1 

primeira parte, f(V; N X) tem medida nula, para cada j € N. Logo 

F(X) = Uf(V;N X) é uma reunião enumerável de conjuntos de medida 


j 
nula, donde med. f(X) = 0. 


H) Seja f: U — R” de classe Ct no aberto U CR”. Se X CU tem 
medida nula em R” então f(X) CR” também tem medida nula. 


Demonstração: Para cada x € X, sejam Vy uma bola de centro x, 
com V, C U e kg = sup {|f (y)l;y € Vz}. Pela Desigualdade do Valor 
Médio, | f(y) — f(z)| < kz - |y — z| para quaisquer y,z € Vz, logo f é 
localmente Lipschitziana. Assim, H) segue-se de G). 


I) Sem <n e f: U — R” é de classe C! no aberto U C R™® então 
f(U) tem medida nula em R”. 


Demonstração: Consideremos 0 € R”7™. Pela observação que se segue 
a E), U x{0} tem medida nula em R”. No aberto W = U x R”=™ C R” 
definamos a aplicação g: W — R”, de classe C1, pondo g(x,y) = f(x). 
Em virtude de H), o conjunto g(U x {0}) = f(U) tem medida nula 
em R”. 


A proposição I) mostra, em particular, que não existem “curvas de 
Peano”em classe Ct, isto é, o desagradável fenômeno de uma aplicação 
f, definida num subconjunto X C R?”*, ter contido em sua imagem um 
cubo de R”, com m < n, pode ocorrer em classe C° mas não em classe 
C1. (V. também Exerc. 2.2, adiante.) 

Diremos que um conjunto X C R” é localmente de medida nula 
quando, para cada x € X, existir Vy aberto em R”, contendo x, tal 
que med. (Vs N X) = 0. Da cobertura aberta X C UV, extraimos, 
pelo Teorema de Lindelöf, uma subcobertura enumerável X C UV, 
logo X = U(V;N X) é uma reunião enumerável de conjuntos de medida 


VA 
nula, donde med. X = 0. Assim, um conjunto X C R” é localmente de 
medida nula se, e somente se, tem medida nula. 
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Exemplo 4. Seja M C R” uma superfície de classe C! e dimensão 
m <n em R”. Dada uma parametrização y: Uo —> U em M, segue-se 
de I) que a vizinhança parametrizada U C M tem medida nula em R”. 
Como U = AQ M, A aberto em R”, vemos que M é localmente de 
medida nula e por conseguinte, med. M = 0 em R”. Mais geralmente, 
se X c R” é uma reunião enumerável de superfícies de classe C! e 
dimensões < n então med. X = 0 em R”. 


Definiremos agora conjuntos de medida nula numa superfície M, de 
classe C! e dimensão m. 

Se o subconjunto X C M estiver contido na imagem de uma para- 
metrização y: Uo — U, diremos que X tem medida nula em M quando 
y-1(X) tiver medida nula em R”, isto é, quando X = (Xo), com 
med. (Xo) = 0 em R”. Se Y: Vo > V for outra parametrização de classe 
C! em M, com X C V então y!(X) = (Y™t o p)(p HX)) tem ainda 
medida nula em R” em virtude de H), pois Yy™to g: py HUNV) > R™ 
é de classe Ct num aberto de R”. 

No caso geral, diremos que um conjunto X C M tem medida nula 
em M quando, para toda parametrização py: Uo — U de classe Ct, 
U N X tiver medida nula em M de acordo com a definição acima. 

Para que X C M tenha medida nula na superfície M, basta que 
exista uma cobertura X C U V; (que podemos sempre supor enumerável, 
pelo Teorema de Lindelöf) por imagens de parametrizações y;: Vio — 
V;, tais que p; (V; N X) tenha medida nula em R”, para cada i. Com 
efeito, se y: Uo — U é outra qualquer parametrização de classe C! em 
M, temos U N X = [J W; , onde W; = U N Vi N X, logo 

l 


HUN X) SU Wi) =”! o pidr (W:)) 


i 


tem medida nula em R”, pois cada y7 !(W;) C y7 (VN X) tem medida 
nula. 

Os conjuntos de medida nula numa superfície gozam de propriedades 
análogas às de seus homônimos do espaço euclidiano, quais sejam: 

a) Semed. X = 0 em M e Y C X então med. Y = 0 em M; 

b) Se X4,..., X;,... têm medida nula em M então X = U X; tem 
medida nula em M; 

c) Todo conjunto X de medida nula em M tem interior vazio em M, 
ou seja, M — X é denso em M. Em particular, M — X não é vazio; 
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d) Se f: M > N é de classe C!, com dim. M = dim. Ne X c M 
tem medida nula em M então f(X) tem medida nula em N; 


e) Se dim. M < dim. N e f: M — N é de classe Ct então f(M) 
tem medida nula em N. 


Em relação à propriedade c), convém observar que a superfície M 
pode ser reunião de dois conjuntos com interior vazio. Por exemplo, 
temos R = QU (R — Q). Mas, em virtude de b), se X e Y têm medida 
nula em M então XUY tem medida nula e portanto interior vazio em 
M. Em particular, (M — X)N(M — Y) £ Ø. Mais geralmente, dada 
uma infinidade enumerável de conjuntos com medida nula na superfície 
M, existem pontos de M que não pertencem a nenhum deles. 


Nossa décima proposição sobre conjuntos de medida nula será o Teo- 
rema de Sard, um resultado “inevitável” sobre aplicações diferenciáveis. 
Ele será usado de modo essencial nos parágrafos 9 e 10 do capítulo se- 
guinte. Em sua forma geral, o Teorema de Sard se refere a aplicações 
entre superfícies de dimensões m e n quaisquer. Consideraremos ape- 
nas o caso particular em que m = n, o que tornará a prova muito mais 
fácil e será suficiente para os nossos propósitos. Para apresentações mais 
completas do assunto, vejam-se [16] e [14]. 


Na demonstração abaixo, usaremos alguns resultados que, embora 
elementares e plausíveis, só serão provados mais adiante, neste mesmo 
capítulo. 


Teorema de Sard. Seja f: M > N uma aplicação de classe C! entre 
superfícies da mesma dimensão m. Seja S o conjunto dos pontos x € M 
nos quais a derivada f(x): TeM > TiM não é um isomorfismo. 
Então f(S) tem medida nula em N. 


Os pontos do conjunto S chamam-se pontos singulares de f. Por- 
tanto o Teorema de Sard se enuncia, em palavras, assim: a imagem 
do conjunto dos pontos singulares por uma aplicação de classe C! tem 
medida nula. 


Note que N — f(S) é o conjunto dos valores regulares de f. Uma 
consequência importante do Teorema de Sard é que f(S) tem interior 
vazio, donde N — f (S) é denso em N. Em particular, N— f(S) £ Ø, isto 
é, toda aplicação f: M — N de classe C! entre superfícies de mesma 
dimensão possui valores regulares. Na verdade, “quase todos” os pontos 
y € N são valores regulares de f. 
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Demonstração: Para cada x € S, tomemos parametrizações Y: Vo > 
Vem N, com f(x) € V, e y: Uo —> U em M, com z € U e f(U) c V. 
Basta provar que, para todo xz € S, f(U N S) tem medida nula em N. 
[De fato, da cobertura S C UU extraímos, pelo Teorema de Lindelöf, 
uma subcobertura enumerável S C UU, e 


HS) = FUU: N S)) =U F(U N S) 


será uma reunião enumerável de conjuntos de medida nula em N.| Por 
outro lado, med. (UNS) = 0 em N & med. YIFHUNS) = 0 em 
R” & med. [by !fo(p MU N S))] = 0 em R”. Como py HMUNS) éo 
conjunto dos pontos singulares da aplicação y lo f o p: Uo > R”, o 
Teorema de Sard se reduz a provar o seguinte: 

Seja f: U — R” uma aplicação de classe C! no aberto U C R”. 
Seja S = {x € U;det. f(x) = 0}. Então f(S) tem medida nula em 
R”. 

Novamente pelo Teorema de Lindelöf, U é reunião enumerável de 
cubos fechados. Logo, basta provar que se C é um cubo fechado, de 
aresta a > 0, contido em U, e T = {x € C;det. f'(x) = 0) então f(T) 
tem medida nula em R”. 

Tomemos no espaço R” a norma euclidiana. 

Subdividindo cada uma de suas arestas em k partes iguais, obtemos 
uma partição de C, cujos blocos são k” pequenos cubos C;, de mesma 
aresta É = ô e volume = = 9". Se x,y E€ C;, temos |x — y| < m- ô. 

Em cada pequeno cubo C; tal que Ci OT + Ø, escolhamos um ponto 
xi E€ CNT. A imagem da transformação linear f'(x;): R” — R™ 
está contida num subespaço vetorial E; C R™, de dimensão m — 1. 
Todos os pontos f(x;) + f'(x;) -v, v € R”, pertencem à variedade afim 
L; = f(x;) + Ei, de dimensão m — 1 em R”. Para cada x € C; podemos 
escrever 


Fa) = fx) + (as) (£ — zi) + rile). 


Dado arbitrariamente £ > 0, o inteiro k pode ser tomado tão grande que, 
para todo cubo C; contendo pontos de T e todo x € C; valha [r;(x)| < 
elx — x;|<m-ô-e. Ora, para todo x € C;, se c = sup Álf(a)|;x e C}, 
temos |f'(x;) (x — zi)| < c|x — zi| < m- c- ô, logo, para todo x € C4, 
o ponto f(x;) + f'(xi)- (x — x;) pertence a um cubo de centro f(x;) e 
aresta 2môc em Li. Se considerarmos o paralelepípedo retangular P; 
em R” que tem esse cubo como seção média e altura 2mecó, vemos que 
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vol. P=2".m”.eml.gm.e=A-6”.e. A imagem f(T) está contida 
na reunião de, no máximo, k™ desses paralelepípedos P;, cuja soma dos 
volumes não excede A. k” . 8” -c = A-a”.e. Como É > O é arbitrário, 
vemos que f(T) tem medida nula. 


Comentário sobre a demonstração acima. Até agora, os únicos 
conjuntos cujos volumes sabemos calcular são os blocos retangulares. 
Na realidade, nem definimos ainda o que é o “volume” de um conjunto. 
Isto será feito logo em seguida, de tal forma que o volume de um parale- 
lepípedo retangular seja o produto do volume da base pelo comprimento 
da altura, justificando o argumento que provou o Teorema de Sard. Além 
disso, ficará claro a partir da definição que se X C R” é tal que, para 
todo E > 0, existe uma cobertura X C U P;, onde a soma dos volumes 
dos conjuntos P; é < £, então X é um conjunto de medida nula. Isto 
também foi utilizado na demonstração precedente. 


3 Caracterização das funções integráveis 


Na demonstração do Teorema de Lebesgue, será utilizado o conceito 
de oscilação de uma função num ponto. Esta noção, que já foi apresen- 
tada no Vol. 1 (página 340) no caso particular de subconjuntos da reta 
e funções neles definidas, será retomada agora no contexto do espaço 
euclidiano R”. 

Seja f: X — R limitada no conjunto X C R”. Fixemos x € Xe, 
para cada ô > 0, ponhamos Q(ô) = w| f; X N B(x;6)| = oscilação de f 
no conjunto dos pontos de X que distam menos de ô do ponto x. Isto 
define uma função não-negativa N: (0, +00) — R. Como f é limitada, 
Q também é. Além disso, ô < 6' > Q(6) < (6). Logo existe o limite 


w(f; x) = lim w[f; X N B(x; ô)] = infwlf; X N B(x;0)), 


que chamaremos a oscilação da função f no ponto x. Quando não 
houver possibilidade de confusão, escreveremos simplesmente w(x), em 
vez de w( f; x). 


A oscilação goza das seguintes propriedades: 
I. w(f;x) > 0 para todo xe X; 


IL. w(f;x)=0 se, e somente se, f é contínua no ponto x; 
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HI. Sexeint.Y eY C X então w(f;x) <w(f;Y); 


IV. Se w(f;x) < c então existe ô > O tal que w(f;y) < c para todo 
ve X com |y -— z| < 6; 


V. Se X C R” é fechado (respect. compacto) então, para todo c > 0 
o conjunto {x E€ X;w(x) > c} é fechado (respect. compacto). 


Vamos às demonstrações: 

I é evidente. 

Quanto a II, a afirmação w(f; x) = O significa que, para todo £ > 0 
dado, pode-se obter ô > 0 tal que y, z E XO B(x; ô) > |f(y)— f(z)| <e. 
Isto é claramente equivalente à continuidade de f no ponto zx. 

Para provar III, notemos que existe ô > 0 tal que B(x;6) CY. Logo 


w(f; x) < wlf;XN B(x;0)] = wlf; B(x;0)] < w(f;Y). 


No que diz respeito a IV, pela definição de limite, existe ô > O tal 
que wlf; X N B(x;6)] < c. Dado y € X N B(x;6), tomamos m > 0 tal 
que B(y;n) C B(x;6) e obtemos 


w(f;y) <wlf;XN B(y;n)] < wlf;XN B(x;6)] < c. 


Finalmente, se X é fechado e uma sequência de pontos x, € X é tal 
que w( f; xx) > c para todo k € Ne lim zk = x então, em primeiro lugar, 
x € X. Em segundo lugar, não pode ser w(f:x) < c por causa de IV. 
Logo w(f;x) > ce o conjunto {x € X;w(f; x) > c} é, portanto, fechado 
em R”. Se X for compacto, esse conjunto será também limitado, donde 
compacto, o que prova V. 


Estabelecidos estes preliminares, provemos o teorema de caracteri- 
zação das funções integráveis. 


Teorema 4 (Lebesgue). Uma função f: A > R, limitada no bloco 
A C R”, é integrável se, e somente se, o conjunto Ds dos seus pontos 
de descontinuidade tem medida nula. 


Demonstração: Suponhamos primeiro que med. Ds = 0. Dado arbi- 
trariamente £ > 0, tomemos uma cobertura enumerável Dý C U C} por 
cubos abertos tais que ¥ vol. Ci; < e/2K, onde K = M — m (diferença 
entre o sup. e o inf. de fem A) é a oscilação de f no bloco A. Para 
cada ponto x E€ A — Dp tomemos um cubo aberto CY, contendo x, tal 
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que a oscilação de f em C! N A seja inferior a e/(2vol. A). Como A 
é compacto, da cobertura aberta A C (UC) U (UC!) podemos retirar 
uma subcobertura finita A C Cj U- U CAU CYU- U CH. Seja P 
uma partição de A tal que cada bloco (aberto) B € P esteja contido, 
ou num dos cubos C! , ou num dos cubos C”. A partição P pode ser 
obtida “prolongando-se as faces” dos cubos C; e OH . Mais precisamente, 


mMm 

se A = [| [ay,b;] então P = P; x: - -x Pm onde, para cada k = 1,...,m, 
k=1 

P, é o conjunto formado por ak, bk e 


mais as k-ésimas coordenadas dos vértices dos cubos Cj e CY. Indicare- 
mos genericamente com a notação B’ os blocos de P que estão contidos 
em algum cubo C;. Os demais blocos de P (necessariamente contidos 
em cubos C%) serão chamados B”. A soma dos volumes dos blocos B’ 
é menor do que c/2K e em cada bloco B” a oscilação de f não excede 
e/(2 vol. A). Portanto, a partição P nos dá 


X wp vol. B = duro vol. B' +) wg. vol. B” < 


BeP B" 
< K-BSvol B'+ zai A Evol. B” < 
E 
K. «vol. A =e. 
: E ra i 


Logo f é integrável. Reciprocamente, suponhamos f integrável. Temos 
Ds = Di U DU U DU... onde D; = {x € A;w(f;x) > 1/i}. Para 
mostrar que Dy tem medida nula provaremos que, para cada à € N, 
med. D; = 0. Seja então dado € > 0. Como f é integrável, existe 
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uma partição P do bloco A, tal que 57 wp-vol. B < e/i. Indiquemos 
BeP 
genericamente com B’ os blocos da partição P que contêm algum ponto 


de D; em seu interior. Para cada um desses blocos, temos wp > 1/1, 
em vista da propriedade III da oscilação w( f; x). Logo 


1 
= 5vol. B' < Xwp - vol. B' < X wg- vol. B< a 
‘ BEP “ 


Multiplicando por i, vem: © vol. B’ < e. Ora, é claro que D; C (U B') U 
Y, onde Y é a reunião das faces próprias dos blocos B € P nas quais 
existe algum ponto de D;. Sabemos que Y tem medida nula. Pela 
proposição F) do parágrafo anterior, temos med. D; = 0, o que completa 
a demonstração. 


Definiremos agora o volume (segundo Jordan) de um subconjunto 
limitado do espaço euclidiano. 

Diz-se que o conjunto limitado X C R” é J-mensurável (mensurável 
segundo Jordan) quando, tomando-se um bloco A C R” que contenha 
X, a função característica xy: A — R é integrável. Quando X é J- 
mensurável, seu volume é, por definição, a integral de sua função carac- 
terística: 


vol. X = I Xy (7) dz. 
A 


Como conseqüência do Teorema de Lebesgue, provaremos abaixo uma 
importante caracterização dos conjuntos J-mensuráveis. Antes, recor- 
demos que a fronteira OX de um conjunto X C R” é o conjunto dos 
pontos a € R™ tais que toda vizinhança de a contém pontos de X e 
pontos de R” — X. Tem-se R” = (int. X) U OX Uimt.(R” — X), reunião 
disjunta. 


Teorema 5. Um conjunto limitado X C R” é J-mensurável se, e 
somente se, sua fronteira OX tem medida nula. 


Demonstração: Dado o bloco A D X em R”, seja D o conjunto 
dos pontos de descontinuidade da função característica yy: A —> R. 
Evidentemente, D C X. Por outro lado, um ponto de OX que não 
seja uma descontinuidade de xy deve pertencer a 0A. Assim, podemos 
escrever OX = DU (X N ðA). [Se X C int. A então OX = D.] Como 
ðA (reunião das faces próprias do bloco 4) tem medida nula, segue-se 
que med. OX = 0 & med. D=0. 
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Em particular, o fato de X ser J-mensurável (e, como se vê facil- 
mente, o valor de vol. X) independe do bloco A tomado na definição. 


Exemplo 5. Um bloco é um conjunto J-mensurável e seu volume já 
foi determinado no Exemplo 2. Uma bola (aberta ou fechada) é J- 
mensurável pois sua fronteira é uma esfera, que tem medida nula, pelo 
Exemplo 4. De um modo geral, se X C R” é um conjunto limitado, 
cuja fronteira é uma reunião enumerável de superfícies de classe C! e 
dimensões < m então X é J-mensurável. Um conjunto de Cantor de 
medida positiva (Exemplo 3) não é J-mensurável, pois sua fronteira é 
ele próprio, que não tem medida nula. 


Mais geralmente, dado um conjunto limitado X C R”, podemos 
considerar um bloco A D X em R” e definir, respectivamente, o volume 
interno de X e o volume externo de X pondo 


vol. mx = f Xy(z)dz, vol. et X= f Xy(z)dz. 
2 A A 


Recordando as definições da integral inferior e da integral superior, 
vemos que o volume interno de X é o supremo, relativamente a todas as 
partições P do bloco 4, dos números s(x y; P) = soma dos volumes dos 
blocos de P que estão contidos em X, enquanto que o volume externo 
de X é o ínfimo, relativamente a todas as partições P do bloco A, dos 
números S(x y; P) = soma dos volumes dos blocos de P que têm algum 
ponto em comum com X. 


Em particular, um conjunto limitado X C R” (é J-mensurável e) 
tem volume zero se, e somente se, tem volume externo zero, ou seja, 
para todo £ > 0 dado, pode-se achar um bloco A D X e uma partição 
P de A tal que soma dos volumes dos blocos de P que intersectam X é 
menor do que £. Isto equivale a dizer que, dado E > 0, existem blocos 
Bı,..., Bk em R” com X C BjU---UBpeXvol B;<e. 

Segue-se do Teorema de Borel-Lebesgue que um conjunto compacto 
tem volume zero se, e somente se, tem medida nula. Por exemplo, a 
fronteira OX de um conjunto limitado X C R” é sempre compacta. 
Logo, as seguintes afirmações são equivalentes: 

a) X é J-mensurável; 

b) 9X tem medida nula; 

c) OX tem volume zero. 
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Exemplo 6. Um conjunto (não-compacto) de medida nula nem sem- 
pre é J-mensurável: o conjunto dos pontos de um bloco A que têm 
coordenadas racionais é enumerável, logo tem medida nula mas não é J- 
mensurável, como se viu no Exemplo 1. Mas se X C R” é J-mensurável 
e tem medida nula (ou, mais geralmente, tem interior vazio) então seu 
volume deve ser zero pois, como nenhum bloco está contido em X, temos 
vol. int. X = 0. Assim, se X C R” é J-mensurável, tem-se vol. X = 0 
se, e somente se, X tem interior vazio. (Compare Exemplo 3.) 


Teorema 6. Sejam X, Y subconjuntos J-mensuráveis do bloco A C R”. 
Então: 

a) XUY, XNYeA-X são J-mensuráveis; 

b) vol. (X UY) + vol. (XNY) = vol. X + vol. Y. 


Demonstração: A afirmação a) segue-se imediatamente das três in- 
clusões seguintes, as quais, por outro lado, decorrem da definição de 
fronteira: (XUY) COXUOY, HXNY)COXUDY eð(A-X)c 
OA U OX. A afirmação b) resulta, por sua vez, da igualdade óbvia 


Xxuy T Xxny = Xx t Xy. 


Corolário. Se X, Y são J-mensuráveis e int.(X NY) = Ø então 
vol. (XUY) = vol. X + vol. Y. 


Como int.(X NY) = int. X N int. Y, a hipótese do corolário acima 
significa que os conjuntos J-mensuráveis X e Y têm em comum, no 
máximo, pontos de suas fronteiras. Nestas condições, o volume de XUY 
é a soma de vol. X e vol. Y. 

Seja M uma superfície de classe Ct. Um conjunto X C M diz-se 
J-mensurável em M quando sua fronteira em M (conjunto dos pontos 
xz E€ M tais que x = limgzk, £k E X erx = limyk, yk E M-X) 
é um conjunto de medida nula em M. A reunião e a interseção de 
dois subconjuntos J-mensuráveis em M é ainda J-mensurável, o mesmo 
ocorrendo com o complemento M — X de um conjunto J-mensurável 
X. O volume de um conjunto J-mensurável X C M só será definido 
no Capítulo VII, quando estivermos de posse da noção de integral de 
superfície. 

Definiremos agora a integral de uma função limitada f: X > R, cujo 
domínio é um conjunto J-mensurável X C R”. 

Para definirmos f x f(x) dx, consideraremos um bloco 4 C R” que 
contenha o conjunto X e estenderemos f a uma função f: A> R, pondo 
flx)=0sezeA-Xe f(x) = f(x) quando z € X. 


[SEC. 3: CARACTERIZAÇÃO DAS FUNÇÕES INTEGRÁVEIS 367 


Diremos que f: X — R é integrável quando a função f: A> R for 
integrável e poremos, por definição, 


/. ie A Tai 


Observação: Às vezes se escreve f = f-x x» O que significa f(z) = 
f(x): xxy(x) para todo x € A. Esta igualdade é um abuso de notação, 
que corresponde a considerar um produto igual a zero quando um dos 
fatores for zero e o outro não estiver definido. O que é verdadeiro 
(e óbvio) é que f =f: xy. 
Teorema 7. Seja X CR” um conjunto J-mensurável. Uma função 
limitada f: X — R é integrável se, e somente se, o conjunto Ds dos 
seus pontos de descontinuidade tem medida nula. 
Demonstração: Se f é descontínua num ponto x € X, existe uma 
sequência de pontos x € X tal que (f(x».)) não converge para f(x). Daí 
resulta que f também é descontínua no ponto x. Por sua vez, os pontos 
de descontinuidade de f, ou já eram descontinuidades de f ou estão na 
fronteira de X. Assim, podemos escrever Df C Dz C Dj U 9X. Como 
9X tem medida nula, vemos que med. Ds = 0 <> med. D7 = 0. Ora, 
por definição, f integrável significa f integrável, ou seja, med. D ;=0. 
Isto demonstra o teorema. 

Mais geralmente, dada f: X — R limitada no conjunto J-mensurável 
X C R”, definem-se a integral inferior e a integral superior de f no con- 
junto X pondo-se, respectivamente: 


f seas = [Temas e J toa = fra, 


onde 4 é um bloco de R” contendo X e f: A — R é a extensão de f 
que se anula nos pontos de A — X. Obviamente, f é integrável em X 
se, e somente se, suas integrais (inferior e superior) sobre X coincidem. 

Para a integral de uma função sobre um conjunto J-mensurável va- 
lem regras análogas às do Teorema 3, a saber: 


Teorema 8. Sejam f,g: X — R funções integráveis no conjunto J- 
mensurável X CR” ece R. Então 
a) As funções c- f, f+g: X>R são integráveis, com 


fie Peis ef Ta 
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[U= f todet f sade. 


b) Se f(x) < g(x) para todo x E X então 


L f(æ)de < A g(a)da. 


Em particular, sem < f(x) < M para todo x E X então 
m- vol. X < f f(x)dx < M - vol. X. 
X 
c) A função x> |f (x)| é integrável e 


| f toa < f fae 


Em particular, se |f(x)| < K para todo x € X então 


| f tod 


d) Se f é contínua e X é conexo então existe xo E€ X tal que 


< K- vol. X. 


/ f(x)dx = f(x) vol. X. 
X 


Demonstração: a) Sejam 4 C R” um bloco contendo X e f,g: A > R 
as extensões de f e g, iguais a zero em A — X. As extensões de c- f e 
f +g são respectivamente c- f e f +g. Por hipótese, f e J são integráveis 
em A, logo o mesmo ocorre com c- f e f +g. Portanto, c- f e f +g são 
integráveis em X, com 


A 
s| f(zjdzr +f g(a)dx, em virtude do Teorema 3. 
X X 


b) Se f(x) < g(x) para todo x € X então f(x) < g(x) para todo 
x E€ 4. Logo 


f ious f E f tds f dede 
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Se tivermos m < f(x) < M para todo x € M então m- xy(x) < f(x) < 
M - xx(x) para todo x € 4, logo 


e, analogamente, 


f f(x)dx < M - vol. X. 
X 


c) Seja g: X — R definida por g(x) = |f (x)|. Evidentemente Dg C 
Dyș , logo g é integrável. A extensão g: A — R é dada por g(x) = |f (x)|, 
onde f: A — R é a extensão de f. Portanto 


[f1 al=] f Foa < f Fede = 
= [todo = | sade = | Ifo)ldo 


Se for |f (x)| < K para todo x € X então 


| /. Fis 


d) Em virtude da conexidade de X, a imagem f(X) é um intervalo, 


1 
LX f tod pertence a esse 


intervalo, é igual a f (xo) para algum zo € X. 


<f folds | K - dz = K - vol. X. 
X X 


cujos extremos são m e M. Como 


Teorema 9. Sejam X,Y CR” conjuntos J-mensuráveis. Uma função 
f: XUY —>R é integrável se, e somente se, suas restrições f|X e f|Y 
são integráveis. No caso afirmativo, 


la f(x)dx + n „10d = f f(£)dz + f fla)dz. 


Em particular, se X e Y não possuem pontos interiores em comum, 


ii f à Selo = L Paare D Hode 
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Demonstração: Se indicarmos com D, Dx e Dy respectivamente os 
conjuntos dos pontos de descontinuidade de f, f|X e f|Y, teremos DxyU 
Dy cDcDxUDyUVOXUOY. Sabemos que ðX e ðY têm medida 
nula. Portanto med. D = 0 & med. Dx = med. Dy = 0, ou seja, 
f é integrável se, e somente se, f|X e f|Y o são. No caso afirmativo, 
sejam A um bloco em R” contendo X UY e f: A>R a extensão de f 
que se anula em A — (X UY). Então f = f- Xxuy logo, da igualdade 
Xxuy + Xxny = Xx + Xy concluimos f + f-Xyny = f’ Xx + f: Xy 


ba a a 
= [Pot | T= [t+ [4 


Se X e Y não possuem pontos interiores em comum temos vol. (X N 
Y) = 0, em virtude do Exemplo 6. Existe K > 0 tal que |f(x)| < K 
para todo x € X. Então | fyny f(x)dz| < K vol. (X NY) = 0, logo 
Jxny f(x)dx = 0, daí resultando a última afirmação do teorema. 


Corolário. Seja f: X — R integrável no conjunto J-mensurável 
X C R”. Se Y C X é J-mensurável e X — Y tem interior vazio 
então fy f(x)dx = fy f(x)dx. Em particular, se U = int. X então 
fe Fdz = fy f(2)dz. 

Isto resulta da última parte do teorema acima, aplicada à igualdade 
X = (X — Y)UY, juntamente com as seguintes observações: primeiro, 
X — Y é J-mensurável pois se tomarmos um bloco A D X teremos 
X-Y = Xn(A-Y) e poderemos usar o Teorema 6. Segundo, como 
o conjunto J-mensurável X — Y tem interior vazio, seu volume é zero 
(Exemplo 6) logo fy_y f(x)dx = 0. Portanto 


f todi= f Hades | Fejde= | fejde 


Finalmente, se U = int. X então OU C 09X, logo U é J-mensurável. 
Como X — U = 9X tem interior vazio, temos 


f ttoxde= | Fede 


Observação: O teorema acima mostra que, ao considerarmos integrais 
sobre conjuntos J-mensuráveis em R”, não há perda de generalidade em 
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supor que tais conjuntos são abertos. Convém notar, entretanto, que 
nem todo subconjunto aberto limitado de R” é J-mensurável. (Veja 
Exemplo 9 adiante.) No Capítulo VII, 36 estenderemos a noção de in- 
tegral de modo que se possa definir a integral (“imprópria”) de uma 
função sobre um aberto, mesmo que este não seja J-mensurável. Desde 
já, existe porém um caso particular em que podemos definir a inte- 
gral de uma função f: U — R, definida num aberto U C R”, mesmo 
que U não seja J-mensurável. É quando f tem suporte compacto. 
[O suporte de f é supp- f, fecho (relativamente a U) do conjunto dos 
pontos x tais que f ) Æ 0.) Se supp: f é compacto, podemos defi- 
nir Jy FC xjdz = fy f g f(x)dx, onde K é qualquer conjunto J-mensurável, 
tal que supp: f C E C U. A integral existe desde que o conjunto 
dos pontos de descontinuidade de f tenha medida nula. O compacto 
J-mensurável K também existe: na norma do máximo, observar que 
d(supp- f, R” — U) = ô > 0, cobrir o compacto supp : f com um número 
finito de cubos . arestas < ô e tomar K igual à reunião desses cubos. 
A integral fy f g f(x)dx, evidentemente, não vai depender do conjunto K 
escolhido nessas pes pois f se anula fora de supp- f. 


4 A integral como limite de somas de Riemann 


Estenderemos agora o conceito de partição, a fim de exprimir a inte- 
gral como limite de somas de Riemann, nas quais o domínio da função 
é decomposto como reunião de conjuntos J-mensuráveis mais gerais do 
que blocos. Essa formulação da idéia de integral é a mais comum nas ex- 
posições intuitivas do Cálculo, principalmente as que visam as aplicações. 


Seja X C R” um conjunto J-mensurável. Uma decomposição de X 
é uma coleção finita D = (X4,..., Xk} de conjuntos J-mensuráveis tais 
que X = XU---UXpe Xi N Xj tem interior vazio sei # j. A norma 
da decomposição D é o número |D| = maior diâmetro dos conjuntos 
Xi € D. Uma decomposição pontilhada é um par D* = (D, (£;)) onde 
& € X1,...,ék E Xk. Dadas a decomposição D = (X1,..., Xk} de X 
e a função limitada f: X — R, escreveremos, para cada i = 1,..., k, 
mi = m;(f) = inf.{f(x);x € Xi}, Mi = M;:(f) = sup {f (x);x € Xi} 


e definiremos a soma inferior e a soma superior de f relativamente à 
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decomposição D pondo, respectivamente: 


k k 
s(f;D)=5 mi vol. X; e S(f;D)=5 Mi vol Xi. 
i=1 i=1 


A soma de Riemann de f relativamente à decomposição pontilhada 
D* = (D, (£i;)) é definida por 


k 


SUD) = 5 (6) vol. Xi. 


i=1 


Um exemplo de decomposição é fornecido por uma partição P de 
um bloco A. Neste caso, os conjuntos X; da decomposição são os blocos 
Ber. 

Seja f: X — R integrável no conjunto J-mensurável X C R”. 
Nosso objetivo é provar que f y f(x)da é o limite das somas de Riemann 
X(f; D*) quando a norma |D| tende para zero. Isto significa que, para 
todo £ > 0 dado, pode-se obter ô > O tal que | fy f(a)da-D(f; D*)| < e, 
seja qual for a decomposição D de X com |D| < ô e seja qual for a ma- 
neira D* de pontilhar essa decomposição. Mostraremos também que 
vale a recíproca: se existe lim X(f; D*) = c então f é integrável sobre 


|D|—0 
X e fy f(x)dx = c. 
Nossa demonstração fará uso do lema seguinte. Lembremos que, 
se X,Y C R” são subconjuntos não-vazios e ô > 0 então a afirmação 
d(X,Y) < ô significa que existem x € X e y € Y tais que |x — y| < ô. 


Lema. Sejam Y C X CR” J-mensuráveis, com vol. Y = 0. Para 
todo € > O dado, existe ô > O tal que se D é qualquer decomposição de 
X com |D| < 6 então a soma dos volumes dos conjuntos X; € D tais 
que d(X;,Y) < ô é menor do que €. 


Demonstração: Dado £ > 0 podemos cobrir Y com uma coleção finita 
de blocos B cuja soma dos volumes é menor do que £. Tomando arbitra- 
riamente ô > 0, ponhamos cada um desses blocos B = II[a;, b;] dentro do 
bloco B’ = I[a;— 28, b;+26]. Evidentemente, lim vol. B’ = vol. B. Logo 


existe ô > 0 tal que a soma dos volumes dos blocos B’ ainda é menor 
do que £. Ora, se Z é um conjunto de diâmetro < ô tal que d(Z, B) < ô 
então Z C B'. Portanto, se D = (X1,..., Xk} é uma decomposição de 
X com |D| < ô, vemos que d(X;;Y) < ô > d(X;;B) < å para algum 
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B = X; C B'. Assim, a soma dos volumes dos conjuntos X; € D tais 
que d(X;,Y) < ô não excede a soma dos volumes dos blocos B’, logo é 
menor do que €. 


Teorema 10. Para toda função f: X > R, limitada no conjunto J- 
mensurável X C R”, tem-se 


/ Sede = jim s(f;D) e J ode = jim S4; D). 


Demonstração: Basta provar a segunda afirmação. Se somarmos uma 
constante c à função f, tanto a integral superior como o limite acima 
serão aumentados de c- vol. X. Logo podemos supor, sem perda de 
generalidade, que O < f(x) < K para todo z € X. Sejam A um bloco 
em R”, contendo X, e f: A — R a extensão de f tal que f(x) = O se 
xz E€ A— X. Queremos provar que, para todo € > O dado, podemos obter 
ô > 0 tal que, se D é qualquer decomposição de X com |D| < ô então 
IS(f; D) — fẹ f(z x)dz| < £. Ora, dado £ > 0, existe uma partição Py de 
A tal que 


S(f; Po) < J roa +e/2. 


Seja Y a reunião das faces próprias dos blocos de P . Temos vol. Y = 0. 
Pelo lema, existe ô > 0 tal que, para toda decomposição D de X com 
|D| < ô, a soma dos volumes dos conjuntos X; € D tais que d(X;,Y) < ô 
é menor do que c/2K. Seja, portanto, D uma decomposição de X 
cuja norma |D| é menor do que ô. Chamemos de Xa os conjuntos da 
decomposição D tais que d(Xa, Y) < ô. Os demais conjuntos de D serão 
chamados de Xg. Note que cada Xg deve estar contido no interior de 
algum bloco da partição P. [Do contrário existiriam pontos x,y E€ Xg 
em blocos distintos da partição, logo o segmento de reta |x, y] conteria 
algum ponto de Y. Como |æ — y| < ô, isto daria d(X5,Y) < ô, um 
absurdo.] Pondo Ma = sup.{f(£);£ E Xa} e Mg = suplf(x);x € 
Xg}, temos: 


S(f; D) = E Ma : vol. Xa + X Mg vol. Xg, 
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onde EM, : vol. Xa < K - X vol. Xa < €/2 e 


X Mg:vol. Xs = > | >, Mg-vol. Xg | <> Mg-vol. B= 
BEP \XgCB BEPo 


= S(f; Po) < lee +e/2. 


Assim, |D| < 5 => S(f; D) < [yf y f(x)dx +e. Mostraremos a seguir que, 
para toda decomposição D de - temos S(f; D) > Teto x)dz. Com 
efeito, seja Z a reunião das fronteiras dos conjuntos X; da DaN 
D. Temos vol. Z = 0. Pelo lema, existe ® > 0 tal que, para toda 
partição P do bloco A com |P| < 6”, a soma dos volumes dos blocos de 
P que intersectam Z é menor do que £/K. Tomando |P| < 6”, temos 
S(f;P) = © Mg- vol. B+¥ Mo -vol. C, onde chamamos de B os blocos 
de P que intersectam Z e de C os que estão contidos no interior de 
algum X; € D. [Observe que, sendo conexo, um bloco que não esteja 
contido no interior de algum X; deve intersectar Z, pelo Teorema da 
Alfândega.) Ora, 


X Mg: vo. B<K-Dvol.B<e e 


DMe-vol. C=) >; Me: vol. C SAM X vol. C Š 


i CCX: CCX; 


ES >; Mi- vol. X= BID), 


Logo fy f( x)dx < S(f; P) < S(f; D) +e. 
Como € > 0 é arbitrário, segue-se que fyf (x)\dz < S(f; D) para toda 
decomposição D de X. Isto conclui a demonstração. 


Corolário (da demonstração). Se f: X — R é limitada e não-negativa 
no conjunto J-mensurável X C R™ então 


f 1o = supali: D] e f tod = inf.S(f; D). 
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Teorema 11. Seja f: X — R uma função limitada no conjunto J- 

mensurável X C R™. A fim de que f seja integrável, é necessário e 

suficiente que exista o limite I = no E(f; D*). No caso afirmativo, 
>0 

este limite é igual à integral de f sobre X. 

Demonstração: Para toda decomposição pontilhada D* de X tem-se, 

evidentemente, 


s(f; D) < X(f; D*) < S(f; D). 


Pelo teorema anterior, se f é integrável, vale 


ne aS SU D)= f tod 


Logo, quando f é integrável, existe o limite 


lim X(f; D*) = f fædr 


|D|—0 


Reciprocamente, suponhamos que exista o limite 1 do enunciado. Para 
provar que f é integrável podemos, sem perda de generalidade, supor 
que f > 0. Dado arbitrariamente £ > 0, existe uma decomposição D = 
(X1,..., Xk} de X tal que |[N(f; DS) — I| < c/4 seja qual for a maneira 
de pontilhar D. Fixemos D e a pontilhemos de duas maneiras. Em 
primeiro lugar, podemos escolher em cada conjunto X; € D um ponto 
&i; tal que f(é;) < mi + e/(4k - vol. X;). Isto nos dá uma decomposição 
pontilhada D* com 


k k 
Xf;D)=53 f&) vol. Xi < X mi- vol. Xi+e/4= 
i=1 i=1 
= s( f; D) + €/4. 


De modo análogo, obtemos uma decomposição pontilhada D* tal que 
S(f;D) - e/4< E(f; DË). Desta maneira, 


D(f; D*) — É < s(f; D) < S(f;D) < X(f; D*) + 


Como os números X(f:; D*) e X(f; D*) pertencem ao intervalo I — 
e/4,1 + e/4), segue-se que s(f; D) e S(f; D) pertencem ao intervalo 
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(I — £€/2,I + €/2) e portanto S(f; D) — s(f; D) < £. Sendo e > 0 ar- 
bitrário, temos 


/  1æ)de = sup. sl D) = if- SC: D) = / Haja 


em virtude do corolário do teorema anterior. Logo f é integrável e sua 
integral é igual a T. 


Lema de Duhamel. Seja f: X >R integrável no conjunto J-mensu- 
rável X C R™. Para cada decomposição D = (X1,..., Xk} de X, supo- 


nhamos dados números m = m(D),...,;mk = nk(D) tais que o m = 
O. [Isto significa que, para qualquer € > O dado, pode-se obter ô > 0 tal 
que |D| < ô => Im(D)<e,...,Im(D)| < £€.] Nestas condições, tem-se 


lim E[S (£) + mi] vol. X; = f f(x)dx. 


|D|—0 


Demonstração: Basta observar que, sem; < €/ vol. X parai = 1,..., k, 
então X n; - vol. Xi < 


E i 
E X vol. X; = £, logo paa «vol. X; = 


0. Portanto lim X[f(£;) + m] - vol. X; = lim X f(£;) vol. X; + lim ÈE m - 
vol. X; = lim D f (£) - vol. X; = fy f(a)da. 


5 Integração repetida 


A redução de uma integral sobre um bloco m-dimensional (“integral 
múltipla”) a uma seqüência de m integrais de funções de uma variável 
(“integral repetida”) é um eficaz instrumento de cálculo, além de ter im- 
portância teórica, como constataremos, por exemplo, na demonstração 
do Teorema de Stokes, no Capítulo VII. Tal redução será provada agora. 
Dela decorre, em particular, o Teorema da Inversão de Ordem nas Inte- 
grais Repetidas, que demonstramos no Capítulo III, 86. 

Evidentemente, para reduzir uma integral sobre um bloco a suces- 
sivas integrais sobre intervalos basta considerar A = A x Ay C RP", 
onde 44 C R™ e A C R” são blocos, e mostrar que toda integral so- 
bre A se obtém integrando-se primeiro sobre As e depois sobre 4; (ou 
vice-versa). 

É o que faremos. Os pontos de A; x Á> serão escritos como (x,y), 
onde x € Ay, y E Avese f: Ay x À — R é integrável, sua integral será 
indicada com a notação ea f(x, y)dady. 
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Dada f: Aı x 44 —> R, para cada x € A; escreveremos fr: A2 > R, 
onde fr(y) = f(x,y), y E Ao. Portanto fr é essencialmente a restrição 
de f ao bloco n-dimensional {x} x A. Mesmo supondo f integrável, a 
função fy pode, para alguns valores de x € A; , não ser integrável. Com 
efeito, o conjunto dos pontos de descontinuidade de f tem medida nula 
em Rº"*" mas sua interseção com algum bloco {x} x A> pode não ter 
medida n-dimensional nula. 


Exemplo 7. Seja f: [0,1] x [0,1] — R definida por f(x,y) = 0 se 
x # 1/2, enquanto f(1/2,y) = 1 se y é racional e f(1/2,y) = 0 caso 
y seja irracional. O conjunto dos pontos de descontinuidade de f é o 
segmento vertical {1/2} x [0,1], que tem medida nula em R?. Assim, f 
é integrável. Para todo x £ 1/2, fr: [0,1] > R é identicamente nula 
e portanto integrável. Mas fı/2 é descontínua em todos os pontos do 
intervalo [0, 1], logo não é integrável. 


Observação: Pode-se mostrar (v., por exemplo, o Exerc. 5.3, adiante) 
que se f é integrável então o conjunto dos pontos x € A; tais que fr 
não é integrável tem medida nula. Isto é parte do importante “Teorema 
de Fubini”, o qual contém também o teorema que provaremos abaixo. 


Teorema da Integração Repetida. Seja f: Aı x A2 >R integrável 
no produto dos blocos Aı C R® e Ao C R”. Para todo x € Ay, seja 
fr: A2 > R definida por fely) = f(x,y) e ponhamos 


de= | Aou da= f, fe(y)dy. 


2 Ag 


As funções y, Y: A > R, assim definidas, são integráveis, com 


IOL Wla)da = 1 Peaid 
AY Aí Ajx As 


isto é: 


|, TC dady = |, do / , fenas) 
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Demonstração: Seja P = P; x P2 uma partição qualquer de A; x A2. 
Os blocos de P são os produtos Bı x B2, onde Bı € Pı e B2 € Po. A 
soma inferior de f relativa à partição P se escreve 


s(f; P) = E mp,xB: vol. Bı - vol. B2 = 
= o ba MBıxBə ` Vol. Bs | vol. Bj. 


BieP \B2€P2 


Para todo x € B1, mB,xB, = MBıxB-(f) < mB,(fx), logo 


> MB xB * vol. By < F mB, (fx): vol. Bs < y(x). 
B2€ P2 B2€ P2 


Como esta desigualdade vale para todo x € Bı , concluimos que 


` MBıx Bə ' vol. Bə < mM Bı (p). Daí 
B2€ Po» 


s(f; P) < `> mpg (p): vol. Bı = s(p; Pi). 
BEP; 


Analogamente se prova a desigualdade S(p; Pi) < S(f; P). Logo 
s(f; P) < sp; Pi) < S9; Pi) < SP), 


para qualquer partição P = Pı x P2. Como f é integrável, decorre ime- 
diatamente que y é integrável e que f4, p(x)dz = f4 xa, flv, y)dxdy. 
A afirmação sobre 1) se prova da mesma maneira. 


Corolário. Se f: 4, x 44 —> R é integrável então 


, do (J rena) E E (J 1a) - 


= f f(x, y)dxdy 
Ay x A2 


e valem mais 3 igualdades análogas, que se obtêm tomando integrais 
superiores e inferiores dentro dos parênteses. Em particular, se fx e fy 
são contínuas para quaisquer x E Ay ey E As (por exemplo, se f é 
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contínua) então 


l Ho. v)drdy = | dz ( feso)dy) = 
AX Ag Ay Ay 


= [tu (tando). 


Com efeito, tudo que se fez com x no teorema acima pode ser feito 
também com y. 


Exemplo 8. Seja X C [0,1] um conjunto de Cantor de medida positiva, 
como no Exemplo 3. Afirmamos que o conjunto Y = X x [0,1] não tem 
medida nula em R?. Com efeito, o quadrado A = [0,1] x [0,1] contém Y 
e a função característica xy: A — R é contínua em todos os pontos de 
A-Y. Se Y tivesse medida nula então f = xy seria integrável. Com 
a notação do teorema anterior, para todo x € [0,1] temos fy constante 
(iguala zero se x ¢ X, iguala 1 para x em X). Como y(x) = i fz(y)dy, 
segue-se que y: [0,1] — R é a função característica de X. Pelo referido 
teorema, y seria integrável, o que equivale a dizer que o conjunto X 
seria J-mensurável, o que é absurdo pois med. OX = med. X #0. 


Exemplo 9. Usando o conjunto Y do exemplo acima, exibiremos um 
aberto limitado U C R? que não é J-mensurável. Basta tomar qualquer 
retângulo aberto V em R?, contendo Y, e pôr U = V — Y. Então 
OU D Y, logo OU não tem medida nula, isto é, U não é J-mensurável. 


6 Mudança de variáveis 


A fórmula de mudança de variáveis para integrais simples é quase 
automática: na integral b f(y)dy, se h: [a,b] — R é de classe Ct, 
põe-se y = h(x) e dy = h'(x)dx. Quando x varia entre a e b, h(x) vai 


de h(a) até h(b) e tem-se: 


h(b) b 
f iom- / Filo) (ado. 
h(a) a 


Isto foi demonstrado, para f contínua, (sem supor h injetiva) no Vol. 1, 
pág. 326, como uma simples consequência do Teorema Fundamental do 
Cálculo. 


380 [CAP. VI: INTEGRAIS MÚLTIPLAS 


Para integrais múltiplas, a fórmula de mudança de variáveis se torna 


f f(y)dy = f f(h(x))-|det. R'(x£)|dz. 
h(X) X 


Aqui, supõe-se que h seja um difeomorfismo de classe C! numa vizi- 
nhança de X, mas f: h(X) > R é apenas integrável. Esta fórmula é o 
resultado mais importante deste capítulo. 

Comparando as regras de mudança de variáveis para integrais 
simples e múltiplas, acharemos natural que o determinante jacobiano 
substitua a derivada, mas dificilmente deixaremos de estranhar o valor 
absoluto. Por que ele não ocorre no caso de uma variável? A res- 
posta é: ele ocorre, sim, mas fica oculto por uma notação conveniente. 
(E não poderia deixar de ocorrer, pois a definição que demos no §1 deste 
capítulo para a integral de uma função de m variáveis inclui o caso 
particular m = 1.) 


Tudo começa com a convenção fer f(x)dx = — ff x)dz, que faz da 
integral simples uma integral “orientada”. E o a T = [a;b]; 
com a < b, indiquemos com a notação f, f q f(x)dx a integral da função 


f:I— R, o como no 81, já pi I é um bloco de dimensão 1. 
Então f, f g f(x)dx = i f(x)dx = — Sf x)dz. Se h é um difeomorfismo 
de classe E E I sobre o o J= a ), ou se tem h'(x) > 0 para 
todo x € [a,b], e então h(a) < h(b), ou vale h'(x) < 0 para todo x, donde 
h(b) < h(a). No segundo caso, pela fórmula provada no Vol. 1, tem-se 


(h(b) b 
Hj „10w =- f o [0u= 1 f(h(æ))(-h'(2))de = 
= | fhe f(x) |x" (&)|dz, 


fórmula que, evidentemente, também é válida no primeiro caso. 


Observação: O estudo de integrais múltiplas orientadas será feito no 
próximo capítulo, onde veremos que os integrandos mais naturais nesse 
caso são as formas diferenciais. 


O plano para a demonstração do Teorema de Mudança de Variáveis 
é o seguinte: primeiro provaremos uma fórmula para mudança linear de 
variável numa integral superior sobre um intervalo, depois demonstra- 
remos o teorema no caso particular em que o difeomorfismo h é uma 
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transformação linear invertível. Usaremos o caso linear para provar, 
então, o teorema geral. 


Lema 1. Sejam T: R > R definida por T(x) = ax + b, coma £0, e 
I C R um intervalo compacto. Dada f: J — R, limitada no intervalo 
J=T(I), tem-se 


J túndy = ol f toz + Byd: 


Demonstração: Observe que as partições Q = {to,..., tk} de J são 
todas do tipo Q =a-P+5=fa-so+B,...,a: sk + By, onde P = 
(so,...,Sk+ é uma partição de T se a > 0. Se for a < 0 então a partição 
P tem a forma P = (sp,...,81,80+. Logo 


S(f; Q) = © Mi(f)(ti — ti-1) =a: © Mi(foT)s; — si-1) = 
=-a-LMi(foT)(s;-1 — si), ou seja 


a Jo S(foT;P)sea>0 o ti 
no-[ ao a pla S(foT;P). 


Segue-se imediatamente que 
f Fou = lal f Fax+ Bas. 
Corolário. Sejam f: |a,b] > R uma função limitada e T: R > R 


definida por T(x) = ax + 8, com a £ O. Suponha que f se anula fora 
de um conjunto arbitrário Y C [a,b] e fora de T(Y) C [a,b]. Então 


J tos = [ tios + Blalda. 


Com efeito, tomemos um intervalo compacto T, tal que Y CIC [a,b] 
e J =T(I) c [a,b]. Usando o Lema 1, temos 


T tows E | tow > fto + B)laldz = 


—b 
= f toa + Balde. 
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Antes de passarmos ao próximo resultado observemos, de uma vez 
por todas, que se h: U — V é um difeomorfismo de classe Ct entre aber- 
tos de R” então (por h ser um homeomorfismo) tem-se h(0X) = Oh(X) 
para todo conjunto X tal que X c U. Além disso, como h é localmente 
Lipschitziana, se Y C U tem medida nula então h(Y) tem medida nula. 
Assim, se X é J-mensurávele X C U, sua imagem h(X) é J-mensurável. 
Finalmente, se f: h(X) — R então os conjuntos dos pontos de des- 
continuidade de fe foh: X — R estão relacionados pela igualdade 
Dior = hH(D f). Como h`! também é localmente Lipschitziana, segue- 
se que med. Dfon = 0 < med. Df = 0, isto é, f é integrável se, e 
somente se, f o h é integrável. 


Caso Linear da Mudança de Variáveis. Sejam T:R” > R” uma 
transformação linear invertível, X C R™ um conjunto J-mensurável e 
f: T(X) > R uma função integrável. Então 


| fds = | FT- a)|det. T|dz. 
T(X) X 


Demonstração: A observação básica é a seguinte: se a igualdade acima 
vale com T = T; e com T = To , então vale com T = TT). Ora, toda 
transformação linear invertível T: R” — IR” se exprime como produto 
de “transformações elementares” (necessariamente invertíveis) dos dois 
tipos abaixo. (Veja a prova no Apêndice a este parágrafo.) 


Tipo 1. x = (£1, %2,..., £m) > T - x = (p(£), ts. in), COM 
m 
plz) => aux; 
i=1 
Tipo 2. 5 (ss ta pai Ts 
= (Tires paes 


Basta, portanto, considerar os casos em que T é de um desses tipos. 
Seja, primeiro, T do Tipo 1. Escrevamos y(x) = ay - xı + 8. Como T é 
invertível, tem-se qy £ 0. Seja A = [a,b] x A’ um bloco m-dimensional 
contendo X e T(X), onde A é um bloco em R™-t. Para simplificar a 
notação, consideraremos f definida em A, igual a zero em A — T(X). 
Usando a notação y = (t,w) € A para os pontos de A = [a,b| x A, 
vemos que todo y = (t,w) € T(X) é da forma y = T(x) = (p(x),w) = 
(ais+68, w), onde x = (s,w). Usando o Teorema da Integração Repetida 
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e o Corolário do Lema 1, (no qual, para cada w € 4”, tomamos Y = 
Yu = {t € [a,b]; (t, w) € X)), temos 


it (ojdy = | fw pay = f dwf tolo) t)dt = 


a teta ais + B)janlds = 

E du f(ays + B,w)- |det. T|ds = 
A a 

— ) flais + B,w) . | det. T|dsdw = 
A 


= f IT-2): |det, T|dz. 
A 


Suponhamos agora que T: R™ — R” seja uma transformação elementar 
do Tipo 2. Então det. T = —1, logo | det. T| = 1. Devemos, portanto 
mostrar que Jr) (y)dy = fy f(T - v)dz quando T é do Tipo 2. Ora, 
para todo bloco 


B = |a, b1] xX -+ x [a;, bi] x + x [aj, bj] X -+ x [am, bm], 


temos T(B) = lar, bı] ERE aj, b;] XX [ai bi] Kewe lam; bm], logo T(B) 
é um bloco cujo volume é igual ao de B. Como o volume de um conjunto 
J-mensurável Z C R” é o ínfimo dos números XY vol. B; , onde os B; são 
blocos, com Z C BjU---U Bk, segue-se que vol. T(Z) = vol. Z para 
todo conjunto J-mensurável Z C R™. A integral Jro f(y)dy pode 
ser calculada por meio do Teorema 11. Toda decomposição T(X) = 
Yı U --- U Yk é tal que Y; = T(X;), onde X = XU---U X, é uma 
decomposição de X. Se & € Y; então & = T(m), m E€ Xi. Logo 


A o dy = dim 2 f(69) vol Yi = Jem EST: mo vol TO = 


= lim BIT -m)-vol. X; -f f(T - x) - dz, 
|D|-=0 x 


o que prova o teorema. 


Corolário. Seja X CR” um conjunto J-mensurável. Para toda trans- 
formação linear T: R” — R”, tem-se 


vol. T(X) = |det. T|- vol. X. 
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Com efeito, se T não é invertível então T(X) está contida na imagem 
de T, que é uma superfície de dimensão < m em R”, logo T(X) tem 
interior vazio, e daí vol. T(X) = 0 = |det. T|- vol. X, pois, neste caso, 
det. T = 0. Se, porém, T é invertível, aplicamos o teorema acima, com 
f=1:T(X) > R a função constante, igual a 1, e temos 


vol. T(x) = f Ledo = f 1- |det. T|dz = 
T(X) X 


= | det. rif 1 -dz = | det. T|vol. X. 
X 


Exemplo 10. Dados v1,...,Um E R”, indicaremos (agora e no que 
se segue) com a notação [v1,..., Um] o paralelepípedo gerado pelos ve- 
tores dados, o qual é, por definição, o conjunto dos pontos de R” 
que têm a forma tyvy + --- + tmum, onde ty,...,tm E [0,1]. Dire- 
mos também que [v1,..., Um] é o paralelepípedo que tem os vetores 
vi, -.., Um como arestas. Seja T: R” — R” a transformação linear tal 
que T-e1 = v1,...,T-em = vm - O paralelepípedo [vi,..., Um] é a imagem 


por T do cubo unitário C = [e1,...,em) = (x E R™”;0 < x; < 1}. Por 
definição, temos vol. C = 1. Logo, pelo corolário acima, concluimos que 
vol. [v1,..., Um] = | det. T| = | det. (v1,...,Um)|;, onde (v1,..., Um) éa 
matriz mxm cuja i-ésima coluna é o vetor v; . Se um dos vetores v; (diga- 
mos v; , por simplicidade) é perpendicular aos demais v; , então o volume 


do paralelepípedo é dado por vol. [v1,...,vm| = |v1|- volm-i[v2,..., Uml, 
onde vol -—1 significa o volume “(m — 1)-dimensional” do paralelepípedo 
cujas arestas são v2,...,vm- Isto é claro se v2,..., Um geram R"-1. O 


caso geral se reduz a este mediante uma transformação ortogonal (a 
qual preserva volumes de acordo com o Corolário). Evidentemente, se 
v1,-.., Um São linearmente dependentes, (ou seja, se T não é invertível) 
então vol. [v1,...,um| = |det. T| = 0. 


Definiremos ainda o volume orientado do paralelepípedo [vi,..., 
Um| C R” pondo vol. [v1,..., Um] = det. (v1,..., Um). Neste caso, o vo- 
lume possui sinal e a ordem em que são numeradas as arestas v1,...,Um 
é relevante. Os volumes orientados serão úteis no capítulo seguinte. 


A demonstração do caso geral do teorema será precedida de dois 
lemas. O primeiro é de natureza topológica. 
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Lema 1. Sejam X compacto, contido no aberto U C R”, eg: U xU —> 
R contínua, com p(x,x) = 1 para todo x E€ X. Dado e > 0, pode-se 
obter ô > 0 tal que |p(x,y)— 1| < £ quaisquer que sejam x,y E X com 
ly— z| <ô. 


Demonstração: Se o lema fosse falso então, para cada k € N, existi- 
riam £k, Yk E X tais que |xk — yk| < 1/k e |p(£k, yk) — 1| > £. Passando 
a subseqüências, se necessário, (pois X é compacto) pode-se admitir que 
lim zk = limy =a € X. Pela continuidade de «p, resultaria |p(a,a) — 
1| > £, uma contradição. 


Lema 2. Sejam U,V C R™ abertos, h: U > V um difeomorfismo 
de classe C!, X C U um compacto J-mensurável e N = N(h;X) = 
sup .{|R'(x)|;£x e X}. Então h(X) é J-mensurável e vol. h(X) < N”. 
vol. X. 


Demonstração: Consideremos em R” a norma do máximo. Suponha- 
mos inicialmente que X = € seja um cubo de centro p, cuja aresta mede 
a, isto é, © = {x € R™”;|xz — p| < a/2}. Pela desigualdade do Valor 
Médio, x € C => |h(x) — h(p)| < N - a/2. Isto significa que A(C) está 
contido no cubo D = {y € R”; |y — h(p)| < N -a/2), cuja aresta mede 
N - a, logo vol. h(C) < vol. D = N™ -a™ = N™ . vol. C. No caso ge- 
ral, tomemos arbitrariamente € > 0. Sabemos que |h'(x)|” < N™ +e 
para todo x € X. Pela continuidade de h’, existe um aberto Uọ tal que 
X C Uo C U e |R’ (y)|” < N™+e para todo y € Eos Consideremos cubos 


Cr,...,Cyr tais que X C C1 U +U Ck C Uo e X vol: C; < vol. X +e, 


Para cada à = 1,...,k, ponhamos N; = N(h; T) = sup .(|h'(y)|;y € 
Ci), o que dá N?” < N™ + É Temos h(X A C Uh(C;), logo, como 


provamos acima, vol. h(X) < 2 vol. A(C;) < » N” vol. Ci < (N™ + 


e)-D vol. C; < (N™+e)(vol. Kie Como € > Dé é arbitrário, concluimos 
que vol. h(X) < N™ - vol. X. 


Teorema de Mudança de Variáveis. Sejam h: U — V um difeomor- 
fismo de classe C! entre abertos U,V C R”, X C U um compacto J- 
mensurável e f: h(X) > R uma função integrável. Então foh: X —> R 
é integrável e 


/ f(y)dy = f F(h(x)) - | det. h'(a)jdz. 
h(X) X 
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Demonstração: Entre os conjuntos de pontos de descontinuidade de 
f e fo h existe a relação Djon = hH(D;). Como Dp tem medida 
nula e A”! é localmente Lipschitziana, D fon tem medida nula, ou seja, 
f o h é integrável. Para demonstrar a fórmula, notemos que basta 
considerar o caso em que f > 0, e que as decomposições pontilha- 
das de h(X) têm a forma (h(X1),...,h(Xy):; h(61),..., h(£x)), onde 
(X1,..., Xk;€1,...,6%) é uma decomposição pontilhada de X. Portanto 


k 
fx) O= ER E IHE von) 


Dada a decomposição pontilhada D* do conjunto X, ponhamos T; = 
h'(&), Ni = sup {|T7" - h'(x)|;x € Xi} e mi = m(D) = N; — 1. Segue- 
se do Lema 1, com y(x, y) = |h'(y)! - h'(x)|, que para todo € > 0 
dado existe ô > O tal que |D| < ô => |m| < £. Noutras palavras, 


| o mi(D) = 0. Usando o Caso Linear e o Lema 2, podemos escrever: 
D|>0 


vol. h(X;) = vol. T;- T 1. h(X;) = | det. Ti]: vol. T7! h(X;) < 
< |det. TIN” vol. X; = | det. h(E)| (1 +m)” vol. Xi. 


Levando em conta que f > 0 e usando o Lema de Duhamel, obtemos 


f f(u)dy < lim E f(h(&)) - |det. P(E) (1 +m)” vol. X; = 
h(X) |D|=>0 


= f f(h(x)) - det. |h'(x)| - dz. 
X 
Esta desigualdade contém a igualdade desejada. Com efeito, aplicando 
à última integral acima a mudança de variáveis AL: A(X) > X e 


observando que, para x = h™t (y), vale | det. h'(x)|-| det. (hY (y)| = 1, 
temos 


J EHE) ldt. Kæde < 
X 


< f fhh™}(y) | det. h'(x)| - |det. (17) (y)|dy = 
h(X) 


E / f(y)dy. 
h(X) 
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APÊNDICE 


Provaremos que toda transformação linear invertível T: R” > R” 
se escreve como produto T = E, - E2... Ep de transformações lineares 
elementares (necessariamente invertíveis) dos Tipos 1 e 2 definidos na 
demonstração do Caso Linear do teorema da mudança de variáveis. 

Para começar, notamos que toda transformação linear da forma 


EE Dress (tipies tits PRE) Titis ada 


onde y(x) = ayx/+--+am Em , é produto de uma transformação do Tipo 
1 por uma do Tipo 2. Logo não há prejuízo em admitir as transformações 
da espécie acima entre as elementares. Observemos que det. E = ai, 
logo E é invertível se, e somente se, a; £ 0. 

Dada T: R™ — R” invertível, mostraremos que é possível multipli- 
car T sucessivamente por transformações lineares elementares até obter 
a transformação identidade. Procedendo por indução, basta provar que 
se T é da forma 


Teg = (pilt) pT) ator ado 


onde pr(x) = ax +- + amim (r = 1,2,...,1), então podemos 
encontrar transformações elementares F1, E» tais que 


TE, E» -T = (& (x), Kas alr): Titiri wi Bi): 


Ora, as į primeiras linhas da matriz de T são os vetores (ar1,..., Gm) € 
as linhas seguintes são os vetores e;,1,...,em da base canônica de R”. 
Logo det. T = det. (ars), 1 < r, s < i. Como det. T £ 0, deve existir 
algum s, com 1 < s < i, tal que ais £ 0. Seja E, a transformação 
elementar (do Tipo 2) que consiste em permutar as coordenadas x, e 
xi. Considerando S = T. Ey, temos 


S "= (vn (x), ... Etna; diti mh 


com W;(x) = bixi + --- + bm zm , onde b; £ 0. Portanto a transformação 
elementar E-x = (x1,...,%;-1, YilT), Zi+1,---, £m) é invertível. A trans- 
formação E, = E”! é da mesma espécie que E e cumpre y;( E2: £) = xi. 
Logo, pondo &;(x) = y;(E2 - x), temos 


TErEg +x = DEseme (Bio) -Eii (2), Ti, titty Dad) 


como queríamos demonstrar. 
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Exercícios 


$1. 


1, 


1.2. 


1.3. 


1.4. 


1.5. 


1:6; 


1:7: 


Sejam P e Q partições do bloco m-dimensional A. Um bloco m-dimensional 
B pertence à partição P + Q se, e somente se, é interseção de um bloco de P 
com um bloco de Q. 


Seja f: A > R uma função definida no bloco m-dimensional A, tal que m < 
f(x) < M para todo x € A. Dada uma partição P de A, existe uma partição 
Q do bloco (m + 1)-dimensional A x [m, M] tal que S(f; P) — s(f; P) é a soma 
dos volumes dos blocos de Q que contêm pontos do gráfico de f. 


Sejam f,g: A — R limitadas no bloco A. Prove que 


3 f(æ)dz + /, o(e)d < f UE + oode < 
< f ire 2) + g(a) Ido < f f(x) do f g(2)dz 


Dê um exemplo em que todas as desigualdades acima são estritas. Prove 
também que Le f(x)dx = cf f(x)dx sec>0e Je f(x)dx = cff x)dx 
quando c < 0. Estabeleça o resultado análogo para a integral superior. Prove 
ainda que se f(x) < g(x) para todo x € A então 


Jte ss f g(æ)dz e fte s< f g(x)dz. 


Sejam f: A — R, g: B — R funções limitadas não-negativas nos blocos 4, 
B. Defina y: A x B — R pondo (x,y) = f(x) - gly). Prove que 


feed = | toa: f owa 


e que vale um resultado análogo para integrais inferiores. 


Se f,g: A — R são integráveis, prove a desigualdade de Schwarz: 


/ Hetejdo) < | rodo: f gaas 


Dados os blocos m-dimensionais B1, ..., By, contidos no bloco m-dimensional 
A, existe uma partição P de A tal que cada bloco B; é reunião de blocos de 
P. Se cada interseção B; N B; é (vazia ou) uma face comum a B; e B;, então 
P pode ser tomada tal que B; € P para todo i. 

Seja f: A — R tal que 0 < f(x) < M para todo x pertencente ao bloco A. 
Considere o conjunto C(f) = ((z,y) € A x [0, M]; 0 < y < f(x£)}. Mostre que 


f rod = Jaux 


Estabeleça o resultado análogo para integral inferior. 
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82. 


2.1: 


2.2. 


2.3. 


2.4. 


2.5. 


2.6. 


2.1. 


2.8. 


Se X C R” tem medida nula então, para todo Y C R”, o produto cartesiano 
X xY tem medida nula em R”+”., 


Seja f: [a,b] > R” (n > 1) um caminho contínuo retificável. Prove que 
f(la,b]) tem medida nula. [Observação: Existem “curvas de Peano”. Cada 
uma delas é um caminho contínuo f: [0,1] — R”, cuja imagem contém um 
cubo em R”.] 


Dados X C R? e v € R’, seja X +v = {x +v;x € X}. Sejam M,N CR? 
superfícies de classe C! tais que dim. M + dim. N < p. Mostre que é denso 
em R?” o conjunto dos vetores v, tais que M +v e N são conjuntos disjuntos. 
Sugestão: Prove que o conjunto dos pontos x — y ERP, onde xe M eyeN, 
tem medida nula.) 


Diz-se que duas superfícies M,N C R? se intersectam transversalmente em 
R” quando, para todo x € M N N, vale R? = TM + T;N. [Note que a 
definição é fraseada de tal modo que M N N = Ø => M e N se intersectam 
transversalmente.] Mostre que M +v e N se intersectam transversalmente em 
R? se, e somente se, v € R? é um valor regular da aplicação y: M x N > R’, 
(x,y) = y — x. Conclua que, se dim. M + dim. N = p então o conjunto dos 
vetores v € R? tais que M +v e N se intersectam transversalmente em R? é 
denso em R?. 


Para todo vetor unitário u € R?, seja Eu C R? o subespaço de dimensão p — 1 
formado pelos vetores perpendiculares a u e seja Tu: R? — Ei a projeção 
ortogonal cujo núcleo é formado pelos múltiplos de u. Dada uma superfície 
M CR”, de classe C!, se p > 2.dim.M + 1 então é denso em SP7} o conjunto 
dos vetores unitários u € R? tais que a projeção mu aplica M injetivamente 
em Eu. [Sugestão: Considere N = {(x,y) € M x M;x Æ y} C R”, defina 
p: N = St, (x,y) = E — E e observe que mu|M é injetiva se, e somente 


se, u não pertence à imagem de g.] 


Seja M C R? uma superfície de classe C°. Se 2.dim.M < p então a reunião 


X = UU TM dos espaços vetoriais tangentes a M em todos os seus pontos é 
zeM 
um conjunto de medida nula em R?. 


Seja f: U — R de classe C? no aberto U C R™. Para cada a € R” considere 
a função g = ga: U >R, definida por g(x) = f(x) — (a, x). Mostre que existe 
um conjunto X C R” de medida nula tal que, para todo a ER” — X, gé 
uma função de Morse (isto é, seus pontos críticos são todos não-degenerados). 
Conclua que, dada f € C? e dado e > 0, se U é limitado, existe uma função 
de Morse g: U >R tal que |f(x) —-g(x)| < celdf(x)-v— dg(x) -v| < eļv| para 
quaisquer x € U e v € R”. 


Seja p um número real > 0. Diz-se que um conjunto X C R™ tem p-medida 
nula (no sentido de Hausdorff) quando, para todo € > 0 dado, pode-se escrever 
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X = XU--UX;U... com 5º (diam. X;)? < e. Escreve-se, então, mp(X) = 0. 
i=1 
Prove: 


a) X C R” tem m-medida nula se, e somente se, med. X = 0. 


b) Um compacto X C R” tem p-medida nula se, e somente se, para todo 
e > 0, pode-se escrever X = Xı U --- U X;, com (diam. X1)? +--+ (diam. 
X)” <E: 

c) Se M C R” é uma superfície de classe C! e dimensão m então mp(M) = 0 
se p >m e mp(M) #0 se p= m. 


Seja K C R” x [a,b] compacto. Para cada t € [a,b], seja K, = {x ER”; (x,t) € 
K}. Se, para todo t € [a,b] tem-se med. K, = 0 então med. K = 0 em R”*. 


Dê exemplo de uma função descontínua f para a qual a oscilação w(f;x) é 
uma função contínua de x. Dê também exemplo de uma função f tal que 
q + w(f;x) admita uma infinidade de pontos de descontinuidade. 


Seja f: X — R limitada no conjunto compacto X C R”. Mostre que existe 
um ponto xo € X no qual a oscilação da função f assume seu valor máximo. 
Dê um exemplo mostrando que o mínimo pode não ser atingido. 


Indicando genericamente com a notação D, o conjunto dos pontos de descon- 
tinuidade de uma aplicação y, mostre que se a composta go f faz sentido então 
Dgof C Df U f!(D,). Dê exemplo em que esta inclusão é estrita. 


Se f: A > R, definida no bloco A, é integrável e g: [a,b] — R é contínua 
num intervalo contendo f(A) então go f: A > R é integrável. (“Uma função 
contínua de uma função integrável é integrável.”) 


Seja f: A > B contínua tal que |f(x) — f(y)| > clz — y| com c > 0 constante 
e x,y E A quaisquer. Prove que, para todo g: B —> R integrável, a composta 
go f: A>R é integrável. 


Defina um homeomorfismo f: [0,1] — [0, 1] que leve um conjunto de Cantor de 
medida positiva sobre o verdadeiro conjunto de Cantor C. Considere a função 
integrável g = xo: [0,1] — R. Mostre que a composta go f: [0,1] — R não é 
integrável. 


Se uma função f: A > R, limitada no retângulo A C R”, é integrável então, 
seu gráfico tem volume zero. E a recíproca? 


Se X C R” tem volume zero, o mesmo ocorre com X. E medida nula? 
Se uma sequência de funções integráveis fk: A — R converge uniformemente 


para uma função f: A— R, então f é integrável e dim Ja fe(x)dz = f, f(x)dx. 


Seja f: A — R limitada e > 0 no bloco A C R™. A fim de que f seja integrável, 
é necessário e suficiente que o conjunto C(f) = f(x,y) E R®”Ht;x € A, 0<y< 
f(x)} seja J-mensurável. No caso afirmativo, tem-se f} f(x)dx = vol. C(f). 
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3.11. 


3.12. 


3.13. 


3.14, 
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4.1. 


4.2. 
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5.1. 


5.2. 


5.5. 


5.4. 


Sejam f: X — R contínua, limitada no conjunto J-mensurável X e zo E€ X. 
Para cada n € N, seja X, um conjunto J-mensurável de volume positivo, tal 
que Xn C X N B(xo;1/n). Prove que 


lim b a f(x)dx = f (xo). 


n> vol. Xn 


Sejam U C R” um aberto J-mensurável e (K;) uma sequência de compactos J- 
mensuráveis tais que K; C int Ki+ı para todo i € N e U = U Ki. Prove que, 
para toda função integrável f: U — R, tem-se f, f(x)dx = lim fẹ, f(a)dz. 


Se f: A — R é integrável então, para todo ô > 0, o conjunto Es = {x € 
A;w(f; x£) > ô} tem volume zero. 


Sejam X,Y C R” conjuntos J-mensuráveis. Prove que o conjunto X — Y = 
{x € X;z ¢ Y} é J-mensurávele que vol. (X — Y) = vol. X — vol. (X NY). 


Seja f: A — R uma função real arbitrária, definida num bloco A. Se existe o 
limite im >C; P*) então f é limitada. 


Seja f: X — R uma função integrável no conjunto J-mensurável X. Mostre 
que ainda se tem fọ f(x)dx = l no E(f; D*), mesmo se na soma de Riemann 
D|>0 


X(f; D*) considerarmos apenas as parcelas que correspondem aos conjuntos 
X; da decomposição D que não têm pontos em comum com a fronteira de X. 


Sejam f: A — R integrável no bloco Ae X C A um subconjunto J-mensurável. 
Para cada partição pontilhada P* do bloco A, considere as seguintes somas 
de Riemann adaptadas ao conjunto X: X(f; P*) = soma das parcelas f(£;)- 
vol. B; tais que B; está contido no conjunto X, Xə( f; P*) = soma das parcelas 
F(&:) - vol. Bj tais que B; tem algum ponto em comum com X. Prove que 


Jx fade = lim Di(f:D')= lim Da(f:D'). 


Sejam y: [a,b] > Req: [c,d] — R integráveis. A função f: [a,b] x [c,d] >R, 
definida no retângulo A = [a,b] x [c,d] por f(x,y) = p(x)y(y), é integrável e 
Ja f(x, y)dedy = ( fè ela)de) ( S$ U(y)dy). 

Seja T = {(z,y,z) € R?;z > 0,y > 0,z > 0,£+y+z < 1}. Mostre que 
vol. T = i dz f? dz Ee dy = 1/6. 
Seja f: A x B > R integrável no bloco A x B C R™™”, produto cartesiano 
dos blocos A C R” e B C R”. Prove que existe um conjunto de medida nula 
X C A tal que, para todo x € A — X, a função fs: B > R, definida por 
f(y) = f(x,y), é integrável. 
Sejam A = [0,1] x [0,1], 


(ilimitada) definida por f(x,y) = 


Ao = A — {0} e f: Ao > R a função contínua 


£— 
Y ai Mostre que se tem 


(x +y) 


[æf tenas e [uf tenes, 
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6.1. 


6.2. 


6.3. 


6.4. 


6.5. 


6.6. 
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observando que, em ambos os casos, a segunda integração é imprópria. 

Sejam y, 4%: [a,b] — R funções contínuas tais que y(x) < y(x) para todo 
x € [a,b]. Mostre que o conjunto X = { (x,y) € R°; x € fa, b], p(z) < y < y(z)} 
é J-mensurável e que, para toda função contínua f: X > R, tem-se 


f f(x, y)drdy = f “de Í fado 


(Princípio de Cavalieri.) Sejam X,Y C R”*! conjuntos J-mensuráveis tais 
que, para cada t € R, as secções X, = (re R”; (x,t) E€ X} e Yı = {y E 
R”; (y, t) € Y) são ainda J-mensuráveis e têm o mesmo volume em R”. Prove 
que vol. X = vol. Y. 


Seja f: U — R” de classe C! no aberto U C R”. Para algum a € U, seja 


$ a m m : a vol. F(Bla; r]) es t 
f'(a): R” — R” um isomorfismo. Mostre que lim OL Bin Bla o det. f'(a)|. 


No exercício anterior, mostre que se f'(a) não for um isomorfismo, então 
._ vol. f(Bla;r]) 

lim ——— ~ = 0. 

r20 vol. Bla;r] 

Seja f: R” — R” um difeomorfismo tal que f(B) C B, onde B é a bola 
unitária fechada de R”, e |det. f(x) < 1 para todo x € B. Prove que, 
para toda função contínua g: B — R tem-se lim Jeremy 9(n)dz = 0, onde 
f” =fofo---of(n fatores). 

Seja f: D — R uma função contínua no disco fechado D C R?, de raio 1 e 
centro na origem. Para todo n € N, mostre que Ís f=n2. Ía Hex? + 
y)""!dady onde z = x + iy. Por outro lado, se X C R? é um conjunto J- 
mensurável, contido num ângulo de vértice na origem medindo 27 /n radianos, 
eg: X — R é uma função contínua limitada então 


[aze] (2)? +y?) ', onde Y = [2";2 € X}. 
Y x 


Seja U C R” um aberto (limitado ou não). Uma exaustão de U é uma 
sequência de compactos J-mensuráveis K; C U tais que U = UK; e Ki E 
int. Ki+ı para todo à € N. Dada uma função contínua f: U — R (limitada 
ou não) diz-se que a integral imprópria lo f(x)dx é convergente quando, para 
toda exaustão U = U Ki, existe o limite dim J K; f(x)dx e seu valor é inde- 


pendente da exaustão tomada. Mostre que a integral imprópria Jo Fla)da é 
convergente se, e somente se, f, |f(x)|da é também convergente. 


Seja f: U — R uma função contínua não-negativa no aberto U C R”. As 
seguintes afirmações são equivalentes: 


1) Para alguma exaustão U = U K;, existe o limite lim fẹ, f(a)da; 


2) Existe uma constante c > 0 tal que fẹ f(x)dx < c para todo compacto 
KCU; 
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6.7. 


6.8. 


6.9. 


6.10. 


3) A integral imprópria f, f(x)dx é convergente. [Sugestão: Use o Teorema 
de Borel-Lebesgue para mostrar que se U = UK, é uma exaustão e 
K C U é compacto então existe i € N tal que K C Ki] 


Seja f: U — R definida em U = {(z,y) € RZ;a > 0,y > 0} por f(x,y) = 


2 2 
et tY"). Considere a exaustão U = U Lk , onde 


p= fre <r<k <o<5-Fh 


1 1 
' k k k 
use coordenadas polares e conclua que a integral imprópria la f(x, y)dady é 


convergente e vale 7/4. Por outro lado, usando a exaustão U = UK;, onde 


K; = [ei x [il mostre que f, f(x, y)dzdy = (Jo e dt)”. Conclua 
i 


A 


que ff el dt = va 


Seja f: U — R definida em U = L(x,y) E Rx > 0,y > 0) por f(x,y) = 
sen(x2 + y?). Use a fórmula sen(a + b) = sena - cosb + cosa - senb para 
mostrar que se U = UK; é uma exaustão de U por meio de quadrados com 


lados paralelos aos eixos então lim f(x)dx = - Por outro lado, usando 
1—0 Ki 


a exaustão U = U Ly, onde 
Inmet ERE <rShk 


mostre que não existe lim f, f(x)dx. 
k— oo k 


Seja f: U x V — R contínua no produto dos abertos U CR” e V cC R” 
(limitados ou não). Se a integral imprópria f uxy J é convergente então valem 
as igualdades 


fif tenus f a f Heajde= f F 


Use as coordenadas polares para mostrar que 


/ dxdy =” 
pa WFH SÉ 


[Observação (Para ser entendida depois da leitura do Capítulo VII.) Sejam 
PH C Rº, respectivamente, o plano z = 1 e o hemisfério superior aberto 
de centro 0 e raio 1. Considere o difeomorfismo f: P — H, definido por 
F(x,y,1) = EuD = 
V2 +y? +1 
acima é a restrição da forma elemento de ângulo sólido ao plano P. Logo é 
igual a f“w, onde w é a forma elemento de área de H. Portanto a integral 
acima representa a área de H, ou seja, é igual a 27, resultado obtido sem 
cálculo algum.] 


(restrição a P da projeção radial). O integrando 
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Sejam B4 a bola fechada de raio 1 com centro na origem de Rº e Bs 
a bola análoga em R. Mostre que o volume de B4 é igual a 


2. f V1- (22 +y? + z2)dxdydz. 
B3 


Tomando coordenadas esféricas x = rcospcos0, y = rcosysenĝ e 
z = rsen 9, mostre que o volume de B4 é igual a 


n/2 27 1 
2f do | a f r? cosoy1-— r2dr 
—n/2 0 0 


e conclua que vol. By = 7º /2. Mais geralmente, mostre que o volume de uma 
bola de raio r em R4 é m2r!/2. 


Seja Vm (7) o volume da bola de centro na origem e raio r em R”. Prove que 
se tem a relação indutiva Vn+ı(r) = 2: Va(1) Jo (r? — t?)™/? dt e conclua daí 


que Vm(r) = Part (5)! quando m é par e 


se m é ímpar. Observe que destas fórmulas resulta um fato curioso: 


lim Vm(r) = 0. 


m— oo 


Capítulo VII 


Integrais de Superfície 


1 Formas alternadas 


Neste parágrafo, desenvolveremos os fundamentos algébricos neces- 
sários para estudar as formas diferenciais de grau maior do que 1. As 
noções que vamos abordar pertencem à Álgebra Multilinear. Nosso 
maior interesse será focalizado no dual E* de um espaço vetorial E, 
de dimensão finita sobre os reais. 

Para o que se segue, convém deixar explícito que uma base num 
espaço vetorial E é uma família linearmente independente máxima 
(e;)icr, de elementos de E, com índices num conjunto J. Uma família 


com índices no conjunto 1 = (1,2,...,7r) é chamada uma lista, uma 
sequência de r elementos, ou uma r-lista. Quando for 1 = (1,2,...,r), 
escreveremos a base (e;)J;er como (ey,...,er;, que é uma notação tra- 


dicional, embora abusiva. À preocupação de considerar uma base como 
uma família, em vez de um conjunto, não é um simples pedantismo. Sem 
isto, por exemplo, não ficaria bem definida a matriz a = (a;;) de uma 
transformação linear A: E — F, relativamente às bases (e;);jey em E e 
(filier em F. Como se sabe, para cada į € T e cada j € J, o elemento 
aij (que se diz pertencer à i-ésima linha e à j-ésima coluna de a) é a 
i-ésima coordenada do vetor A - e; relativamente à base (f;). Ou seja, 
tem-se A- ej = 5 aij fi para cada j € J. Se permutarmos os índices de 
i€l 

uma das bases, aena outra matriz. 

Dados os espaços vetoriais E, F, uma aplicação q: Ex --.xE > F, 
definida no produto cartesiano de r fatores iguais a E, diz-se r-linear 
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quando seus valores (v1, ..., Ur) dependem linearmente de cada uma 
das variáveis v1,..., Up E€ E. Mais explicitamente, devemos ter 
pU,- Ui H Wi.. Ur) = lui, o cespe su) 
dolo ses Wiz.. -3 Ur) 
e 


Mt ess A Ui eus Ur) E A PlU Uea Ur) 


quaisquer que sejam v1,..., Ui, Wi... sv, EBelEeR. 

Teorema 1. Sejam y, Y: Ex --:.x E > F aplicações r-lineares e 
G um conjunto de geradores do espaço vetorial E. Se p(vy,...,vr) = 
ú(vi,..., Ur) qualquer que seja a r-lista (v1,..., ur) de elementos de G, 
então p = 4. 

Demonstração: (Indução em r.) Ser = 1 então y,y: E > F são 
aplicações lineares. Para todo x € E, tem-se x = Dajv;, v E G. 


Portanto y(x) = p(D aivi) = E ap (vi) = E aip (vi) = YÈ aivi) = día). 
Supondo o teorema verdadeiro para r—1, introduzimos, para cada v € G, 


as aplicações (r — 1)-lineares Yy, Yy, definidas por pu(x1,...,Xr-1) = 
(tias rea) € Yolz1,...,£r—1) = Y(z1,---,£r—-1,V). Pela hipótese 
do teorema, Yy e Py, assumem o mesmo valor em todas as listas de 
r — 1 elementos de G. Por indução, concluimos que py = Yw, isto 
é, que y(£1,...,Zr—1,V) = Y(z1,...,€r—1,V), quaisquer que sejam os 
elementos 714,...,%-1 E E ev € G. Como todo elemento x, E€ E é 
combinação linear de elementos de G, vemos que para z1,..., £p E E 


quaisquer vale 


lie ca = lts don) D Titra w= 


= Et PU pe sasTrsito) = WÚLIueegir); 


isto é, p =). 

Teorema 2. Seja fei,...,emt uma base do espaço vetorial E. Para 
cada r-lista o = (à1,...,ir) de inteiros entre 1 em suponhamos dado 
um vetor Ws E F. Nestas condições, existe uma única aplicação r-linear 
p: Ex:-:xE>F tal que p(e;n,e;,---,€;,) = Wo, Seja qual for a lista 
O = inss gta 


Demonstração: Consideremos inicialmente r = 2. Para cada par or- 
denado (i, j) de inteiros, compreendidos entre 1 e m, é dado um vetor 
wij E F. Quaisquer dois vetores x,y E€ E se escrevem como x = E aiei 
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ey = X pjej, com os coeficientes a; e 3; univocamente determinados. 
Definimos então q: E x E — F pondo y(x, y) = E aißjwij. Evidente- 
mente, y é bilinear e cumpre y(e;,e;) = wij. No caso geral, apenas a 
notação é mais elaborada. Dados arbitrariamente x14,...,1, E€ E, temos 


m 
xi => qe; (i=1,...,r), onde os aij são univocamente determina- 
j=1 


dos. Pomos então: 


Olti Er) = J Ali © Qiz - - - Ari, “Ugo 
o 


a soma se estendendo a todas as r-listas o = (i1,...,ir) de inteiros 
compreendidos entre 1 e m. A unicidade segue-se do Teorema 1. 

Para definir uma aplicação r-linear basta, portanto, dar (arbitra- 
riamente) seus valores em todas as r-listas de elementos de uma base 
prefixada. Neste caso, diz-se que a aplicação foi obtida estendendo-a 
linearmente a partir desses valores. 

As operações usuais de soma de duas aplicações e produto de uma 
aplicação por um número fazem do conjunto das aplicações r-lineares 
p: Ex:--x E > F um espaço vetorial, que designaremos por L,. (E; R). 

Uma aplicação r-linear py: E x -x E > F chama-se alternada 
quando se tem y(v1,..., Ur) = 0 sempre que a sequência (v1,...,Vr) 
possuir repetições (isto é, existirem i Æ j com v; = vj). 

A fim de que py € L,(E; F) seja alternada, é necessário e suficiente 
que seja anti-simétrica, isto é, que 


lUs Visas Urso) = QU cap eres e ee 06) 


para quaisquer v1,..., Up E E. 
Para provar isto escrevamos simplesmente o primeiro membro da 
igualdade acima como y(v;, vj). Então, y alternada implica 


0 = (vi; + vj wi + v;) = (vi, vi) + (vi, vi) + pluz, vi)+ 
e p(v;, vj) = (vi, vj) a p(v;, vi), 


logo (vi, vj) = —y(v;, vi), portanto q é anti-simétrica. 
Reciprocamente, se y é anti-simétrica então p(v,v) = —y(v,v), donde 
2-p(v,v)=0e (v, v) = 0, logo y é alternada. 
Usaremos a notação A,.(E; F) para indicar o conjunto das aplicações 
r-lineares alternadas de E em F. Como se vê facilmente, A, (E; F) é um 
subespaço vetorial de L, (E; F). 
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Estaremos interessados, de modo especial, nas aplicações r-lineares 
alternadas q: E x --- x E > R, que chamaremos formas r-lineares 
alternadas ou, simplesmente, r-formas. O espaço vetorial A, (E; R) será 
indicado pela notação simplificada A, (E). 

Os elementos de A, (E) são também chamados formas alternadas de 
grau r. Em particular, as formas alternadas de grau 1 sobre E são os 
funcionais lineares. 

Para o que se segue, será conveniente convencionar que Ag(E) = R, 
isto é, que as formas de grau zero são os escalares. 


Exemplo. 1) Toda aplicação linear y: E — F é alternada, já que não é 
possível violar a condição de anti-simetria. Assim, Aj(E;F) = L(E; F). 
Em particular, A1 (E) = E* = dual de E. 

2) Toda aplicação r-linear y: Rx---xR>F é da forma p(ti,...,tr) = 
tato ...t;v onde v = p(1,...,1). Quando r > 1, vemos que qy alternada 

v=0 => y =0. Assim, A(R;F) = {0} ser > 1. 

3) Sejam f, g € E*. Definimos a forma bilinear alternada q: Ex E > 
R pondo p(u,v) = f(u) - glv) — f(v) - glu) para quaisquer u,v € E. 
Evidentemente, se g = c: f, a forma ọ é identicamente nula. Mas, se 
f e g são linearmente independentes, podemos obter vetores u,v € E 
tais que f(u) = 1, f(v)=0, glu)= 0, g(v) = 1, donde (u,v) = 1 
ey + 0. Este primeiro exemplo não-trivial de forma alternada será 
generalizado logo mais abaixo, no Exemplo 6. 

4) O produto vetorial p: R? x R? — Rê, p(x,y) = z xy, é a aplicação 
bilinear definida de acordo com o Teorema 2, do seguinte modo. Toma- 
mos a base canônica {e1,e2,€3} C R? e pomos e; X e1 = exe = 
e3 X e3 = 0, e1 X e2 = —ey X ey = €3, €2 X e3 = —€g X e» = €1, 
e3 X e1 = —e X €3 = e2. Dados arbitrariamente x = (x1, £2, %3) € 
y = (Y1, Y2, Y3) temos 


x X y = (£161 + T2€2 + £3€3) x (y1e1 + y2e2 + y3e3) = 
= (xoy3 — £3Y2)e1 + (x3yy — £1y3)e2 + (x1Y2 — Lay )es = 


= (£2Y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — voy). 


Vê-se imediatamente que x x x = 0, logo o produto vetorial é uma 
aplicação bilinear alternada. Como se vê, os produtos internos (x x y, £) 
e (x x y,y) são nulos, isto é, o produto vetorial x x y é perpendicular 
ao plano gerado por x e y. (Se x e y forem linearmente dependentes, 
não gerarão um plano mas, neste caso, x x y = 0.) Assim, por exemplo, 
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se p: Uo — U é uma parametrização numa superfície (bidimensional) 
o 
M C R? então, em cada ponto (u,v) € Up, o produto vetorial P y P 


é um vetor normal à superfície M no ponto (u,v). Se escrevermos 
plu, v) = (x(u,v),y(u,v),2(u,v)) (olhe a mudança de significado para 
os símbolos x, y, z!) então o vetor normal é 


do de Oy Oz Oz Oy Oz dx dx dz dx dy Oy dx 
du” ðv Adu dv Ou ðv’ ðu ðv Ou ðv’ ðu ðv Ou ðv 


5) O determinante de uma matriz mxm poderá ser considerado como 
uma forma m-linear alternada det € Am(R'”) se, para v1,..., Um E€ R” 
pusermos det(v1, ..., Um) = determinante da matriz m xm cujas colunas 
são os vetores v;. Sendo o determinante de uma matriz igual ao de 
sua transposta, obteremos o mesmo resultado se tomarmos os vetores 
vi... vm como linhas de uma matriz m x m. Resultará do Teorema 5 
abaixo que dim An (R”) = 1, logo toda forma m-linear alternada em 
R” é um múltiplo constante do determinante. 

6) A partir de r funcionais lineares f,..., fr € E*, obtemos a forma 
r-linear alternada fı A-A fr: Ex: x E — R, chamada o produto 
exterior desses funcionais, definida por 


(A A Pois -, Ur) = det( filv;)), 


onde à direita temos o determinante da matriz r x r cuja i-ésima linha é 
(fiw), -- filvr) e cuja j-ésima coluna é (fi(v;),..., fr(v;). [O fato de que 
finca fr E€ A(E) segue-se da linearidade de cada f; e do exemplo 
acima. ] 

7) Dado o espaço vetorial E, seja A: E* x --.x E* > A (E) a 
aplicação definida por A(fi,..., fr) = fiA-:-Af,. Como o determinante 
de uma matriz r x r é uma forma r-linear alternada nos seus vetores- 
linha, vemos que A é uma aplicação r-linear alternada de E* em A,(E). 
As formas r-lineares alternadas que pertencem à imagem de A, ou seja, 
as do tipo f.A---A fr, onde fy,..., fr E E*, chamam-se decomponíveis. 
Nem toda r-forma é decomponível, mas o Teorema 5 (adiante) mostra 
que todo elemento de A, (E) pode ser escrito (de várias maneiras) como 
soma de formas decomponíveis. [Em geral, a imagem de uma aplicação 
r-linear não é um subespaço vetorial.] 


Teorema 3. Seja y: Ex---xE — F uma aplicação r-linear alternada. 
Se v1,...,vr E E são linearmente dependentes então (v1, ..., Ur) = 0. 
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Demonstração: Um dos vetores v1,..., Ur é combinação linear dos 
demais, digamos v1 = agvo + -+ + av. Então 


r 
plui, ..., = X ai - p(Vi, V2,- - Ur) = 0, 
i=2 
pois (va, V2,. : sUr) EE (va, V2, V3,- 3 ~, Ur) Th pur, va). g 4 Ur) E 0, já 


que y é alternada. 


Corolário 1. O produto exterior fi A ---A fr é uma r-forma diferente 


de zero se, e somente se, f1,..., fr são linearmente independentes em 
E*. 

Como a aplicação r-linear A: (fi,..., fr) œ fi A+++ A fr é alter- 
nada, segue-se do Teorema que se fı A++- A fr #0 então f,..., fr são 


linearmente independentes. Reciprocamente, se estes funcionais forem 
linearmente independentes, poderemos estendê-los a uma base de E*. 
Seja {v1,..., Um} C E a base dual. Então, para à e j variando de 1 a r 
temos fi(v;) = 0 sei Æ j e fi(vi) = 1. Logo (fi(v;)) é a matriz identi- 
dade r x r e daí segue que (f1 A+- A f)(v1,...,Vr) = 1. Em particular, 
AAA EO. 
Corolário 2. Ser > dm E então A,(E) = (0). 

Com efeito, neste caso quaisquer r vetores em E são linearmente 
dependentes. 


Teorema 4. Sejam py: E x- x E — F aplicações r-lineares al- 
ternadas e {e1,...,€m} uma base de E. Se, para toda segiência cres- 
cente i1 < --- < ip der inteiros compreendidos entre 1 em, tivermos 
Pleins dp) = Yleis., €i) então Pe y. 

Demonstração: Seja (jı, ..., jr) uma r-lista qualquer de inteiros entre 
1em. Se houver elementos repetidos nessa lista, então 


Plejer) = essas) = 0 
pois y e 4) são alternadas. Se, porém, os termos da lista são todos 
distintos, então, por meio de sucessivas transposições, (trocas de posição 
entre 2 elementos apenas) podemos pôr os números j1,..., jr na ordem 
crescente i4 <--- < ip. Se são necessárias k transposições, a anti- 
simetria de y e 1), juntamente com a hipótese do teorema, nos dão: 


Plej» PEES Eis) = (—1)F glen, e. Ein) = (—1) bless e , in) = 
= Wl Ejire Ee): 
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Assim, as aplicações r-lineares y e 1) cumprem a hipótese do Teorema 1, 
logo são iguais. 

Seja fei,...,em+ uma base do espaço vetorial E*. Usaremos a 
notação I = {i} <--: < ip} para representar um subconjunto I, com 
r elementos, contido em {1,2,..., m}, cujos membros foram numerados 
mim — D...(m—r+1) 

r! 
conjuntos 1 = {i1 <--: < ir}. Para cada um deles, escreveremos 


desses 


na ordem crescente. Existem ( ) = 
r 


er=en A A Cin. 


Seja fe1,...,êm! C E a base dual de {e1,..., €m} C E*. Dados 
I = {ii <- <ir} e J= {j1 <- < jr} contidos em (12 sm), 
temos 


O se IÆJ 


eead, e ren 


Com efeito, se T # J então existe i € 1 — J, logo e; (e;) = O para 
todo j € Je daí er(e;,...,€;,) = O [determinante de uma matriz cuja 
k-ésima linha é nula]. Se, porém, I = J, então er(e;,,...,6p) = 1 
[determinante da matriz identidade]. 

m 
Mais geralmente, sejam v1,...,vr E E, com vj = 5 aijēi, para 
= 
j = 1,...,7. Indiquemos com a = (aij) a matriz m x r cujas r co- 
lunas são as coordenadas de cada vetor v;. Para cada subconjunto 
I C {1,2,..., m}, com r elementos, indiquemos com az a matriz r x r 
obtida de a escolhendo-se as r linhas cujos índices pertencem ao conjunto 
I. Para cada i € T, temos e;(v;) = aij. Então 


er(vi,..., Ur) = det (e; (v;)) = det(a;,;) = det (ar). 


Teorema 5. Seja {e1,...,€m} uma base de E*. As r-formas er = 
eg At Aei, onde I = {ii < --- < ip} percorre os subconjuntos de 
{1,2,..., m} com r elementos, constituem uma base de A, (E). Em 


particular, dim A4, (E) = (1). 

Demonstração: Dada arbitrariamente w € A,(E), ponhamos, para 
cada I = {i1 < --- <ir}, ar=uw(ê,...,e;.), onde {81,..., Em} EC E é 
a base dual de {e1,..., €m}. A r-forma y = J` azez é tal que, para toda 


T 
sequência crescente jı < --- < jr de inteiros compreendidos entre 1 e 
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my tem-se Plot) = Jo Arer Ejay Ej) = AJ = Dl yE): 
I 


Segue-se do Teorema 4 que y = w, ou seja, w = X ager. Isto prova que 
as r-formas ey geram A,(E). Além disso, estas formas são linearmente 
independentes pois de uma combinação linear y = X arer = 0 tiramos, 
para todo J = {j1 < +: < jr}, 0 = Please) OT: 

O Teorema 5 é o fato mais importante a respeito de r-formas al- 
ternadas. Um caso particular importante ocorre quando r = m: se 
m = dim E então dim Am(E) = 1. Isto quer dizer que, a menos de um 
fator constante, há apenas uma forma alternada de grau m sobre um 
espaço vetorial m-dimensional. 

Resulta também do Teorema 5 que toda r-forma alternada se escreve 
(de modo não único) como soma de r-formas decompossíveis. 


Tomemos uma base {e1,..., €m} em E*, dual da base {ē1,..., Em} 
em E. Suponhamos que os funcionais lineares f,,..., fr E€ E* se expri- 
m 
mam, em termos da base (e;), como fi = > ae; (i=1,...,7). 
À 


Quais serão as coordenadas do produto exterior fı A++- A fr relati- 
vamente à base (ej) do espaço A, (E)? 
Sabemos que existe uma expressão única fı A+- A fr = > aJe, 


J 
com ay = (fiA::Afr)(ê;o,-..,8;.) = det(fi(e;,)) para todo J = {j1 < 
RA jr} C {1,... mM}. 

Ora, a matriz a = (aij), com r linhas e m colunas, determinada 
pelas coordenadas dos funcionais f; em relação à base (ej), é caracte- 
rizada pelas relações a;; = fi(€j), ondel <i<rel<j<m. Para 
todo subconjunto J C {1,2,..., Mm}, com r elementos, essa matriz pos- 
sui uma submatriz r x r, que representaremos por ay, a qual é formada 
selecionando-se as r colunas da matriz a = (a;;) cujos índices j perten- 


cem ao conjunto J. Tem-se então ay = det(ay). Assim: 
m 
h=) maS iA 5 daer 
j=1 E; 


a soma estendendo-se a todos os subconjuntos J C {1,..., m} com r 
elementos. 
Em particular, se r = m, obtemos 


fi A fm = det(a) -e1 ^ Atas 


onde a = (a;j) é a matriz de passagem de {e1,.. . , €m} para (fi,..., fm). 
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Usaremos agora este resultado para estabelecer uma identidade útil 
sobre determinantes. 


Exemplo 8 (Identidade de Lagrange). Sejam a = (aij) uma matriz 
m xr, com m > r e a* sua transposta. Então 


det(a* -a)) = > [det(az)}?, 


J 


onde J percorre todos os subconjuntos de {1,..., m} com r elementos 
e ay é a matriz r x r obtida de a escolhendo-se as r linhas cujos índices 
pertencem a J. 

Com efeito, sejam v1,..., Urp E R” os vetores-coluna da matriz a. 

Para cada j = 1,...,r, temos vj = [em a2j,---, amj). Se {e1,. .., €m} 
C (R™)* é a base canônica, temos ep(vj) = apj para 1 < k < m 
e 1 < j < r quaisquer. Como vimos acima, para todo subconjunto 
J C {1,2,...,m} com r elementos, temos ey(v,...,vr) = det(ay). 


Consideremos, em seguida, os funcionais fi,..., fr € (R™)*, dados por 
m 


fi = >) apiek. Então, para 1 < i, j < r, quaisquer: 
k=1 


filos) => amenos) =Y Onaj 
k k 
donde f;(v;) é o (i, j)-ésimo elemento da matriz produto a* «a. Segue-se 
daí, e da expressão fı A++- A fr => det(a;)ey, que 
J 


det(a*a) = det(fi(v;)) = (fu A fon, -+-+ 0r) = 
= iD det(as)es(vi,...,vr) = > ldet(as)P. 


J J 


Toda transformação linear A: E — F possui uma transposta 
A*: F* — E*, definida por (4*-w)(v) = w(A-v) para todo w € F* e todo 
v € E. Esta noção se generaliza. Para todo r, a transformação linear 
A: E > F determina uma nova transformação linear 4*: A, (F) > 
A,(E), definida por 


(A -u)(vr,.. ur) =wW(A-v1,...,A-vr), 


para quaisquer w € A(F) ev,...,v, E€ E. A transformação A* diz- 
se induzida por A nas formas de grau r. A forma A* -w chama-se 
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também a forma induzida por A em E ou o pull-back da forma w para o 
espaço E. 

Sejam fei,...jemt C Et e {f1,..., fn} C F* bases, duais respecti- 
vamente das bases (81,...,êm| C E e {fi,.-., fn} CF. Seja a = (aij) 
a matriz (com n linhas e m colunas) da tran formação linear A: E > F 
em relação a essas bases, isto é, A- e; = 3 aij fi, para j = lyssa; m: 
Sabemos que a matriz de A*: F* > E* é a transposta da matriz de 4, 
pois 4*. =» aijej (i = 1,...,n). Determinaremos agora a matriz 

j=1 
da transformação linear induzida 4*: A, (F) > A,(E) relativamente às 
bases (fr) e (ey), determinadas de acordo com o Teorema 5. 
Temos 4*. fr => aryey, onde 
J 


arg =(Aº- FrEe Ej) = Fr (A ej; A> ej) = 
= det( fi, (A . Eju)) = det (ai jn) 


se I = {ii <- < ip} e J = {j1 <- < jr}. Indicando com ary a 
submatriz r x r que consiste em selecionar da matriz a cada elemento 
aij cujo índice į pertence a 1 e cujo índice j pertence a J, temos arj = 
det(arJ). 

A matriz de 4*: A(F) > A,(E) possui (7) linhas e (1) colunas. 
Ela é transposta da matriz cujos elementos ar; = det(ary) têm como 


índices de linha os subconjuntos I = {i} < --- < ip} C {1,2,..., n} 
e como índices de coluna os subconjuntos J = {ji < - < jr} C 
A mh 

Em particular, se r = m = n, então a transformação linear 


A*: Am( F) > Am(E) é tal que A*-(f1^-- -A^ fm) = det (a): (e1^---^em), 
onde a = (a;;) é a matriz de A: E — F acima considerada. 

Mais particularmente ainda, dada uma transformação linear A: E — 
E do espaço vetorial m-dimensional E em si mesmo, então det. A tem 
sentido (independentemente da escolha de bases) e a transformação li- 
near induzida 4*: Am(E) — Am(E) é simplesmente 4*-w = (det. A)-w 

Vejamos agora como mudam as coordenadas de uma forma w € 
A,(E) quando se faz uma mudança de bases em E. 

Sejam fêj,...,êmb e Lfi,..., fm} bases em E, relacionadas pelas 

m 


equações &; = >) a;jfi (j = 1,...,m). Suas bases duais, {e1,..., €m} € 
i=1 
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m 

Asses fm}, em E*, cumprem as relações fi = >, Que; (i= 1,..., m). 
j=1 

Para quaisquer subconjuntos 1, J C {1,..., m}, com r elementos, indica- 


mos com ar a submatriz rxr da matriz a = (a;;), formada pelos elemen- 
tos a;; com ie I e j € J. Pelo visto acima, temos fr => det(ary)ey. 
J 


Assim, se uma forma w € A, (E) admite as expressões w = X` ajej = 
J 
>; Br fr relativametne às bases (ez) e (fr), temos 
I 


u= ojer=5. Y r det(ars)es = >, [E aerçars)fr| es 
J To a I, 


J 
Comparando os coeficientes de ey obtemos 


aJ = `> det(ary)Br - 
T 


Nos termos do Cálculo Tensorial clássico, uma r-forma alternada 
seria dada, em cada base de E, por meio de suas coordenadas ay, de 
tal modo que uma mudança de base em E determinaria uma mudança 
de coordenadas para a forma, de acordo com a expressão acima. 

Convém notar o caso particular em que w € An(E), m = dim E. 
Temos então as bases {e} e {f} em An(E), come = ey A“: A em; 
f = fi^ -Afm e f = (det. a)-e, onde a = (aij) é a matriz de passagem. 
Uma m-forma arbitrária w E€ Am(E) se escreve como w =a-e=8B:f, 


m 

com a = (det. a) - 8, lembrando-se sempre as relações f; = J aijej, 
j=1 

que definem a matriz a. 


Exemplo 9. A forma elemento de volume. Seja E um espaço vetorial 
de dimensão m, orientado e munido de um produto interno. [Orientar 
um espaço vetorial é escolher nele uma base, chamá-la de “positiva” e 
declarar também positivas todas as demais bases que dela se obtenham 
por meio de uma matriz de passagem com determinante > 0. As outras 
bases serão chamadas negativas.| Definiremos uma forma w € Am(E), 
chamada o elemento de volume de E. Primeiramente tomamos uma base 


ortonormal positiva (ey,...,em+ em E. Dada a seqüência de vetores 
m 

U1,..-;Um E E, tem-se vj = > aijei, para cada j = 1,...,m. Seja 
i=1 


a = (aij) a matriz m x m assim obtida. Por definição, pomos 


w(v1,..., Um) = det. a. 
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Evidentemente a igualdade acima define uma forma w E€ An(E). 
Resta provar que w independe da escolha de base que fizemos. Para 
isto, introduzimos a matriz de Gram g = ((v;,v;)), na qual o elemento 
situado na i-ésima linha e na j-ésima coluna é o produto interno (v;, vj}. 


Como 
(Vi, vj} iz Akik ; > dae) = ` Akilðlkj » 
k 


vemos que g = a* - a, onde a* é a transposta da matriz a. Daí resulta 
que det. g = (det. a)?. Em particular, det -g > 0, sendo det. g = 0 & os 


vetores v1,..., Um São linearmente dependentes. Concluimos que 
titia; Um) = 4/det( (vi, vi) ), 

onde o sinal + ou — é o sinal de det. a. Assim, w(u1,..., Um) > 0 

quando os vetores v1,...,Um formam (nesta ordem) uma base positiva 

de E e w(v1,..., Um) < 0 se a base v1,...,Um é negativa. (No caso de 

U1, ..., Um Serem linearmente dependentes, tem-se w(v1,...,um) = 0.) 


A igualdade w(v1,..., Um) = +vdet. g mostra que a definição de w 
independe da escolha de uma base. 
No caso E = R”, | det. a| é o volume do paralelepípedo que tem 


como arestas os vetores v1,..., Um , de modo que w(v1,..., Um) é o “volume 
orientado” desse paralelepípedo, ou seja, um volume dotado de sinal. No 
caso geral, tomaremos w(v1,..., vm) como definição desse volume. 


Exemplo 10. Generalizando o Exemplo 4, definiremos o produto veto- 
rial = v1 X--- X Um de m vetores em R”+! como o vetor v € R™+! tal 


que, para todo x € R®+I, (x,v) = det(x,v1,...,vum) = determinante 

da matriz (m + 1) x (m + 1) cujas colunas são os vetores x, vi,..., Um, 
m+1 

nesta ordem. As coordenadas dos vetores vj = 2 as (J = lyse t) 


relativamente à base canônica de R™+1 aa uma matriz a = ai 
com m + 1 linhas e m colunas. Indicaremos com aq) a matriz m x m 
obtida de a por omissão de sua 1-ésima linha. Resulta da definição do 
produto vetorial que, para todo i = 1,...,m + 1: 


(ei, 01 X -++ X um) = det(es,,v1,..., Um) = (1) det -a(i), 


onde a última igualdade decorre da expansão de det(e;, v1,..., Um) rela- 
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tivamente à sua primeira coluna. Portanto 


m+1 
ty He X Um = > det. açi) * ei 
i=1 


é a expressão do vetor v1 X- -X vm em termos da base canônica de RaT, 
Daí, ou diretamente da definição, vemos que (v1,...,Um) > VI X -++ X Um 
é uma aplicação m-linear alternada de R"+1 x... x R”"* em RÉ! O 
produto vetorial é caracterizado pelas seguintes propriedades: 

0) w X x um = O se os vetores v1,...,vm forem linearmente 
dependentes; 

1) v1 X ++: X um é perpendicular a cada v;; 

2) |vyx---xvm| é o volume (m-dimensional) do paralelepípedo gerado 


pelos vetores v1,...,Um; em particular, v1 X -+ X um Æ O se v1,...,Um 
forem linearmente independentes; 

3) det. (v1 X---X Um, V1,-..,Um) > O se vy,..., Um forem linearmente 
independentes. 

Constatemos primeiro estes fatos: 0) decorre de vy X --- X um ser 
m-linear alternada como função dos v;; 1) segue-se da definição, pois 
(vi, U1 X ++ X Um) = det. (v;,v1,...,Um) = 0 por ser um determinante 


com duas colunas iguais; quanto a 2), sabemos que o volume do paralele- 


pípedo [v1,..., Um] é igual a det. g, onde a matriz de Gram g tem como 
m+1 
(i, j)-ésimo elemento o produto interno (v;i, vj) = >, axiakj, portanto 


g=a*-a. Assim, pela identidade de Lagrange, podemos escrever: 


vol. [v1,...,um) = ydet. g = ydet. (ata) = 


= 4/ > det. (a(s)? = [vm X cc X Dial: 


Finalmente, para provar 3), basta observar que, por definição, 
det. (v1 X +- X Um, Ui. Um) = [vi x--- X Uml. 

Em seguida, mostremos que as propriedades acima de fato carac- 
terizam o produto vetorial. Por 0), basta considerar o caso em que 
v1,..., Um São linearmente independentes. A propriedade 1) determina 
a direção do vetor v1 X --- X um, isto é, a reta que passa pela origem e 
o contém. A propriedade 2) dá seu comprimento, enquanto 3) diz qual 
dos dois vetores não-nulos com aquele comprimento, sobre a reta dada, 
é o produto vetorial: ele é tal que (v1 X -++ X Um, V1,- -, Um) é uma base 
positiva de R?+1, 
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O produto vetorial vı x :-- x Um pode ainda ser definido quando 
vi,...,Um São M vetores num espaço vetorial E, orientado e dotado 
de um produto interno. Basta tomar uma base ortonormal positiva 
{e1,..-,€m41} em E, escrever vj = > a;e; para cada j = 1,..,me 

KA 


pôr vi X -+ X Um = X(-Dt det. a(i) ei. Verifica-se, como antes, que 
valem as propriedades 0), 1), 2) e 3) acima, logo v x - --x vm não depende 
da base ortonormal positiva escolhida para definí-lo. O produto vetorial 
é uma aplicação m-linear alternada E x --- x E > E. 

A seguir, definiremos o produto exterior de uma r-forma por uma 
s-forma, dando como resultado uma (r + s)-forma. Mais precisamente, 
queremos obter uma aplicação bilinear 


p: A(E) x AE) > Ar+s(E) 


tal que (HA Afro gA Ags) = HA AfAgAgA--Ags, sejam 
quais forem os funcionais lineares fi,..., fr, 91,--:,5Js E E*. Como 
A-(E) e As(E) são gerados por formas decomponíveis, se existir uma 
aplicação bilinear y com a propriedade acima, ela será única. Podemos 
então usar escolhas arbitrárias para definir y. Se a relação acima for 
válida, as escolhas que fizermos serão irrelevantes. 

Tomemos uma base fej,... emb em E*. Para I = {i1 <- <ir} e 
J = {j1 < --- < js} contidos em {1,..., m}, ponhamos 


pler, eJ) = ein Nt AN ei Neh AAN Ejs 
e estendamos y a uma aplicação bilinear de A, (E) x As (E) em A (E), 


de acordo com o Teorema 2. Consideremos o diagrama 


A 
E* x.x E* ——> Ar+s(E) 
(r + s fatores) 


Ar (E) x As (E) 


onde 


ACLA A fg hoc A ga) = fiA Afr Ag ANN gs 
e affir- frs gis- Qu A0 A frigi At Ags). 
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Devemos provar que po a = A. Pelo Teorema 1, basta verificar que 


y plein AN Eip Ej Att A ejs) = 
m e Ne; Neg A Nes 


para qualquer (r + s)-lista (e;,,...,€i,,€jj,---,€j. ) de elementos da base 
escolhida. 

A igualdade (*) é evidente quando uma das seqüências (à1,...,ir) ou 
(ji, ---, js) possui repetições, pois ambos os membros são então iguais a 
zero. Se nenhuma das sequências tem repetição e, além disso, vale ių < 
<- <ip eji << js, então a igualdade (*) é a própria definição de 
p. Finalmente, se as sequências não possuem repetição mas pelo menos 
uma delas não está em ordem crescente, podemos levar ambas à ordem 
crescente mediante sucessivas transposições. Como cada transposição 
entre dois índices į ou entre dois índices j muda o sinal de ambos os 
membros de (*), concluimos que a igualdade em questão é válida em 
qualquer caso. 

Dadas w € A, (E) e we As(E), escreveremos w A © E Arrs(E) em 
vez de p(w,w). O produto exterior w A w, além de bilinear, goza ainda 
da propriedade de anti-comutatividade abaixo: 


vAw=(-1D)wnrow se ve A(E) eme AE). 


Isto é óbvio se w e w são decomponíveis e o caso geral se reduz a este, 
pois toda forma alternada é soma de formas decomponíveis. 

O produto exterior é, ainda, associativo. A relação a A (B Aq) = 
(a AB) AY é evidente para formas decomponíveis, logo é válida em geral, 
por distributividade. 

Devemos ainda observar que se 4: E > F é uma transformação 
linear e indicarmos com A* a transformação induzida A,(F) > A (E) 
(sem especificar na notação o grau r) então, paraw € A (F) cw € As(F) 
arbitrárias, teremos 


Ao AD) = (Atw) A (AD). 


Novamente, esta relação é evidente quando w e œ são decomponíveis e 
o caso geral se reduz imediatamente a este. 
Seja E um espaço vetorial de dimensão m. A soma direta 


ME) = R 9 EG AE) 6 --- O An(E) 
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é um espaço vetorial de dimensão 2” (soma dos coeficientes bino- 
miais E] quando r varia de 0 a m), ao qual o produto w A w, acima 
definido, pode ser obviamente estendido, de modo a dotar A(E*) de 
uma multiplicação associativa (não-comutativa). Com essa operação, 
A(E*) torna-se uma álgebra, conhecida como a Álgebra de Grassmann 
do espaço vetorial E*. 


2 Formas diferenciais 


As formas diferenciais de grau r, que estudaremos agora, serão os 
integrandos das integrais de superfície. Elas generalizam as formas dife- 
renciais de grau 1, consideradas no Capítulo IV, não apenas por serem 
as suas análogas de dimensão superior, como por estarem definidas em 
superfícies, em vez de somente abertos do espaço euclidiano. 

Encerrado o prelúdio algébrico feito no parágrafo 1, voltaremos a 


usar a notação (dx1,..., dim) para indicar a base canônica de (R™)*, 
dual da base {e1,..., €m} CR”, onde e1 = (1,0,...,0), etc. 

Para cada conjunto I = {i} < +- < ip} C {1,2,..., mMm}, escrevere- 
mos 


dzı = dzi, Nec. 


As formas r-lineares alternadas dx; constituem a base canônica do espaço 


vetorial A, (R”). Dada uma lista de r vetores v1, ..., Ur E€ R”, obtemos 
uma matriz a = (a;;), com m linhas e r colunas, na qual a j-ésima 
coluna é o vetor vj = (a1;,...,amj: Neste caso, 


der(vi,...,Vr) = det(ar), 


onde ay é a matriz 7 xr obtida de a selecionando-se as linhas cujos índices 


pertencem ao conjunto I. Geometricamente, dx;(v1,...,vVr) é o volume 
r-dimensional (orientado) da projeção do paralelepípedo [v1,...,vr| so- 
bre o subespaço r-dimensional de R” que tem (e;,,..., ei, } como base 


positiva. (Veja Exercício 2.2.) 

Consideremos m = 3. A base canônica de (Rº)* = Aj(Rº) é formada 
pelos funcionais dx, dy, dz, enquanto que {dx A dy, dy A dz, dx A dz) é 
a base canônica de A(R). Dados os vetores u = (ay,a9,a3) ev = 
(b1, b2,b3) em R3, temos (dx A dy)(u,v) = a1b2 — a2bı = área orientada 
da projeção do paralelogramo |u, v] sobre o plano x, y. Também (dy A 
dz)(u,v) = a2b3 — agbo e (dx A dz)(u,v) = aybg — a3bı têm interpretações 
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análogas. Note que (dx A dy, dy A dz, dz A dz}, por exemplo, também é 
uma base de A(R?) mas estamos chamando canônica a base anterior, 
pois em dx; = dx; A --- A dzi, os índices i} < --- < ip são sempre 
tomados na ordem crescente. Finalmente, a base canônica de As(R?) é 
formada pelo único elemento dz A dy A dz. Dados u,v,w € R3, (dz A 
dy ^dz)(u,v, w) é o valor do determinante da matriz 3 x 3 cujas colunas 
são os vetores u, v, w. 

Uma forma diferencial de grau r num aberto U C R” é uma aplicação 
w: U > A (R™). A cada ponto x € U, w faz corresponder a forma 
r-linear alternada w(x) = X` ar(x)dx; . Assim, a forma diferencial w de- 

T 


termina (e é determinada por) funções ay: U > R, chamadas as coorde- 
nadas de w. Para cada subconjunto I = {i1 < -++ < ir} C {1,2,... M}, 
e cada ponto x € U, temos ar(x) = w(x) - (e;,...,e;,). 


Exemplo 11. Seja U C R? um aberto. As formas diferenciais em U 
são: 

1º) As funções f: U — R (formas de grau zero). 

2º) As formas de grau 1, w = adz + bdy + cdz, onde a, b, c são 
funções reais definidas em U. Toda forma de grau 1 em U pode ser 
identificada a um campo de vetores em U, com as mesmas coordenadas. 

3º) As formas de grau 2, w = adx Ady+bdyAdz+cdz A dz. Em geral, 
uma forma de grau 2 num aberto U C R” é definida por m(m — 1)/2 
coordenadas, de modo que não corresponde necessariamente a um campo 
de vetores. No caso particular de R3, temos 3(3 — 1)/2 = 3, por isso é 
possível associar a w o campo de vetores de coordenadas a, b, c. Isto faz 
com que na Análise em R° não haja necessidade de Álgebra Multilinear. 

4º) As formas de grau 3, w = adx A dy A dz, que também correspon- 
dem a funções a: U —> R. 


Diz-se que a forma w é de classe C* quando cada coordenada ay 

é uma função de classe C*. A fim de que w € Cf, é necessário e 

suficiente que, dados arbitrariamente v1,..., Up E€ R”, a função 7 > 

w(x)(v1,..., Ur) seja de classe C* no aberto U. Com efeito, pondo cy = 

der(v1,..., Ur), temos w(x) - (v1, ..., Ur) = > ar(x)- cr, logo a condição 
I 


é necessária. Reciprocamente, como ar(x) = w(x) - (en,...,e;), a 
condição é suficiente. 


Uma forma diferencial de grau r numa superfície m-dimensional 
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M cC R” é uma aplicação 
w: x E M =œ w(x) € A (TM), 


que associa a cada ponto x € M uma forma r-linear alternada w(x) no 
espaço vetorial tangente Ty M. 

Se r = 0, uma forma diferencial de grau zero em M é simplesmente 
uma função real w: M >R. 


Seja y: Uo — U uma parametrização de um aberto U C M. Em 

cada ponto x = y(u) € U, temos a base [Dé ae Su) C TaM. 
du dum 
Usaremos a notação {du1,..., dum} C (Tx M)" para indicar a base dual. 

Na realidade, du1,...,dum são formas diferenciais de grau 1 em U: 
para cada ponto x € U, temos os funcionais lineares du1(x),... , dum(£), 
pertencentes a (Ty M)*. Usamos a notação simplificada du; , em vez de 
du;(x), pois não há perigo de confusão. 

Em cada ponto x = y(u) € U, as r-formas du; = dui A++- A dui, , 
com ÍI = {i1 < --- < ir}, constituem uma base de Ar(Ts M). Dada uma 
forma diferencial w, de grau r em M, podemos então escrever, para cada 
ponto x = y(u) € U: 


wlz) = = \dur. 


Assim, a forma w define, para cada parametrização y: Uo —> U em 
M, as funções az: Uo — R, em número de (e Elas são chamadas as 
coordenadas da forma w relativamente à parametrização y. Pondo, por 

o 
simplicidade, wi = ao (u), temos ar(u) = w(y(u)) - (wi,,..., Wi), para 
Ui 
todo u € Uo. 

Seja agora Y: Vo —> V outra parametrização em M, com UNV £ Ø. 

Para todo x = y(u) = (v) € U A V, temos as bases duais 


Eo ã 


Do EU} CTM e fas dm) C (TMY, 
1 m 


que se relacionam com as bases determinadas por y do seguinte modo: 


ðv; m ðv 
z -5 du; e e dv; = Z du; du; E 
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Nas igualdades acima, (ðv;/ðuj) é a matriz jacobiana da mudança de 
parametrização y”! o p, calculada no ponto u, a derivada dp/du; é 
tomada no ponto u e 9)/dv; no ponto v = y !(u)). 

A parametrização y% determina em A, (TyM) a base constituida pelas 
r-formas dv; = dv; A+++ A dui, . 

Pelo que vimos no parágrafo 1, sex = y(u) = yw) EUNVe 
w(x) = > as(u)duy = > br(v)dv; então 

J I 


(9) ut) =Y dt (5) bro) 


onde (dvr/duy) é a matriz r x r formada pelos elementos Si o) tais 
queiclejEeJ. í 

Nos termos do Cálculo Tensorial clássico, uma forma diferencial de 
grau r numa superfície M seria uma aplicação que a cada parametrização 
p: Uo > U em M associaria (17) funções ay: Uo — R, chamadas as 
coordenadas da forma relativamente a y, de tal modo que se à parame- 
trização y: Vo — V correspondem as funções by: Vo — Re y(u) = (vu), 
então valem as igualdades (*), chamadas as “fórmulas de mudança de 
coordenadas”. 

Convém destacar o importante caso particular em que r = m, ou 
seja, o grau da forma é igual à dimensão da superfície. Neste caso, a 
forma tem apenas uma coordenada em cada parametrização. Assim, 
para todo ponto x = y(u) = W(v) € UA V, temos 


w(x) = a(u)du A --- A dum = b(v)dvy A --- A dom, 


onde as funções a: Uo —> Re b: Vo > R cumprem 


(*) a(u) = det (=) b(v). 


Acima, ve q HUNV), v= (47t o ọ)(u) e det. (Ov;/Ou;) é o determi- 
nante jacobiano do difeomorfismo q”! o ọ, calculado no ponto u. 

Seja M uma superfície de classe C. Uma forma diferencial w, de 
grau r em M, diz-se de classe C! (k < s) quando M pode ser coberta por 
imagens U de parametrizações y: Uo > U, de classe Cf, relativamente 
às quais se tem w = Dayduy, as funções aj: Uo — R sendo todas de 


414 [CAP. VII: INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE 


classe C*. As fórmulas de mudança (*) mostram que se as coordenadas 
de w numa parametrização Y% € C° são funções de classe CÊ (k < s) 
então elas ainda serão de classe C} em qualquer outra parametrização 
p € CS com Im(y) N Im(1)) £ Ø. Uma forma de grau zero e classe C* 
em M é simplesmente uma função f: M > R, de classe C*. 

As fórmulas de mudança de coordenadas exprimem a “invariância” das 
formas diferenciais. Seu caso mais simples (**), por exemplo, assegura 
que a integral de uma forma de grau m esteja bem definida sobre uma 
superfície orientada de dimensão m, como será visto agora. 

Consideraremos apenas um caso particular dessa noção de integral de 
superfície. A situação geral será reduzida a esta, mediante as partições 
da unidade, no parágrafo 6. 

O suporte de uma forma diferencial w numa superfície M é o fecho 
(relativamente a M) do conjunto dos pontos x € M tais que y(x) £ 
0. Escreveremos supp.w para representar o suporte de w. Assim, x € 

supp.w significa que toda vizinhança de x contém pontos y tais que 
w(y) £ 0. Contrariamente, x É supp.w quer dizer que existe uma vizi- 
nhança V de z em M tal que w(y) = 0 para todo y € V. Por definição, 
o suporte de w é sempre um subconjunto fechado de M. Se a forma 
w é contínua e w(x) £ 0 então w é diferente de zero numa vizinhan- 
ça de x, logo x pertence ao interior de supp. w (relativamente a M). 
Noutras palavras, se w € Cº e x é um ponto da fronteira de supp. w 
então w(x) = 0, embora seja x E€ supp. w. 

Definiremos agora a integral de uma forma contínua w, de grau m, 
com suporte compacto, sobre uma superfície orientada M, de dimensão 
m, no caso particular em que supp. w está contido na imagem U de uma 
parametrização positiva y: Uo > U. 

Em termos dessa parametrização, tem-se w(x) = a(u)du, A ---A dum 
para todo x = y(u) € U, onde a função contínua a: Uo — R tem suporte 
compacto, igual a q” !(supp.w). Por definição, pomos 


fio = f au, 


onde K C R” é qualquer compacto J-mensurável, contido em Up e 
contendo o suporte de a. (Por exemplo: cubra o compacto supp. a com 
um número finito de cubos fechados, contidos em Uo, e chame de K 
a reunião desses cubos.) Se quisermos, poderemos retirar a exigência 
K C Uo (mantendo supp. a C K!), desde que consideremos a como 
uma função contínua definida em K, igual a zero nos pontos de K — Uo. 
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Evidentemente, a escolha do conjunto K nas condições acima não 
afeta o valor da integral fẹ a(u)du. 

Resta entretanto mostrar que f m% definida da maneira acima, não 
depende da escolha da parametrização positiva q. 

Com efeito, seja Y: Vo — V outra parametrização positiva em M, 
com supp.w C V e w(x) = b(v)dv, A --- A dum para todo x = (v) € v. 
A função b: Vo — R é contínua, seu suporte é igual a y~! (supp. w) e, 
para todo u € MU NV), tem-se a(u) = J(u) - b(v), onde J(u) é o 
valor do determinante jacobiano de 1! o y no ponto u e v = y lo(u). 
Observemos que J(u) > 0 para todo u € q” !(UNV). Para calcular fyw 
em termos da parametrização y, usemos um compacto J-mensurável K, 
com q” !(supp.w) C K cy !(UNV) e, para calcular fiy w em termos 
de 1), usemos o compacto J-mensurável L = y Ho(K). Pelo Teorema 
de Mudança de Variáveis, 


f ATT FÊ a a E L PN 


Isto mostra que a integral de superfície f m% está bem definida, sem- 
pre que w seja uma forma diferencial contínua de grau m, com suporte 
compacto, contido numa vizinhança parametrizada em uma superfície 
orientada m-dimensional M. 

No parágrafo 6 definiremos a integral f m “ sob condições mais gerais 
para a forma w. 

Mostraremos agora que toda aplicação diferenciável f: M > N in- 
duz uma transformação linear w > f*w, a qual leva formas de grau 
r na superfície N em formas de grau r na superfície M. Essa trans- 
formação é uma das coisas que tornam úteis as formas diferenciais como 
instrumentos para o estudo das aplicações de uma superfície noutra. 

Seja, então, f: M — N de classe C? (k > 1). Dada a forma w, de 
grau r sobre N, definiremos a forma f“w, de grau r sobre M, pondo 
para cada xz € M e cada r-lista de vetores w1,..., Wr E€ TM, 


[wow -,wr) = (Ha) - (F (2) un, o, Fm) - wr). 


Como sabemos, a aplicação f: M — N possui, em cada ponto 
x € M, uma derivada, que é uma transformação linear f(x): TyM —> 
Tia N. Esta, por sua vez, induz uma transformação linear 
a): Ar(TtaN) > A(T:M), como foi visto no parágrafo 1. De 
acordo com a definição dada ali, temos (f*w) (x) = [f (£)]* -w(f(ax)). 
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No caso de uma forma de grau zero, isto é, de uma função g: N > R, 
temos f*(g) = go fÍ. 

As propriedades abaixo resultam imediatamente dos fatos análogos 
sobre formas r-lineares alternadas: 

1. f (w +0) = f*w + fo; 

2. f*(c-w)=c- f*w, cER; 

3. Flw no) = fwn f*o; 

4. (go fw = f(W). 

No caso 4), temos três superfícies M, N, P, duas aplicações f: M — 
N, g: N > P, e uma forma w em P. Como caso particular de 3), tem-se 
o produto à-w de uma forma w em N por uma função À: N —> R. Então 
PF (Aw) = fA-fw = (Ao f)-f*w. Resulta de 4) que se f: M > N é um 
difeomorfismo, cujo inverso é g: N > M, então w +» f*w é uma bijeção 
das formas em N sobre as formas em M, cuja inversa é a aplicação 
agia. 

Em termos de coordenadas: 

Sejamp:U>UCM, Y: V —> V C N parametrizações de classe 
C*, com f(U) C V, e w(y) = Sbr(v)dv; para todo y = W(v) € V. 

I 


Então, para qualquer x = y(u) € U, temos (f*w)(x) = X az(u)duy, 
J 


onde as coordenadas aj: Uo — R são determinadas a partir das coorde- 
nadas by: Vo — R pelas igualdades 


7 uj = e uars v 
© asto = DD des (Fto) alo 


onde u € Uo, v= (Y7! o f o p)(u), (3vi/ðuj) é a matriz jacobiana da 
derivada %7} o f o p: Uo — W no ponto u, enquanto que det(ðvr/ðuz) 
é o determinante da submatriz r x r obtida tomando-se os dv;/du; com 
ieleged. 

A fórmula acima resulta do cálculo análogo que fizemos no parágrafo 1 
para o caso algébrico, se observarmos que a matriz da transformação li- 
near f'(x): TM > TN, y= f(x), relativamente às bases 


(de u), DE w} CTM e (Eo). a) CTN, 


du, “Dum ðv "dv, 


onde y = (vw), é precisamente a matriz (Ov;/du;). 
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Em particular, para cada I, temos 
A ovr 
f*(dvr) = ps (2) duj. 


Assim, para passar de w = X brdvr para f*w = Dajduy, basta substituir 
dv o f 
cada dv; por >; det (2) duj. Isto significa que, do ponto de vista 
J us 

computacional, a operação w +» f*w é simplesmente uma mudança de 
variáveis y = f(x), ou v = (WI fy)(u). 

Segue-se da fórmula de passagem das coordenadas by para as ay que, 
se w é uma forma de grau > 1 e classe CE em Ne f: M > N é uma 


aplicação de classe C¥+!, então f*w é uma forma de classe C¥ em M. 


Observações: 1. Nas fórmulas (*), a fim de obter a expressão de cada 
ay como uma função em Uo, podemos substituir v por (1 fo)(u), 
resultando assim as funções br(u) =br((y!fy)(u))= br(v) no segundo 
membro. 

2. A forma f*w chama-se às vezes o pull-back da forma w por meio 


de f. 


Exemplo 12. (Como primeiro exemplo de forma induzida por uma 
aplicação, seja w uma forma de grau r na superfície M. Seja y: Uo > U 
uma parametrização em M. Em cada ponto x = y(u) € U, os veto- 
dp 
da E Te 
gente TyM, cuja dual é {du1,..., dum} C (Ta M)". Escrevendo dur = 
dui, A++- A dui, , com I = {i1 < --- < ir}, temos w(x) = X ar(u)duzr. 
Se considerarmos y como uma aplicação diferenciável y: Uo > M, afir- 
mamos que, para todo u = y7} (x) € Uo, vale (y*w)(u) = SJar(u)dzr. 
T 


res (u) constituem uma base do espaço vetorial tan- 


Aqui dzy = dzi A++- A dzi, , onde {dz1,...,d£m} é a base canônica de 
ð 
(R™)*, dual de {e1,..., €m} C R”. Sabemos que ọ'(u) - e; = A 
Portanto: ' 
E dy Osei#j 
(9º dus)(es) = duilo (u) -e5) = dus (5) = | Z 
Uj lset=j 


Isto mostra que y*du;=dzxz;. Mais geralmente, se I={i1<---<ir}, vale: 


we ses) = wa) (GE) E) = arto): 
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Logo v*w = X ardzī , como queríamos mostrar. 
p ; 


Exemplo 13. Outro exemplo de forma induzida (com as mesmas 
notações do Ex. 12) é o seguinte. Se w|U = X ardur na parametrização 
y, w|V = Ebydv; na parametrização pet = y7! o y: p HUNV) > 
y-1(UNV) é a mudança de parametrização, então &(Vbydxy)=D ajdxr. 
Com efeito, temos y = poé, p*w=Hajdr, e “w = DHbydry. Logo, 


Lordes=y'ust dos & (X bjdzy). 


Exemplo 14. Sejam M, N superfícies com M C N. Indiquemos com 
i: M > N a aplicação de inclusão, i(x) = x para todo z € M. Sew é 
uma forma em N, iřw é uma forma em M, chamada a restrição de w 
a M. Para todo x € M, temos TyM C TN e (i*w)(x) é a restrição de 
w(x) a r-listas de vetores pertencentes a T+M. Por exemplo, se N = Rº, 
M = {(0,y, z) € R} e w = dx Ady, então i*w = 0. Outro caso particular 
de restrição: seja w = adyAdz-+bdz Ada -+cda Ady uma forma contínua de 
grau 2, definida no aberto A C R3. Seja M uma superfície orientada (bi- 
dimensional) contida em A. Em termos de uma parametrização q: Uo — 
U em M, com y(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), a restrição i*w assume 
a expressão 


(2, x) (x,y) 


i*w= |a - det. b- det. c- det. d 
w= |a. de Alao) +b - det Tan, +c- det TO uAdo, 
oy Os 
ðu Ou 
onde àa = ao, 9(y, 2) = , etc. 
Ou, v) Oy oz 
dv ðv o. 
O coeficiente de du A dv é o produto interno do vetor F = (a,b,c) 
pelo vetor normal N(u,v) = “2 x (vide Exemplo 4). Por definição, 
u v 


õe-se | w = |, i*w se i*w tem suporte compacto, contido em U). 
p M M P P 


Então 
f= (F, N)dudo, 
M Uo 


como nos livros de Cálculo. 
De um modo geral, a definição que demos para f m% onde w tem 
suporte compacto, contido na imagem da parametrização positiva 
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p: Uo — U, permite que escrevamos (considerando U e Uo como su- 
perfícies m-dimensionais): 


fo=fu=f qu. 
M U Uo 


Exemplo 15. (A forma elemento de volume.) Seja M uma superfície 
orientada. Para todo ponto x € M, o espaço vetorial tangente Ty M 
possui um produto interno (já que é um subespaço de R”) e é orien- 
tado: se y: Uo — U é uma parametrização positiva em M, em cada 


ðu "Ou 

positiva de TyM. Logo Edenia introduzir uma forma diferencial w, 
de grau m = dimM pondo, para cada x € M, w(x) = elemento 
de volume do espaço vetorial TyM, nos termos do Exemplo 9. Para 
xz E€ M e w,..., Wm E TM, temos w(x)(w1,..., Wm) = volume ori- 
entado do paralelepípedo [w1,..., Wm]. Se M c OF e p: Uo —> U é 
uma parametrização de classe CF em M então, para cada x = y(u) € 
U, temos w(x) = vg(u)du, A --: A dum, onde g(u) = det(gi;;(u)), 


ponto x = y(u) € U a base (£w, sa Su) define a orientação 


o o 
gijlu) = e (u), r (u)), e {du1,..., dum} C (TiM)* é a base dual 
Ou; du 
o 
de (2 w) Isto mostra que a forma w é de classe C*-!. No caso 
Ui 
particular em que m = 2, escrevemos (u,v) € Uo, em vez de (u1, u2). 
dp O dp O 
Nesta situação, é tradicional pôr E = e. o = aa ea 
da du Ou ðu v 
G = aF Então o elemento de área da superfície M se es- 
v’ ðv 


creve como w = vVEG — F?du A dv. Quando m = 1, uma parame- 
trização positiva da curva orientada M tem a forma y: Jọ > J, onde 
Jo é um intervalo aberto da reta. Em cada ponto x = ọ(t) € J, te- 
mos w(x) = |y'(t)|dt, onde qy'(t) € TaM é o vetor básico associado 
à parametrização y e {dt} C (T ,M)* é a base dual de {ọ'(t)}. A 


forma w = |y'(t)|dt chama-se o elemento de arco da curva M. Para 
todo vetor tangente w € TyM, podemos escrever w = a - Y'(t), donde 
la] = [wl/lg (Dl. Então w(x): w = | (Dldt(w) = |g(B] a = ul, 


o sinal sendo positivo se a > 0, isto é, se w tem a mesma orientação 
de «'(t), e negativo no caso contrário. Mencionemos, finalmente, que se 
U C R” é um aberto, munido de sua orientação natural, o elemento de 
volume de U é a forma diferencial w = dx, A -+ A dz. 
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Exemplo 16. (Elemento de volume de uma hiperfície.) Seja M c RH 
uma hiperfície orientada, de classe C*. Existe um campo unitário de ve- 
tores normais v: M — R”*1, de classe C"-1, tal que {w1,..., Wm} C 
T:M é uma base positiva se, e somente se, det(v(x), w1,..., Wm) > 0. 
[Aqui, (v(x),w1,...,Wm) é a matriz (m + 1) x (m + 1) cujas colunas 
são os vetores indicados.) Se w1,...,Wm São m vetores quaisquer do 
espaço vetorial tangente TyM, como v(x) é perpendicular a TyM e 
tem comprimento 1, o volume do paralelepípedo [w1,..., Wm] é igual 
a |det(v(x), w1,...,wm)|. Se w é o elemento de volume de M, temos 
então, para todo x E€ M e quaisquer w1, ..., Wm E€ TyM: 


w(x)(wi,..., Wm) = det(v(x), Wi, ces); 


já que o sinal do determinante coincide com aquele da definição de w. 
Desenvolvendo esse determinante ao longo de sua primeira coluna v(x) = 
(vi (x),...,Um+1(x)), obtemos 


m+1 


w(z) (wi, o Wm) = > (via) As, 


i=1 


onde A; é o determinante da matriz m x m, obtida omitindo-se a i-ésima 
linha da matriz (m+1) xm cujas colunas são w1, . . . , Wm - Se escrevermos 
dzy ^: “AdEGA: “-AdEm+1 em vez de dr, ^- Adr; Adr; A Adema, 
veremos imediatamente que 


Ai = (dr AA dra A dem)... Wm). 


Por conseguinte 


wolt) (Wip Wm) = 
m+1 | Es 
= > tn! vila)des A+ Ade;A Adema | (Wi, Um): 
i=1 


Isto significa que 
w(x) = —1)*ouiz)- de A: A dz; AA dimri: 


Para calcular a normal unitária v(x) em casos particulares, é con- 
veniente observar que se y: Uo — U é uma parametrização positiva em 


M e x = y(u), então v(x) = N(x)/|N(x)|, onde N(x) = Su) XX 
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op : a É E 

da CD) pois este produto vetorial é perpendicular ao espaço tangente 
Um 

TM e tem o sentido de v(x). Em termos dos parâmetros u1,..., Um, 


temos, na realidade, 


dy 


a E = 
nos — (u) x +: x To (u)| dus AA dum, x = Wu), 


pois o comprimento do produto vetorial de m vetores é o volume do 
paralelepípedo que tem esses vetores como arestas e sabemos que w(x) = 
a(u)du, A --: A dum, onde 


- dp dE )) = 
atu) = wla): (Et pe) = 
= volume do paralelepípedo EOE Ei (u)|. 
dus "Jum 


Em particular, seja M = {x € R®+; |x — a| = r} a esfera de centro 


a € R"* e raio r > 0. Então, para cada ponto x € M, podemos tomar 
zr—a v—a sm ; 
ul) = = (normal unitária exterior). Neste caso, obtemos 
r 


w= Y (H E E gr A. Adn AA dayi 
F 


A expressão acima define uma forma diferencial de grau m, cujo domínio 
é todo o espaço euclidiano R™+1. Sua restrição à esfera de centro a = 
(a1,...,Gm+1) e raio r é o elemento de volume dessa esfera. Quando 
m = 3, e S é a esfera de centro no ponto (a,b,c) e raio r em R3, o 
elemento de volume de S é a restrição a S da forma diferencial 


Suponhamos agora que M = f-!(c) seja a imagem inversa de um 
valor regular c € R por uma função f: U > R, de classe C* no aberto 
U c R”*. Neste caso, a a de M pode ser definida pelo campo 
unitário de vetores normais v(x) = grad f(x)/| grad f(x)|, de modo que 


(£) 
-1 3) 


vi(a as derivadas parciais sendo calculadas no 
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ponto x. Então o elemento de volume de M é a forma 


m+1 f no 
w= J (1 dido dry Ac Adr; A dim, 
i=1 D(a f/3x;)? 


restrita a M. 

Finalmente, a superfície M pode ser o gráfico de uma função g: U — 
R, definida no aberto U C R”. Então M = f-1(0), onde f: U xR —> R, 
definida f(x,t) = t — g(x) tem 0 como valor regular. Neste caso, para 
m = 2, por exemplo, vemos que o elemento de área da superfície M, 
gráfico da função z = g(x,y) é dado pela forma de grau 2 


O dns CNEA ET 
ox Oy 


3g? (ag? 
uA eE 
dz Oy 
. dg Og 
ois gradf=|[-D,—— : 
P 8 f ( ðr’ Oy 7 
Uma forma w de grau m numa superfície orientada m-dimensional 
M diz-se positiva quando, para todo ponto x € M e toda base positiva 
{w1,..., Wm} C TaM, tem-se w(x) (v1, ..., Um) > O. 
Neste caso, dada qualquer parametrização positiva y: Uo > U em 
M, tem-se w(x) = a(u)du A --- A dum, com a(u) > 0 para todo 
dy 


u = pt (x) € Uo, pois a(u) = w(x) - Eu) plo) e a base 


o 

(22) é positiva. Reciprocamene, se a(u) > O para toda parame- 
Ui 

trização positiva y, então, dada arbitrariamente uma base positiva de 


o 
2 € TyM, tem-se 
Oui; 


vetores wj = 2 Qij 
— E dy Era 
w(w)(wi,..., Wm) = det(a;;) : w(x) (2) = 


= det(a;j) -a(u) > 0, 


logo a forma w é positiva. 
Em toda superfície orientada de classe C* existe uma forma positiva 
de classe C*-1!. a saber, o elemento de volume. 
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Reciprocamente, se existe numa superfície m-dimensional M uma 
forma contínua w, de grau m, tal que w(x) £ 0 para todo x E M então 
M é orientável (e há uma orientação de M que torna w positiva). Com 
efeito, seja A o conjunto das parametrizações y: Uo > U em M tais 
que, para todo x = y(u) € U tem-se w(x) = a(u)du A --- A dum, com 
a(u) > 0. Pela continuidade de w (e portanto de a), se Up é conexo 
e a(u) > 0 em algum ponto u € Uo então a > 0 em todos os pontos 
de Uo. Daí resulta imediatamente que A é um atlas. Além disso, se 
p: Uo > U e Y: Vp —> V pertencem a A, com U AV Æ Ø então 
a(u) = det(Y™toyp)(u)-b(v), para todo u € p7H(UNV) ev = (yr lop)(u). 
Como a(u) > 0 e b(v) > 0, segue-se que det(y 1 o p)(u) > 0 para todo 
ucg HUNV), logo o atlas A é coerente. 


Exemplo 17 (O elemento de ângulo sólido.) Definimos agora uma 
forma diferencial de grau m em R™+t — {0}, a qual desempenha um 
papel análogo ao da forma elemento de ângulo 69 em R? — {0} e, na 
realidade, reduz-se a ela quando m = 1. 

Para começar, consideremos a aplicação f: R"t — {0} — S” que 


chamaremos de projeção radial e definiremos por f(x) = fal . 
x 


Em cada ponto z Æ 0 de R?+1, a derivada de f é uma transformação 
linear f'(x): R+! > Tie) 8™, cujo valor f'(x:) -w num vetor arbitrário 
w € R™+! vamos determinar. 

Se w é múltiplo de x então f(x) -w = O pois f é constante (igual a 
x /|x|) na semi-reta Ox. 

Como todo w € R”*1 é soma, w = c- x + wo, de um múltiplo de x 
e um (único) vetor wo, perpendicular a x (chamado a “projeção de w 
perpendicularmente a x”), vemos que f(x) -w = f(x) -wo. Mas wo, 
sendo perpendicular a x, é da forma wọ = A'(0), onde À é um caminho 
com A(0) = z e |A(t)| constante, igual a |x|. Então (fo A)(t) = A(t)/la|, 
donde 


Chamaremos elemento de ângulo sólido a forma diferencial a = f*w 
em R™+1 — {0}, induzida pelo elemento de volume w da esfera S™ (ori- 
entada pela normal externa) através da projeção radial f. 
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Por definição, para x € R™®+1— {0} e w1,..., Wm E R™+! arbitrários: 


= det 2 a Wm- m'?\ 
lep e |z| 
1 
= det(z, w1, ..., Wm), 


pois o valor de um determinante não se altera quando se soma a uma 
de suas colunas um múltiplo de outra. Daí (como no Exemplo 16) vem: 


ml 
i se 
a(z) = je > a 1ye xidzı Acc Adri A++ N dem. 
zdy — ydx ; 
Em particular, para m = 1, obtemos a(x, y) = E que é a forma 
z? +y 


elemento de ângulo R? — {0}, já conhecida desde o Capítulo 4. 

Com exceção do fator 1/Jx[7"*!, a forma a coincide com a forma w 
do Exemplo 16, a qual, restrita a S”, dá o elemento de volume da esfera. 
Mas a semelhança acaba aí. As propriedades de a, como veremos no que 
se segue, são bem diferentes das de w. 


3 A diferencial exterior 


Há três teoremas clássicos em Análise que generalizam o Teorema 
Fundamental do Cálculo, segundo o qual E df = f(b) — f(a). Eles são 
os seguintes: 


Teorema de Green. Seja M C R? um compacto cujo bordo é uma 
curva OM. Se a,b: M > R são funções de classe C! então vale a 


igualdade 
TJ (5 — aa) dady = f adx + bdy. 
m NOx Oy ðM 


Teorema de Stokes. Seja M C R? uma superfície compacta cujo bordo 
é a curva OM. Se a,b,c: M — R são funções de classe C! então 
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ðb da ðc Ob dc da 
ff ar 04) dedos aa) dudz+ (go Ga ) dedo] = 


= f adx + bdy + cdz. 
oM 


Teorema de Gauss. Seja M C R? uma região compacta cujo bordo é 
a superfície OM. Se a,b,c: M — R são funções de classe C! então 


HH, (5 + L + 2) dxdydz =|| adydz + bdzdz + cdzdy. 
m \Or öy Oz 3M 


Esses três teoremas (cujos enunciados acima estão apenas esboça- 
dos) são casos particulares de um teorema geral, chamado também de 
Stokes, que demonstraremos no parágrafo 8. O enunciado do teorema 
geral é, concisamente, Í mW = Í. əm% Nos 3 teoremas acima, se w = 


ada + bdy então dw = (5 — =) dx A dy: se w = adx +bdy + cdz então 
ðb ða ðc Ob de ða 
=| >- > ]d — ——l|d — ——|d 
dw (5 a) sn dy+ (2 z) p Ade + (5 a) x Ade 
e, finalmente, quando w = ady A dz + bdz A dx + cdx A dy então dw = 
EE dx A dy A dz 
dx Oy Oz á f 


Neste parágrafo, definiremos o operador d, chamado a diferenciação 
exterior, o qual leva formas diferenciais de grau r em formas de grau 
r+ 1, e tem as expressões acima como casos particulares. 

Começamos com formas em abertos do espaço euclidiano. 

Seja w = X ardxzry uma forma de grau r e classe C* (k > 1) no aberto 
U C R”. A diferencial exterior de w é, por definição, a forma 


da 
do =Y darnder=> do; 025 ^ der, 
I jI 


Evidentemente, dw é uma forma de grau r + 1 e classe C'-! em U. 
Se w é uma forma de grau zero, ou seja, uma função w = a: U —> R, 


então dw = da = 5) se 


- dx; dx; . 
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Se w = Sa;dx; é uma forma de grau 1 em U, então 
da; 
do = Y da; A dz; O day A dx; = 


= = Pa i A dx; + a mx dx; A dx; = 


j<i i<j 
o i 
= So 2 dx; A dr; — > o dx; A dz; = 
i<j i<j 
da; dai 
= — dx; ^d 
E (e Sž) Ro TJ 
1<9 


[Na quarta igualdade, trocamos os nomes dos índices i, j no primeiro 
somatório e substituimos dx; A dx; por —dx; A dx; no segundo .] 
Em particular: 


Se w = ada + bdy então dw = (5 — a) dx A dy. 
y 
Se w = adx + bdy + cdz, então 


ðb da ðc Ob ðc Oda 


m à ai 
Seja agora w = Ð` (—1)+! adz A++ A dzi ^+- A dEm uma forma 


i1=1 
de grau m — 1 no aberto U C R”. Então, como o produto exterior 
dx; Adr, A++ Adr; A++ Adam é nulo para j Æ i, temos 


m 


i=] 
T joera 
= dt; 


Em particular, se w = ady A dz + bdz A da + cdx A dy então dw = 


(+57 +5) dx A dy A dz. 


Exemplo 18. w=—5(—-Dtaxidra-: Adz; ^- - -Ad£m é uma forma 
mM i=1 
de grau m — 1 em R” cuja diferencial exterior é dw = dx, A - A dim. 
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1 
Em particular, para m = 2, temos w = zdy — ydg). O fato de que 


1 
d E — ud) = dx A dy mostra, por meio do Teorema de Green, 


como calcular a área de uma região compacta M C R?, limitada por 
uma curva OM. Tem-se 


1 
área de M= |f dzay= | w= f u=5 |, (zdy — yda). 
M M ƏM 2 Jom 


O cálculo da área de M reduz-se a uma integral curvilínea. A justifi- 
cativa e o enunciado preciso dos princípios que intervêm neste exemplo 
serão fornecidos no parágrafo 8 adiante. 

As principais propriedades da diferencial exterior são enunciadas a 
seguir. 


Teorema 6. Sejam U CR”, VCR” abertos, w, w formas diferenciais 
de classe C! definidas em V e f: U — R” uma aplicação de classe C?, 
tal que CU) CV. Então: 

1. Sew: U >R é uma forma de grau zero (função real) então dw é 
a diferencial usual de uma função; 

2. d(v + w) = dw + dù; 

3. Se w é de classe C? então ddw = 0; 

4. d(w AŬ) = dw AŬ ++ (—1)"® w A do; 

dd f o) =f" (do). 
Demonstração: 1. e2. são evidentes. Em virtude de 2., basta demons- 
trar as três propriedades seguintes no caso em que w = adzy e © = bdxy 

n 

são monômios. Vejamos 3. Se w = adx; então dw = 5) fi dx; ^ dar e 


j=1 0%) 
daí 


- 9a 
— — d ; dgr = 
ddw » o £k A dx;| Adar 


8a 8a 
= dz; ^d Adry =0 
2 (aros de) EEN no i 


em virtude do Teorema de Schwarz. 
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Quanto a 4. temos 


d(w A ©) = d(adxr A bdxs) = d(abdx; A dzz) = (bda + adb)A 
A^ dzy A dry = bda ^ dx; A dry + adb ^ dz; A dzxy = 
= (da ^ dzr) A bdxzj + (—-D"“adzy A (db ^ dzz) = 
= dw AŬ + (—1)”® w A do. 


Finalmente, para provar 5., comecemos com o caso em que a forma w 
se reduz a uma função g: V > R. Então, pela Regra da Cadeia, em 
todo ponto x € U tem-se dg(f(x)) - f'(x) = d(g o f)(x). Portanto, para 
qualquer w € R”, vale 


f” (dg) (x) - w = dg(f(x)) - f'(x) : w = d(g o f)(x) uu. 


Logo f*(dg) = d(go f) = d(f*g). Agora, consideremos uma forma 
w = adzy = adzi ^+: ^ dei, de grau r arbitrário. Observemos prelimi- 
narmente que resulta de 4., 3. e uma indução óbvia que se a: V — R é de 
classe C! e g1,..., gr: V — R são funções de classe C? então d(adgı A: -^ 
dgr) = da ^dgı ^- -- Adg, . Lembremos ainda que f*(a^ 8) = f*a^ ftp. 
Então 


fuel o) dri Nee A f*dzri, = f*a -d(x o f) ^A Adlari o f). 
Logo: 


dfw = dl f'a) A dlen o f) A: Adler o f) = 
= fda A f dtu As A f dti = 
= f*(da ^ dzi A++- A dzi) = f* (dw). 


A seguir, definiremos a diferencial exterior de uma forma w numa 
superfície M. A forma w precisa apenas de ser C1, mas a superfície M 
será suposta pelo menos de classe C?. 

Seja então w uma forma de grau r e classe C! em M. Para toda 
parametrização y: Uo —> U em M, existe uma única forma dw, de grau 
r+1lemU, tal que *(dow) = d(p*w). Isto se deve ao fato de que o 
“pull back” w > “w é uma bijeção das formas em U sobre as formas em 
Uo. Se w|U = Sar(u)dur , então, como sabemos (Exemplo 12), y*w = 
Xardzr, donde d(p*w) = X dar A dry. Logo, a igualdade y*(dpw) = 
d(p*w) significa que dyw = X daz A dur. 
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Vamos agora mostrar que se p: Vo > V é outra parametrização 
então dpw = dyw em UNV. Com efeito, temos p = pog: py HUnNV) > 
UNV. Logo y* = * oy*. Daí, em UNV: 


p“ (dyw) = E Y* (dyw) = Ed(b*w) = dE yw) = 
= d(p*w) = p” (dow). 


Portanto dyw = dyw em UNV. [Note que o uso do item 5. do Teorema 6 
requer que as parametrizações y, Y% sejam pelo menos de classe C?.] 

Definimos a diferencial exterior dw da forma w de grau r em M como 
a forma de grau r+1 em M cujo valor em cada ponto x € M é dado por 
(dw)(x) = (dw) (x), onde y: Uo — U é qualquer parametrização em M 
tal que x E€ U. 

Como vimos acima, temos (dw)(x) = X dar A dur para todo z = 
plu) € U, se w(x) = X arduç for a expressão de w relativa à parame- 
trização y. Vimos também que a definição acima produz uma forma 
diferencial bem determinada dw, independente das parametrizações uti- 
lizadas. Em particular se w = X ardur = Dbydvy então X da; A du; = 
X dbr A dur = dw. 

Se w é de classe C*, a expressão dw = © dar A dur mostra que 
dw é de classe C¥71. Além disso, valem para a diferencial exterior de 
formas em superfícies as propriedades expressas nos itens 1. a 5. do 
Teorema 6, sendo que, no item 5., tem-se uma aplicação, de classe C°, 
f: M > N. Como essas propriedades são todas locais, as demonstrações 
consistem simplesmente em tomar parametrizações e fazer o caso recair 
no Teorema 6. 

Seja w uma forma diferencial de grau r e classe C! numa superfície 
M. Diz-se que w é fechada quando dw = 0 e que w é exata quando existe 
uma forma a em M, de grau r — 1 e classe C2, tal que da = w. 

Toda forma exata é fechada, pois dda = 0. A recíproca é falsa 
como mostra o elemento de ângulo em R? — {0}. (Evidentemente, as 
definições que acabamos de dar são compatíveis com as que foram dadas 
para formas de grau 1, no Capítulo IV.) 

Diz-se que w é uma forma de grau máximo quando tem grau m e 
está definida numa superfície de dimensão m. Toda forma w de classe 
Cl e grau máximo é fechada pois dw tem grau m + 1 e toda forma 
(m + 1)-linear alternada num espaço vetorial de dimensão m é nula. 

Seja f: M — N uma aplicação de classe C2, A igualdade f*(dw) = 
d(f*w) mostra que se w é uma forma fechada (respect. exata) em N 
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então f*w é fechada (respect. exata) em M. Isto se aplica, em particular, 
à restrição de uma forma a uma superfície contida em seu domínio. 

Segue-se da observação acima que se w é uma forma de grau máximo 
em N então f*w é uma forma fechada em M (mesmo que não seja de 
grau máximo). Daí concluimos, sem fazer cálculos, que o elemento de 
ângulo sólido é uma forma fechada de grau m em RH — {0}, pois é 
induzida por uma forma de grau máximo em S”, a saber, o elemento 
de volume. Resultará do Teoema de Stokes que o elemento de ângulo 
sólido não é uma forma exata em R™+I — {0}. 

Um exemplo de forma exata é o elemento de volume w = dx1 A 
“--Adem em R” (e portanto em qualquer aberto U C R”). Com efeito, 


1 m : se 
sabemos que w = dß, onde 8 = — (ny vide A ccAdr;ÃAdim. 
M i=1 


Uma explicação geral para isto é a seguinte: w é fechada porque tem 
grau máximo e, pelo Exercício 3.4, adiante, toda forma fechada cujo 
domínio é todo o espaço R” é exata. 

Nos Exercícios 3.6 a 3.10 e 8.20 deste capítulo, são estudadas as 
relações entre formas fechadas e exatas numa superfície, de maneira 
semelhante ao que fizemos no Capítulo IV para abertos de R?. Um 
instrumento importante nesse estudo é a integral de superfície que defi- 
niremos no parágrafo 6. 


4 Partições da unidade 


No parágrafo 3, mostramos como se define a integral, sobre uma su- 
perfície m-dimensional orientada, de uma forma diferencial contínua de 
grau m, cujo suporte é compacto e está contido numa vizinhança pa- 
rametrizada. Esta última restrição será eliminada se mostrarmos que 
toda forma diferencial em questão pode ser escrita como uma soma 
w = X wi, onde cada w; é contínua e tem suporte compacto, contido 
numa vizinhança parametrizada. Poremos, então, [fyw =D [ywi. À 
decomposição w = X w; será feita mediante a técnica das partições da 
unidade, que desenvolveremos neste parágrafo. 

A maneira clássica de definir a integral de superfície f m œ (que pode 
ser encontrada em quase todos os livros de Cálculo), consiste em de- 
compor a superfície como reunião M = UK, de conjuntos compactos 
J-mensuráveis sem pontos interiores em comum, cada um deles contido 
numa vizinhança parametrizada, e pôr fyw = È f x, Isto pode ser 
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feito rigorosamente, mas a tarefa de provar que existe a decomposição 
M =U Ķ;, e que a soma E f K” não depende dela, é bastante laboriosa 
e certamente se situa fora do nível e do âmbito de interesse deste livro. 
É mais simples decompor o integrando w. Além disso, o método das 
partições da unidade, que exporemos agora, tem várias outras aplicações. 

Indiquemos com B(r) a bola aberta de centro O e raio r em R” e 
com B[r] a bola fechada correspondente. 

Nosso próximo passo será definir uma função £: R™ — R, de classe 
CO tal que 0 < &(x) < 1 para todo x, E|B[I] = 1 e ¿(x) = 0 sex é B[2]. 
Quando 1 < |z| < 2, tem-se 0 < (x) < 1. O gráfico de £, no caso m = 2, 
tem a forma de uma bacia emborcada. 
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A função é pode ser definida mais diretamente. Entretanto, acha- 
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mos instrutivo fazê-lo por etapas. Começamos com a clássica função de 
Cauchy, a: R > R, a(t) = 0 se t < 0 e a(t) = exp(-1/t) set > 0. 
Abaixo, vemos os gráficos de a(t), a(t + 2) e a(—1 — t). 


A A A 


a(t + 2) a(—1 — t) 


Em seguida, definimos 8: R > R pondo G(t) = a(t + 2) -a(—1 — t) 
para todo t € R. Sabemos que a € C%, logo 8 E€ CN, O gráfico de 8 é: 


A 


B(t) 


—2 —1 


Seja b = [12 B(tdt = [55 B(t) dt. Então E [5 B(t)dt = 1. De 
finamos agora uma nova função, y: R —> R, de classe CS, pondo 
y(t) = B(t)/b se t < 0 e y(t) = —B(—t)/b se t > 0. Segue-se o gráfico de 
y. As regiões hachuradas têm área 1. 
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A próxima função, ô: R > R, também de classe CO, é definida por 
d(t) = o. Y(s) ds = j y(s)ds. Seu gráfico é: 


Finalmente, a função é: R™ — R é dada por é(x) = ó(|x|), onde 
|z| = 4/La2. Como £ é constante na bola B[1], a não-diferenciabilidade 
da raiz quadrada no ponto 0 não impede que se tenha é € C%. 


Para todo ponto p numa superfície M, de classe Cf, existem funções 
de classe C*, definidas em M, análogas a É, com suportes em vizinhanças 
arbitrariamente pequenas de p. Isto se segue do 


Lema 1. Sejape A C M, onde À é um aberto na superfície M, 
de classe C}. Existe uma parametrização p: B(3) > U em M, com 
pek, dM(0)=peUCaA. 


Demonstração: Seja y uma parametrização de classe C* em M, defi- 
nida num aberto Uo C R”, o qual contém um ponto a tal que y(a) = p. 
Pela continuidade de 1), existe r > 0 tal que W(B(a;r)) C A. Seja 
h o difeomorfismo CW de R” sobre si mesmo, definido por h(s) = 
a + L -x. Então h(B(3)) = B(a;r) e h(0) = a, de modo que, pondo 
U = y(B(a;r)), obtemos uma parametrização y = % o h: B(3) > U, 
como o lema requer. 

Quando tivermos uma parametrização y do tipo acima, usaremos 
as notações U = y(B(3)), V = y(B(2)) e W = y(B(1)). Tem-se p € 
W C V cC U. Evidentemente, W e V são compactos. A demonstração 
do Lema 1 mostra que, se for preciso, podemos supor também que U é 
compacto e difeomorfo a B[3]. 
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B(3) 


Nessas condições, definimos a função p: M —> R, de classe or, 
pondo p(x) = Ely Ma))sexeU e &p(£) = 0 se x € M — V. Vemos 
que p é uma função de classe C*, igual a 1 em todos os pontos de W e 
nula em M — V. Na realidade, temos supp(é,) = V. Na faixa V — W, 
temos 0 < p(x) < 1. Diremos que & é a função auxiliar associada à 
parametrização y. 

O próximo ingrediente necessário para o estudo das partições da 
unidade é a noção de família localmente finita. 

Uma família C = (C) )aez de subconjuntos de uma superfície M diz- 
se localmente finita quando todo ponto p E€ M possui uma vizinhança V 
em M que intersecta apenas um número finito de conjuntos C. Mais 
precisamente: dado p, existem V e um subconjunto finito Lo C L tais 


que A ¢ Lo = V N Ch = Ø. Quando, além disso, se tem M = U Oh, 
AEL 
diz-se que C = (C\)aez é uma cobertura localmente finita de M. 


Exemplo 19. Toda família finita é localmente finita. Se C = (Cy)eL é 
uma cobertura aberta de M, tal que cada conjunto C) tem interseção não 
vazia com apenas um número finito de outros conjuntos da família então 
C é localmente finita: para cada p E€ M, tome um C) contendo p e ponha 
V = C. Caso particular: C = (Ci); E N, onde C; = {x E RP;i— 1 < 
|| < à + 1). Mais particular ainda: param = 1, C; = (i—1,i+ 1). 
Então C; intersecta apenas C; 4 e C;y1. Convém notar que nem toda 
família localmente finita é desse tipo. Por exemplo, sejam C1 = R” e, 
para cada i EN, C;yy = R” — Blil, complementar da bola de centro 0 
e raio i em R”. A família C = (C;);en é uma cobertura localmente finita 
de R” mas cada conjunto C; intersecta todos os demais. [Para ver que 
C é localmente finita, dado p € R” tome j € N tal que |p| < j. Então a 
vizinhança V = B(j) do ponto p intersecta apenas os conjuntos C; com 
i < j.] Finalmente, (B(i));en não é uma família localmente finita. 
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Exemplo 20. Uma família C = (C»)rez de subconjuntos de M diz- 
se pontualmente finita quando cada ponto p E€ M pertence apenas a 
um número finito de conjuntos Cy. Toda família localmente finita é 
pontualmente finita. A recíproca é falsa: cada ponto p € R pertence no 
máximo a um número finito de intervalos (1/n,2/n), n € N, mas toda 
vizinhança de 0 em R intersecta uma infinidade de tais intervalos. 

Nosso interese em famílias localmente finitas resulta da seguinte ob- 
servação. 

Seja (wr)xez uma família de formas diferenciais de grau r e classe 
OF numa superfície M. Se a família (supp. w,)xez dos seus suportes é 
pontualmente finita, então a soma 


w=% WA 


AEL 


tem sentido e é uma forma de grau r em M. De fato, para cada x € M 
existe um conjunto finito de índices Lo = {A1,..., As} C L tal que 
wlx) = 0 se À É Lo. Pomos então, por definição 


w(z) = wx (2) + + wa, (2). 


Na definição acima, para cada x E€ M o conjunto Lo varia, de modo que 
não se pode garantir que w € C*. A hipótese de que os suportes das w) 
formam uma família pontualmente finita não basta. 

Se, entretanto, a família (supp.w»)xez é localmente finita e cada 
w E€ C* então w = Xw, € CF. Com efeito, neste caso, para cada p € M 
existem uma vizinhança V de p em M e índices A1,...,As E€ L tais que 


w(x) =x (x) +- + wa (x) 


para todo x E V. 
A seguir, registraremos três propriedades das famílias localmente 
finitas: 


Propriedade 1. Toda família localmente finita numa superfície M é 
enumerável. Mais precisamente: se C = (Ch)ez é localmente finita 
então existe um subconjunto enumerável Lą C L tal que A É La => Cy = 
Ø. 


Demonstração: Para todo ponto p E€ M existe um aberto Vp C M que 


o contém, tal que Vp intersecta apenas um número finito de conjuntos 
C». Da cobertura aberta M = U Vp podemos, pelo Teorema de Lindelöf, 
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OO 
escolher uma subcobertura enumerável, digamos M = | V;. Para cada 
i=1 
i € N, seja L; o conjunto (finito) dos índices À tais que C) N V; £ Ø. 
0,0) 


Pondo L, = | Li, vemos que L, é enumerável e que À É L > C(ANV; = 
i=1 


Ø para todo i EN, donde Cy) = NM = U (C N Vi) = Ø. 
i=1 


Sempre que for conveniente, podemos então escrever uma família 
localmente finita como C = (Cj)ien. 


Propriedade 2. Se C = (C))ez é uma família localmente finita na 
superfície M, um conjunto compacto K C M só intersecta no máximo 
um número finito de conjuntos Cy. Em particular, se M é compacta, 
toda família localmente finita de subconjuntos de M é finita. (Isto é, 
Cy = salvo um número finito de índices À.) 


Demonstração: Para todo ponto p € K, existe Vp aberto em M, com 

p E€ Vp, tal que cada V, intersecta apenas um número finito de conjuntos 

C». Da cobertura K C UV, escolhemos, pela compacidade de K, uma 

subcobertura finita K C V U---U V. Para cada i = 1,...,s, seja Li o 
S 


conjunto (finito) dos índices À tais que C) N V; £ Ø. Pondo Lọ = U Li, 
i=1 


sS 
vemos que Lo é finito e que À ¢ Lo & CNK c U(ONV) =. 

i=1 
Propriedade 3. Se a família C = (C5)xez é localmente finita então 
UC= Cas 
AEL AEL 
Demonstração: Estamos considerando o fecho relativamente à su- 
perfície M: se X C M, então X = {x € M; d(x, X) = 0}. Sem nenhuma 
hipótese sobre os C) , tem-se sempre a inclusão UC, CUCA. No caso 
localmente finito, vale a inclusão oposta. Com efeito, seja p E M tal 
que p É UC)». Existe r > 0 tal que, pondo V = {xz € M;|x — p| < r} 
então V intersecta no máximo os conjuntos Ch,,...C», da família C. 
Isto quer dizer que À É (Aj,...,As! > d(p,C») > r. Além disso, como 
p ¢ C, para cada À, temos d; = d(p,C5,) > 0 para i =1,...,s. Seja d 
o menor dos números positivos di,...,ds,r. Para todo x € UC) temos 
|z — p| > d. Assim d(p,UC)) > d > 0, e daí p é UCs. Provamos que 
p ¢UC => p É UC), o que dá a inclusão que procurávamos. 


Corolário. Se (F)rez é uma família localmente finita de subconjuntos 


fechados de M então F= UU Fy, é um subconjunto fechado em M. 
AEL 
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Seja M uma superfície de classe C*. Uma partição da unidade de 
classe C* em M é uma família de funções (& )xer de classe C em M, 
tais que: 

1) Para quaisquer A € Lex € M, tem-se (x) > 0; 

2) A família C = (supp. Ex )aez é localmente finita em M; 


3) Para todo z € M, tem-se 5 (x)= 1. 
AEL 


Em virtude da condição 2), a soma em 3) é finita em cada ponto x € 
M e, na realidade, localmente finita. Além disso, tem-se 0 < &(x) < 1 
para x E€ M e A € L quaisquer, por causa de 1) e 3). Note ainda que, 
para todo x € M existe pelo menos um índice À tal que é (x) > 0, logo 
os suportes das funções é constituem uma cobertura da superfície M. 

A definição acima inclui o caso de partições finitas da unidade: & + 
«e + Es = 1. Isto ocorre quando & = 0 salvo para um número finito de 
índices À. Numa superfície compacta, toda partição da unidade é finita, 
devido à Propriedade 2 acima. [Dizer que uma função tem suporte vazio 
significa afirmar que ela é identicamente nula. | 


Diz-se que a partição da unidade ` éa = 1 está subordinada à 
acA 
cobertura C = (C\)aez da superfície M quando, para cada œa € 4, 


existe algum À € L tal que supp. éa C Ch. 

Intuitivamente, a cobertura C indica um grau de pequenez (ou “fi- 
neza”) dos suportes das funções Ew , no seguinte sentido: 

Dadas duas coberturas C, C’ numa superfície M, dizemos que C é 
mais fina que C’, ou que C refina C' ou C é um refinamento de C’, 
quando, para todo C € C existe algum C” € C’ tal que C c C”. 

Nestes termos, a partição da unidade X &, = 1 está subordinada à 
cobertura C = (C) quando os suportes das funções Ea formam uma 
cobertura que refina C. 


Dizemos que a partição da unidade ` & = 1 é estritamente subordi- 
AEL 
nada à cobertura C quando C = (C) )aez tem índices no mesmo conjunto 


que as funções é e, além disso, supp(£»x) C Ch para todo À E L. 
Estamos agora em condições de enunciar o principal resultado deste 
parágrafo. 


Teorema 7. Seja M uma superfície de classe C*. Para toda cobertura 


aberta C = (C»)xez de M existe uma partição da unidade X` & = 1, 
AEL 


de classe C}, estritamente subordinada à cobertura C. 
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A demonstração se baseia nos dois lemas seguintes. 


Lema 2. Toda superfície M se escreve como reunião enumerável M = 
U K; de compactos tais que K; C int. K;,1 para todo i EN. 


Demonstração: Cada ponto x € M está contido num aberto Vz = 
v(B(2)), como no Lema 1, onde V, é compacto. Da cobertura M = 
U Vz extraimos, pelo Teorema de Lindelöf, uma subcobertura enu- 
zeM 

merável M = UV;. Pondo L; = V;, cada L; é compacto e vale ainda 
M = U Li. Definimos os K; por indução. Pomos Kı = Lı e, supondo 
obtidos K1,..., Ki de modo que K; C int Kj+ı para j = 1,...,i— 1e 
Ki D Lı U--- U Li, recobrimos o compacto K; U L;,1 com um número 
finito de conjuntos V; e chamamos de K;,1 a reunião dos Lj correspon- 
dentes. 


Observação: Se a superfície M é compacta, o lema acima é trivial. 
Podemos tomar K; = M para todo i. Ou então, seguindo a demonstra- 
ção acima, notar que, a partir de um certo ponto K; = Kipi =+ = M. 


Lema 3. Toda cobertura aberta C de uma superfície M de classe C* 
pode ser refinada por uma cobertura aberta localmente finita, formada 
por imagens de parametrizações y: B(3) > U, de classe C* em M, tais 
que os abertos W = y(B(1)) ainda cobrem M. 

Demonstração: Usando o Lema 2, escrevemos M = UK,;, onde cada 
K; é compacto e K; C int. K;,1 para todo i € N. Todo ponto x € Kə 
pertence a algum C € C. Aplicando o Lema 1, com A = C N int. K3, 
concluimos que todo x em Kə pertence a um conjunto Wo, tal que o 
Usy correspondente está contido em int. K3 e em algum aberto de C. 
Da cobertura Kə C UU Wo, extraimos uma subcobertura finita. Seja C2 


a cobertura finita de formada pelos conjuntos Us4 correspondentes. 
Analogamente, cada ponto x da “faixa” compacta K3—int . Kə pertence a 
algum conjunto W3x (na forma do Lema 1) tal que o Us, correspondente 
está contido em int. K4, em algum conjunto de C e é disjunto de K,. 
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Da cobertura K3 — int. Kə C U W3x extraimos uma subcobertura 


finita. Seja C3 a cobertura finita de K3 — int. K2 formada pelos con- 
juntos Us, correspondentes. Prosseguindo analogamente, obtemos, para 
cada 1 > 3, uma cobertura finita C; da faixa compacta K; — int. Ki—1 
por abertos do tipo U, cada um deles contido em int. K;,1, em algum 
conjunto de C e disjunto de K;-», de modo que os W correspondentes 
ainda cobrem a faixa. A reunião C’ = CU---UC;U... é uma cobertura 
aberta de M por conjuntos do tipo U, tal que os W correspondentes 
ainda cobrem M. Cada U € C’ pertence a algum C; , logo intersecta, no 
máximo, um número finito de outros conjuntos de C’, a saber, os per- 
tencentes a C; 1 U---UC;yo. Portanto C’ é um refinamento localmente 
finito de C. 


Demonstração do Teorema 7. Pelo Lema 3, existe um refinamento 
localmente finito C’ = (U;);en da cobertura dada C, com U; = p;(B(3)). 
Para cada i E N, seja &: M — R a função auxiliar de classe C* as- 
sociada à parametrização y;. Os suportes V; = supp. € formam uma 
cobertura localmente finita de M, que refina C. Logo & = X 6; é uma 
função de classe C*, positiva em todos os pontos de M. As funções 
ni: M >R, definidas por n; = €/€*, cumprem © n; = 1, supp. ni = Vi 
e constituem uma partição da unidade de classe C*, subordinada a C. 
Para obter uma partição estritamente subordinada a C, comecemos de- 
finindo uma “função escolha” f: N > L, isto é, para cada à € N es- 
colhamos um índice A = f(i) € L tal que suppm; = V; C Cha. Para 
cada À € L, ponhamos & = 5) m. Com os V; formam uma família 
H)=A 
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localmente finita, temos 


supp.&= (U v= U vico. 
f= FOA 


A família (supp. é» )»ceL é localmente finita. Com efeito, cada ponto 


pe M tem uma vizinhança Vp que intersecta no máximo Vi;,,...,Vi,, 

logo Vp intersecta supp . é» somente quando A = f(i1),...,ou A = f(i;). 

Então >) & = 1 é uma partição da unidade estritamente subordinada 
AEL 


à cobertura C = (Cy)eL - 


5 Aplicações da partição da unidade 


Nos itens abaixo, mostraremos como se pode usar a técnica das 
partições da unidade; no primeiro exemplo, como método de passagem 
do local ao global; no segundo, como um processo de obter médias pon- 
deradas. O terceiro é uma aplicação à Topologia. No parágrafo seguinte, 
a partição da unidade será empregada numa redução do global ao local, 
a fim de definir a integral de uma forma com suporte compacto numa 
superfície orientável. 


Item A. Aplicações diferenciáveis em conjuntos arbitrários. 


Seja X C R”. Dizemos que uma aplicação f: X — R” estende-se 
localmente em classe C® (k > 0) quando, para cada ponto p € X, existe 
uma aplicação Fp: Zp — R”, de classe C* numa vizinhança aberta Zp de 
p em R”, tal que Fp(x) = f(x) para todo x € ZpNX. Noutras palavras, 
f se estende, numa vizinhança de cada ponto de X, a uma aplicação de 
classe C}. Se f: X — R” estende-se localmente em classe C* então f é 
contínua. 


Exemplo 21. Seja X = {(x,y) € R$;x # 0}U {(0,0)}. A função 
1 
contínua f: X > R, definida por f(x,y) = y- sen zer #0 e f(0,0) = 


0, não se estende localmente em classe Cº, pois não admite extensão 
contínua a vizinhança alguma da origem. 


Teorema 8. Seja M C R”"*” uma superfície de dimensão m e classe 
C3 (q > 1). Toda aplicação f: M — R” de classe C* (0 < k < q) 
estende-se localmente em classe C*. 


A demonstração se baseia no lema abaixo. 
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Uma aplicação p: U > S, de classe C* no aberto U C R”, chama-se 
uma retração quando SC U e p(x) = x para todo x € S. Tem-se então 
S = p(U) e po p = p. Diz-se, neste caso, que S é um retrato de classe 
CF do aberto U. 


Lema. Sejam M C R” uma superfície de dimensão m e classe CF 
(k > 1). Todo ponto pe M está contido num aberto Z de R®™" tal que 
V=ZnM é um retrato de classe C! de Z. 


Demonstração: Pelo Teorema 12, Capítulo V, p possui uma vizinhança 
aberta U = AN M (A aberto em R”*") que é o gráfico de uma aplicação 
f: Uo — R”, de classe C? num aberto Uo C R”, isto é, U = f(x, f(x)) € 
R”: x € Uo}. A aplicação y: Uo > U, y(x) = (x, f(x)), é uma 
parametrização, com p = (xo), e ®: Uo x R” > RMT, ẹ@(x,y) = 
(x, f(x) + y), é um difeomorfismo de Uo x R” sobre si mesmo, com 
(Uo x 0) = U. Tomamos abertos Vọ C Uo em R™ e W em R”, tais 
que zo E W, 0€ We PV x W) c A. Então ® é um difeomorfismo 
de Vo x W sobre o aberto Z = O(Vo x W) c R™+", Afirmamos que 
(Vo x 0) = ZN M. De fato, 


z = (x,y) = (x, flze)+y EZOM >=zE AAM = 
U = y=0=> zE (V x0). 


Portanto, ZOM C &(Vo x0). A inclusão oposta é evidente. Escrevamos 
V = ZN M e indiquemoscommr:VoxW > Ya projeção sobre o 
primeiro fator. A aplicação p: Z — V, dada por p = poro B-! é uma 
retração de classe C* de Z sobre V. 

Demonstração do Teorema 8. Para cada p E€ M, tomemos um aberto 
Zp, uma retração pp: Zp > Vp = Zp N M, como no lema, e ponhamos 
F, = fopp: Zp — Y. Para todo £ € Vp, temos F (x) = f (pp(£)) = f(x), 
logo F, é uma extensão local de f. 


Teorema 9. Para todo k > 0, se uma aplicação f: X > R”, definida 
num subconjunto arbitrário X C R™, estende-se localmente em classe 
OF então f estende-se (globalmente) a uma aplicação F: Z — R”, de 
classe C* num aberto Z de R” que contém X. 


Demonstração: Para cada ponto p € X temos um aberto Zp C R” 

contendo p e uma aplicação Fp: Zp > R”, de classe Cf, tal que Ft) = 

f(x) para z E€ ZpN X. Seja Z = U Zp. O aberto Z CR” é uma su- 
pEX 

perfície de classe C°, na qual os conjuntos Zp constituem uma cobertura 
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aberta. Seja >; p= 1 uma partição da unidade estritamente subordi- 
peX 
nada a essa cobertura. Definimos F: Z — R” pondo F = X &pFp, ou 


seja F(z) = 5) &p(z) - Fp(z). Evidentemente F € C*, pois& € C' e 
peX 


F, € C* para todo p € X. Além disso, se x € X então 


F(z)=_ em) -f(x), = f(x), 


logo F estende f. 

Dado um subconjunto arbitrário X C R?”*, dizemos que uma aplicação 
f: X — R” é diferenciável (respect. de classe ©, I<k< o0) quando 
f se estende localmente a uma aplicação diferenciável (respect. de classe 


CF). 


Observação: Excluimos o caso k = 0 da definição acima porque Cº sig- 
nifica “contínua” e sabemos que nem toda aplicação contínua f: X —> Y 
se estende localmente de modo contínuo. (Cfr. Exemplo 21.) Assim, 
uma aplicação f: X — R”, de classe CF (k > 1), estende-se localmente, 
por definição, mas se k = 0, somente em certos casos (como, por exem- 
plo, se X é uma superfície de classe C1) é que existem extensões locais 
de classe Cº. 

Sejam X C R” e Y C R”. Uma aplicação f: X — Y diz-se dife- 
renciável (respect. de classe CF) quando, considerada como aplicação 
de X em R” (isto é, quando composta com a inclusão Y > R”), f é 
diferenciável (respect. de classe C*). 

Uma aplicação f: X — Y chama-se um difeomorfismo (de classe C*) 
quando é diferenciável (de classe C*) e possui uma inversa f~t: Y > X 
também diferenciável (de classe C*). 

O Teorema 8 garante que a definição acima de aplicação diferenciável 
coincide com a que foi dada no 813 do Capítulo V no caso em que X é 
uma superfície no espaço euclidiano e o Teorema 9 diz que f: X >R” é 
de classe C* (k > 1) se, e somente se, é a restrição a X de uma aplicação 
de classe C* definida numa vizinhança aberta de X em R”. O corolário 
que demonstraremos a seguir diz que o mesmo resultado vale se R” for 
substituído pela esfera S”, enquanto que a observação que a ele se segue 
informa (mas não prova) que, em vez de S”, poder-se-ia tomar qualquer 
superfície de classe C*. 


Corolário do Teorema 9. Seja X C R™. Se uma aplicação f: X — 
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S” é diferenciável (respect. de classe C}, com k > 1) então f estende- 
se (globalmente) a uma aplicação diferenciável (respect. de classe C*) 
F: Z — S” definida num aberto Z de R™, contendo X. 


Com efeito, dada f: X — S”, podemos considerar f como uma 
aplicação com valores em R"+! e, usando o Teorema 9, estendê-la a uma 
aplicação G: W — R”*, de classe C* num aberto W C R”, que contém 
X. Seja Z = {z € W;G(z) # 0}. Como G|X = f toma valores em S”, 
vemos que Z é um aberto de R™ contendo X. Consideremos a projeção 
radial p: R”+t — {0} > S”, p(x) = x/|x), a qual é uma retração de 
classe C%, e definamos a aplicação F: Z — S”, de classe C*, pondo 
F = po (G|Z), ou seja F(z) = G(z)/|G(z)| par todo z € Z. Vemos que 
F é uma extensão de f ao aberto Z de R” que contém X. 


Observação: O fato essencial que permitiu estender o Teorema 9 para 
aplicações com valores na esfera S” é que a esfera é retrato de classe 
CS de um aberto em R"+!. Isto é verdade em condições muito mais 
gerais: para toda superfície M C R”, de classe C*, existe uma retração 
p: V > M, de classe C? num aberto V de R”, chamado uma vizinhança 
tubular de M. Daí resulta, como no corolário acima, que toda aplicação 
f: X —> M, classe C*, k > 1), admite uma extensão, de classe C*, 
F: Z — M, definida num aberto Z do espaço euclidiano que contém X. 
A existência da vizinhança tubular é provada nos livros de Topologia 
Diferencial. (V. também Exerc. 13.7 do Cap. V.) 


Uma advertência que deve ser feita é a seguinte: se M é uma su- 
perfície de classe C* (digamos k < 00) no espaço euclidiano, a partir da 
definição acima passa a ter sentido falar numa aplicação f: M — R” de 
classe C” com r > k: trata-se simplesmente da restrição a M de uma 
aplicação de classe C” definida num aberto do espaço euclidiano que 
contém M. Mas, se quisermos exprimir f em termos dos parâmetros 
locais de M, tais expressões não irão além da classe C*. 


Exemplo 22. Seja f: [0,1] — [0,1] a função identidade, f(x) = zx. 
Existe, evidentemente, uma função contínua p: R — [0,1] tal que 
p|[0,1] = f. Basta por p(x) =0 sex < 0 e p(x) =1 se x > 1. Noutras 
palavras, o intervalo [0,1] é um retrato de classe Cº da reta. Mas não 
existe uma função diferenciável F: A — [0,1], definida num aberto A, 
com [0,1] C A C R, tal que F(x) = x para todo x € [0,1]. Com efeito, 
no ponto x = 1 a derivada de F à esquerda seria F'(1—) = 1 enquanto 
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que à direita seria 


F'(1+) — lim Fü+h)-1 <0 
h=0+ h 

pois F(1 + h) € [0,1] para todo h > 0. Em geral, vê-se de modo 
análogo que uma bola fechada no espaço euclidiano, embora seja um 
retrato C? do espaço euclidiano, não pode ser um retrato diferenciável 
de um aberto que a contenha. Assim o Teorema 9, que, em virtude da 
Observação subsequente, vale para aplicações f: X — M, com valores 
numa superfície de classe C* (k > 1), não vale para f: X — B, onde 
B é uma bola fechada do espaço euclidiano. 


Item B. Aproximação de funções contínuas por funções diferenciáveis. 


Teorema 10. Sejam f: X — R” uma aplicação contínua num conjunto 
X C R” ec: X — R uma função contínua, com e(x) > 0 para todo 
x € X. Existe uma aplicação g: A — R”, de classe CS num aberto 
A C R” contendo X, tal que |f(x) — g(x)| < e(x) para todo x € X. 


Demonstração: Todo ponto p € X possui uma vizinhança Vp = A,NX, 
onde A, C R” é aberto, tal que | f(x) — f(p)| < e(x) para todo x € Vp. 
[Basta notar que a função contínua Ap(x) = e(x)—| f(x) — f(p)| é positiva 
(= e(p)) no ponto x = p, logo é positiva numa vizinhança Vp = Ap N X 
desse ponto.] O aberto A = |J A, C R” é uma superfície de classe C°’, 
peX 
na qual os conjuntos A, formam uma cobertura aberta. Seja 5) & = 
peX 
1 uma partição da unidade de classe C°, estritamente subordinada a 


essa cobertura. Definamos g: A — R”, de classe Cº, pondo g(x) = 
>; Ep(x) - f(p). Para todo x € X, como f(x) = 5 én(x) - f(x), temos 
peX peX 


f(x) — g(m)] = > Exle)lf(x) — FP) < >, êle) - elx) = e(z). 


peX peX 


A desigualdade acima se justifica porque, para todo pe X, sex É Vp 
então En(x) = 0 e, se x e Vo, |f(x) — f(p)| < elx). 


Corolário. Dadas f: X > S”, contínua num conjunto X C R”, e 
e: X>R contínua, com e(x) > 0 para todo x E X, existe g: A > S”, 
de classe C® num aberto A C R” contendo X, tal que |f(x) — g(x)| < 
elx) para todo x € X. 
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Considerando f como uma aplicação contínua de X em R”tt, o 
Teorema 10 fornece uma aplicação h: A — R"+!, de classe C% num 
aberto A C R” contendo X, tal que |f(x) — h(x)| < e(x)/2 para todo 
x € X. O conjunto Ag = (x € A; h(x) 0) é aberto em R” e contém X. 
Sem mudar a notação, supomos A restrita a este conjunto, logo podemos 
considerar a aplicação g: A — S”, de classe C%, definida por g(x) = 
h(x)/|h(x)| para todo x € A. Para todo x € X, temos | f(x) — g(x)| < 
f(x) — h(ax)|+|h(x) — g(x)|. Concluiremos então que |f(x)— g(x)| < elx) 
para todo x € X, desde que mostremos que |h(x) — g(x)| < |h(x)— f(x). 
Mas isto resulta da seguinte observação elementar: g(x) = h(x)/|h(x)| é 
o ponto da esfera S” mais próximo do ponto h(x). Como f(x) pertence 
a S™, segue-se que |h(x) — g(x)| < |h(x) — f(x)|. 


Observações: 1) Podemos, em particular, tomar a função £: X > R 
constante. Isto equivale a aproximar a aplicação contínua f: X > R” 
por uma aplicação g: X > R”, que é a restrição a X de uma aplicação 
de classe C% numa vizinhança aberta de X, com |f(g) — g(x)| < € 
para todo x € X (aproximação uniforme). Quando X é compacto, os 
dois tipos de aproximação (e uma função ou £ constante) são equiva- 
lentes, pois toda função contínua positiva €: X — R possui então um 
ínfimo positivo. No caso geral (X não compacto), entretanto, o tipo 
de aproximação fornecido pelo Teorema 10 é bem mais “fino” do que a 
aproximação uniforme, pois a função contínua positiva € pode ter ínfimo 
zero em X. 

2) Um resultado análogo ao do Teorema 10 (ou o seu corolário) 
pode ser demonstrado para aplicações f: X — N, com valores numa 
superfície N de classe C*. (Neste caso, a aproximação obtida g é apenas 
de classe C*.) 

3) Supondo X compacto e mantendo R” como contradomínio, tem-se 
um resultado bem mais preciso, a saber, o Teorema de Aproximação de 
Weierstrass (ou sua versão mais geral, o Teorema de Stone-Weierstrass). 
Para uma discussão desses tópicos, veja [8]. 


Item C. O Teorema do ponto fixo de Brouwer. 

Não se trata aqui de uma aplicação direta das partições da unidade, 
mas de uma amostra de como se utiliza o teorema de aproximação (Te- 
orema 10) para provar resultados de Topologia. 


Teorema 11 (Brouwer). Seja B a bola fechada de centro O e raio 1 
em Rºt1. Toda aplicação contínua f: B— B possui (pelo menos) um 
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ponto fixo. 
A demonstração do Teorema 11 será feita em três etapas. 


Primeira: Se existir uma aplicação contínua f: B — B sem pontos 
fixos, existirá também uma aplicação CO, g: B — B, sem pontos fixos. 

Com efeito, sendo B compacto, se for f(x) £ x para todo x € 
B, existirá € > 0 tal que |f(x) — z| > € para todo x € B. [Basta 
tomar e = ínfimo da função contínua positiva x +» |f(x) — x| em B.] 
Definamos agora a aplicação contínua h: B — R”*!, pondo h(x) = 
(1 — £€/2)f (x). Temos |h(x) — f(x)| < c/2 para cada x € B. Além 
disso, pelo Teorema 10, existe g: B — R”+!, de classe C%, tal que 
Ig(x) — h(x)| < £/2 para todo x € B. Como |h(x)| < 1 —- =/2, vemos que 
Ig(x)| < |g(x) — (x) + |A(x)| < e/2+1-e/2=1,ou seja g(x) € B 
para todo x € B. Para mostrar que g: B — B não tem pontos fixos, 
observemos que 


E < |æ — f(x) < |x — g(x)| + |g(x) — (a) + lh(a) — F(a)] < 
< |æ = g(x)| + €/2 + £€/2, 


isto é, € < |x — g(x)| + £, donde |z — g(x)| > 0, para todo x € B. 
Segunda: Se existe uma aplicação g: B > B, de classe CW, sem pontos 
fixos, então a esfera unitária S” é um retrato C® da bola unitária B C 
RAI, 

Com efeito, dada g, definimos a retração p: B > S” pondo p(x) = 
interseção da semi-reta g(ax)x com a esfera 5”. 


gre 


Evidentemente, p(x) = x para todo x € S”. Para mostrar que p é 
de classe C%, notemos que p(x) = g(x) + t[x — g(x)], onde t > 1 é único 
tal que |p(x)| = 1. Sendo x £ g(x) et £ 0, resulta que p(x) £ g(x) para 
todo x. Basta provarmos que t é uma função CW de x, o que faremos 
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observando que t é definido implicitamente pela equação F(x,t) = 1, 
onde F(x,t) = |g(x) + t[x — g(x)]|2. O ponto crucial a ser verificado é 


que F(a,)=1=> -zF prn Ora, 


r (g, t) = Ux — g(x), g(x) + tæ — g(x))) = 2x — g(x), pla). 


Como g(x) — p(x) = —t|x — g(x)], vemos que a = 0 implica (g(x) — 


ot 
p(z), p(x)) = O e daí, pelo Teorema de Pitágoras: 


lg(x)|É = Ig(x) — p£) + p(x)? = lg(x) — plz)? + lolz)? = 
= |g(x) — p(z)? +1 > 1, 


um absurdo, pois g(x) € B. [Note que g(x) £ p(x) para todo x € B, 
conforme observamos acima.] Pelo Teorema da Função Implícita, p € 
Cr, 


Observação: O leitor pode exprimir t como a única raiz positiva da 
equação do segundo grau |g(x) = tz — g(x)]|? = 1, com incógnita t. 
Assim terá uma fórmula explícita para t em função de g(x). 

Na terceira etapa da demonstração, seguiremos C.A. Rogers [24], 
que adaptou uma idéia de J. Milnor [17], por sua vez inspirada em D. 
Asimov. 


Terceira: Não existe uma retração p: B — S”, de classe CN, da bola 
unitária fechada B C R"*! sobre a esfera S”. 


Suponha que p exista. Para todo t € [0,1] definamos p;: B — RH 
pondo p(x) = v+tlo(x) — z] = (1 — t)z + tp(x). Então p; E€ C” e 
como p(x) pertence ao segmento de reta [x, p(x)], vemos que, para todo 

€ [0,1], (B) Cc B. Seja c = sup |p'(x)— Id|. Para 0 < t < 1/c, a 
zEB 


aplicação diferenciável x > t[p(x) — x] tem, em todos os pontos x € B, 
derivada com norma menor do que ou igual à constante te < 1. Pelo 
Teorema do Valor Médio, tal aplicação é uma contração, e portanto 
pr: B> B é, para 0 < t < 1/c, uma perturbação da identidade, logo 
um difeomorfismo C% de B sobre sua imagem p(B). Provemos que 
alB) = B. Seja B = U U S”, onde U é a bola unitária aberta. Como 
p(x) = x para todo x € S”, temos p;(S”) = S” e (U) CU. Devemos 
mostrar que esta última inclusão é, na realidade, uma igualdade. Com 
efeito, se o aberto p;(U) for também fechado em U, teremos p(U) = U 
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pois U é conexo. Caso contrário, existirá y € U, aderente à imagem 
pi(U) mas não pertencente a ela. Como p(B) é compacto, portanto 
fechado, devemos ter y € p(B), isto é, y = p(x) para algum z € B. 
Como y ¢ p:(U), não pode ser x € U. Também não pode ser z € S” pois 
neste caso teríamos p(x) = x € S”, enquanto y E U. Assim, concluimos 
que, para todo t € [0, 5, pı é um difeomorfismo CS da bola B sobre 
si própria. [Daí resulta que p; é a restrição a B de um difeomorfismo 
C definido num aberto contendo a bola unitária.) 

A matriz jacobiana de p(x) tem a forma I +t- A(x), onde T é a 
matriz identidade (n + 1) x (n + 1) e A(x) e a matriz jacobiana da 
aplicação x > p(x) — x. Portanto, o determinante jacobiano de p(x) é 
um polinômio de grau n + 1 em t, cujos coeficientes são funções CW de 


nil . 
x: det[I-+t-A(x)] = >: ai(x)- t’. Segue-se que a integral do determinante 


i=0 
jacobiano de p(x) sobre a bola B, 


n+1 


/ det[Z +t- A(a)Jde = X` f oslajda t=. 
B 0 L/B 
também é um polinômio em t (agora com coeficientes constantes). Como, 
para todo t € [0,1/c], py é um difeomorfismo de B sobre si mesmo, re- 
sulta do Teorema de Mudança de Variáveis em Integrais Múltiplas que 
p(t) = vol(B), seja qual for t € [0,1/c]. Logo, p(t) é constante, qualquer 
que seja t € R. Chegaremos, então, a uma contradição se mostrar- 
mos que p(1) = 0. Com efeito, para t = 1, p+ reduz-se à retração 
p: B> S”, cuja derivada p'(x): R” — R”º* tem, para cada x € B, 
imagem contida no subespaço vetorial de dimensão n, tangente à esfera 
S” no ponto p(x). Logo o determinante jacobiano de p em todos os 
pontos x € B é igual a zero e assim sua integral p(1) é nula. Concluimos 
então que vol. B = 0, um absurdo que demonstra a inexistência de uma 
retração Cº da bola na esfera, daí resultando o Teorema do Ponto Fixo 
de Brouwer. 

Quando provarmos o Teorema de Stokes, no parágrafo 8 mais adi- 
ante, veremos outra demonstração de que a esfera não é retrato CS da 
bola, como caso particular de uma proposição muito mais geral. 


Observação: Na terceira etapa da demonstração acima, ficou provado, 
na realidade, que a esfera S” não é um retrato C! da bola B. 
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6 Integrais de superfície 


Seja w uma forma contínua de grau m, com suporte compacto, defi- 
nida numa superfície m-dimensional orientada M, de classe Ct. 

Como vimos no parágrafo 2, se o suporte de w está contido na imagem 
de uma parametrização positiva y: Uo — U, com w(x) = a(u)du, A: -+^ 
dum para todo x = y(u) € U, então a igualdade 


fo = f adu, 


onde K é qualquer compacto J-mensurável tal que y7} (supp. w) C K C 
Uo , define sem ambigüidade a integral f Me 

Considerando os abertos U C M e Uo C R” como superfícies, nas 
quais estão definidas as formas w = adu A --- A dum e P*w = adxy ^ 
--- A dem , teremos ainda 


[a=] g*w. 
M U Uo 


Observação: Se usarmos uma parametrização negativa Y: Vo > U, 
relativamente à qual se tem w(x) = b(v)dv, ^- --Advm, x = W(v), então, 
para todo compacto J-mensurável L, tal que y !(supp.w) CL CV, 


obteremos 
| rows- f w. 
L M 


Com efeito, compondo 1) com o difeomorfismo h: R” — R”, que muda 
o sinal da primeira coordenada [h(u1,..., Um) = (—u1, U2,..., Um)l, 
temos uma parametrização positiva y = Y o h: Uo > U, onde Uo = 
h-*(Vo). Em relação à parametrização y, a forma w se escreve como 
w(x) = —b(h(u))duy A ---Adum, x= (u) EU. Como o determinante 
jacobiano de h tem valor absoluto igual a 1 em todos os pontos, resulta 
do Teorema de Mudança de Variáveis que, pondo K = h7} (L), vale 


fotondo= f tttitu)jdu == [ -idus [ w 


Se as formas w1,...,wy têm suportes compactos, contidos na mesma 
vizinhança parametrizada U, resulta imediatamente da aditividade da 
integal no espaço euclidiano que se w = wj+---+w, então 


M M M 
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A fim de definir f Mm “ No caso em que suppw é um compacto qual- 
quer em M, tomemos uma partição da unidade D€; = 1, de classe C!, 
estritamente subordinada a uma cobertura aberta M = UU; , onde cada 
U; é imagem de uma parametrização positiva y: Uio > U; . 

Para cada índice i, ponhamos w; = é&-w. Então Lw; = (Déj)-w =w. 
O suporte de w, sendo compacto, tem interseção não-vazia com apenas 
um número finito de suportes das £; , pois estes constituem uma família 
localmente finita. Assim, w; = & -w = 0, salvo para um número finito 
de índices i, ou seja w = X w; é, na realidade, uma soma finita. 

O suporte de cada forma w; está contido na vizinhança parametrizada 
U; e, sendo um subconjunto fechado de supp.w, é compacto. Assim, 
f m Yi tem sentido. Pomos então, por definição, 


a= ò Wi. 
M i M 


Resta mostrar que a definição acima independe da partição da uni- 
dade escolhida. 

Ora, se X Çj = 1 é outra partição da unidade, de classe Ct, subordi- 
nada a uma cobertura aberta M = U V; , onde cada V; é imagem de uma 
parametrização positiva, ao lado das formas w; = €; - w, consideremos 
as formas ùj = Qj w e wij = Gu. Temos X wij = Laqu = 

J j 
ELG w) = E w = wi e, analogamente, 3 wij = wj, para quaisquer 
i 
índices i e j. Além disso, para todo i, tem-se supp. wij C U; e, para todo 
j, tem-se supp. wij C Vj. Logo fy wi = X Ju “ij e lute E Ju “ij - 
J K2 


Daí: 


A 


o que prova ser a definição de f m “ independente da partição da unidade 
escolhida. 

O teorema abaixo resume as primeiras propriedades da integral de 
uma forma de grau m contínua, de suporte compacto, numa superfície 
orientada de dimensão m. 


Teorema 12. 1. fylwu+D)= fuv + Jud; 
2. Se cE R então fyciw=c: fyw; 
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3. Se w > 0 ew(x)>0 para algum x EM então fyw > 0; 

4. Se w está definida na superfície orientada N e f: M >N é um 
difeomorfismo que preserva orientação (isto é, M é orientada e, para 
toda parametrização positiva p em M, fop é uma parametrização 
positiva em N) então fy f*w = fyw- 

Demonstração: As igualdades 1. e 2. são evidentes quando o suporte 
de w está contido numa vizinhança parametrizada. O caso geral segue-se 
por adição. Quanto a 3., tomando uma partição da unidade X &; = 1, 
subordinada a uma cobertura de M por imagens de parametrizações 
positivas, temos w = X w;, onde w; = &-w > 0 para todo i. Se x € 
M é tal que w(x) > 0, então wi(x) > O para algum índice ig. Daí, 
wio(y) > 0 para todo y numa vizinhança de x, pela continuidade de 
Wig - Segue-se que Su wi > O para todo à e Jir Wio > 0, pois estas são, 
na verdade, integrais no espaço euclidiano. Assim, f MYZ® f mvi > 
O. Finalmente, para provar 4., escrevamos M = UU;, onde cada U; 
é imagem de uma parametrização positiva yi: Uio — Ui. Então N = 
U f(U;), onde cada f(U;) é imagem da parametrização positiva f o yi. 
Para calcular fyw, escrevemos w = Bw;, onde supp.w; C f(U;), daí 
resultando que f*w = X f*wi, com supp. f*wi C U; para cada i. Temos: 


faf w= [ Fopra= | pv; fwi = 
N f(Ui) Ui Uio 


-f Fas f f wi 
U; M 
e, consequentemente, 


p- Fhag hra prefiro 


concluindo assim a demonstração do teorema. 

Se f: M > N for um difeomorfismo que inverte a orientação (isto é, 
para cada parametrização positiva y: Uo —> U em M, a parametrização 
fo p: Uo — f(Uo) é negativa em N) então vale a igualdade fy f*w = 
-f p% Isto resulta da Observação feita no início deste parágrafo. 

As igualdades f uo = f y% para um difeomorfismo positivo 
f: M > N,e fuy ftw = — fy w para um difeomorfismo negativo f: M — 
N, caracterizam a integral de uma forma diferencial f m “ sobre uma su- 
perfície orientada M como uma “integral orientada”, como é a integral 
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curvilínea f. w, estudada no Capítulo IV. No Apêndice a este parágrafo, 
veremos um caso de integral “não-orientada” numa superfície. 

Se M (e consequentemente N) for desconexa, podemos ter um difeo- 
morfismo f: M — N que preserva a orientação em algumas componen- 
tes conexas de M e inverte em outras. Neste caso, nada se pode dizer 
relacionando f m f*w com J n% Deve-se olhar o item 4. do Teorema 12 
como uma formulação global da regra de mudança de variáveis em in- 
tegrais múltiplas. Formulações mais gerais, em que f não precisa ser 
injetiva, serão feitas no parágrafo 9. 

Mais geralmente, podemos definir f m “ sob as seguintes hipóteses: 

0. w tem suporte compacto; 

1. O conjunto dos pontos de M nos quais w é descontínua tem 
medida nula; 

2. w é limitada, isto é, existe c > 0 tal que 


w(x): (wi... ,Wm)| <cjunl... [Wml] 


para quaisquer x E€ M e w1,..., Wm TM. 

Nas condições acima, para todo x = y(u) pertencente à imagem de 
uma parametrização positiva y: Uo — U, temos w(x) = a(u)duy A++- A 
dum , onde a: Uo — R é uma função cujas descontinuidades formam um 
conjunto de medida nula. Quando supp. a = q”! (supp. w) é compacto, 
para que a seja integrável basta que seja limitada. Como 


ð fð] 
la(u)| = latot ua] < 
ðu Otim 
p dy 
< e|- fu) sal 
<e lie (ol Io] 
m rá limitad tor “E TE 
vemos que a sera RES UER a R u ore = 


mitados em Uo, isto é, se existir uma constante cy tal que Ig (u)| < c 
para todo u € Uo. 

Portanto, a integral f m “ pode ser definida quando w é uma m-forma 
de suporte compacto em M, cumprindo as condições 1. e 2. acima. Di- 
remos então que w é integrável. Nesta situação mais geral, f mt será 
ainda definida como 3 f mvi; onde w = Xw; e cada w; = & -w tem 
suporte compacto, contido na imagem de uma parametrização positiva 
Yi: Uio — Ui, mas agora exigiremos que a derivada de y; seja limi- 
tada em U;o. Esta exigência é desnecessária quando w é contínua e é 
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automaticamente satisfeita quando a parametrização y; se estende con- 
tinuamente a um compacto contendo U;. 

Quando a superfície (orientável) M é compacta, toda forma contínua 
de grau m em M é integrável. Mais geralmente, se w é limitada e o 
conjunto dos seus pontos de descontinuidade tem medida nula em M, 
então fyw faz sentido. 


Exemplo 23. Um exemplo da situação mais geral acima é o seguinte: 
seja w uma forma de grau m contínua numa superfície orientada M, de 
dimensão m. Seja K C M um subconjunto compacto J-mensurável. 
Definimos uma nova forma w em M, igual a w nos pontos de K e igual 
a zero fora de K. Então w tem suporte compacto (contido em K) e 
seus pontos de descontinuidade (se existirem) estão contidos na fron- 
teira de K, logo formam um conjunto de medida nula. Além disso, 
sendo contínua, w é limitada no compacto K, logo w é limitada em M. 
Tem sentido portanto a integral f m © que, por definição, chamaremos 
a integral de w sobre o conjunto K. Escreveremos f mM“ = J nt. Um 
caso particular ocorre quando w é o elemento de volume de M. Neste 
caso, Tato chama-se o volume do conjunto K (área se dim. M = 2, 
comprimento se dim. M = 1). Quando M é uma hiperfície, podemos 
tirar proveito das formas particulares que então assume o elemento de 
volume w, como vimos no fim do parágrafo 2. 

Por exemplo, se K está contido na imagem de uma parametrização 
positiva y: Uo > U e M c R? é uma superfície de dimensão 2, os pontos 
de Uo são indicados por (u,v), põe-se 


2 
[dp dy “dy 
P= (De) c-l% 


área de K = V EG — F?dudv, onde Ko = y~! (K). 
Ko 


2 


op x 
= |— e então 


E Ou 


Ou (ainda no caso acima) se notarmos que as coordenadas do vetor nor- 
mal unitário v(x, y, z) = (cosa, cos 8, cos y) são os cos-senos dos ângulos 
que ele forma com os eixos x, y e z respectivamente, temos 


área de K=J cosa dy ^A dz + cos 8 dz A dx + cos y dz A dy. 
K 


A expressão acima é uma integral, sobre uma parte da superfície M, 
de uma combinação linear de dy A dz, dz A dx e dx A dy, que são formas 
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de grau 2 no espaço Rº. Neste caso, os coeficientes cos a, cos 3 e cos y só 
estão definidos sobre a superfície, mas isto não importa. Eles poderiam 
estar definidos num aberto contendo M. Sempre que tivermos uma 
forma w = Saydxy, definida num aberto U do espaço euclidiano, e uma 
superfície M C U, de dimensão m, escreveremos f m% para significar 
Ju Čo, onde i*w é a restrição de w à superfície M. (Veja o Exemplo 14.) 

A definição do volume de um compacto J-mensurável K C M como 
a integral da forma elemento de volume de M sobre K pode ser justi- 
ficada por meio das seguintes considerações geométricas. Suponhamos 
que K = y(B) seja imagem de um bloco retangular B C R”, con- 
tido no domínio de uma parametrização positiva y. Cada partição 
pontilhada P* do bloco B o decompõe em pequenos blocos B;, em 
cada um dos quais foi escolhido um ponto &. A definição que de- 
mos corresponde a pôr vol. K = f pg f(u)du, onde f: B — R é definida 

dy dy 


por f(u) = vol ae w), sendo o w C 


TM, x = (u), o paralelepípedo que tem os vetores o) como 
o 


j 
arestas. Como sabemos, esta integral é limite de somas de Riemann 


E(f; P*) = E (6) vol. B;. Para cada i, o bloco B; = [c1e1, . . . , Cmem] 


é um paralelepípedo cujas arestas são os vetores C1€1,...,Cm€m. Seu 
volume é vol. Bi = c1 ...Cm . O fator f(£;) é o volume do paralelepípedo 
p'(&i)-C, onde C = [e1,... , €m] é o cubo unitário de R”. Logo a parcela 


f(&i;) - vol. Bi é o volume do paralelepípedo y'(£;) - B;, imagem do bloco 
B; pela transformação linear y'(£): R” > Tye M. Assim, X(f; P*) 
pode ser interpretada como uma soma de volumes de pequenos parale- 
lepípedos tangentes a M, a reunião dos quais forma uma “aproximação 
poliedral” de K. É razoável considerar X(f; P*) como uma aproximação 
para vol. K, o que equivale a tomar, como definição: 


vol: J = lim E(f; P" = f w. 
e (f; P*) 5 


No caso particular em que m = 2 e K = {(æ,y,z) € R?; (x,y) € B,z = 
g(x, y)} é o gráfico de uma função g: B — R, de classe C! no retângulo 
BC R°, dada a partição pontilhada P* como acima, a soma de Riemann 
X(f; P*) é a soma das áreas dos paralelogramos A;, cada um dos quais 
é a interseção do prisma retangular B; x R, de base B;, com o plano 
tangente a M no ponto (&;,g(E;)). A área de K é, portanto, o limite 
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da soma das áreas dos paralelogramos A; quando a maior das bases e a 
maior das alturas dos retângulos B; tendem a zero. 

Esta definição geométrica da área de uma superfície (ou, mais ge- 
ralmente, do volume, quando a dimensão é > 2) difere da definição do 
comprimento de um caminho, dada no Capítulo IV, porque lá usamos 
segmentos secantes e aqui usamos tangentes. A razão é a seguinte: se 
tentássemos definir, por exemplo, a área de uma superfície (de dimensão 
2) como o limite das áreas de superfícies poliédricas nela inscritas (isto 
é, os vértices do poliedro são pontos pertencentes à superfície dada) 
veríamos que, mesmo em casos bem elementares, a área de um poliedro 
inscrito na superfície não possui limite quando todas as arestas das suas 
faces tendem a zero. Há um exemplo clássico, dado por H. Schwarz em 
1881, no qual se inscreve num cilindro uma superfície poliédrica bastante 
simples, cuja área não converge para um limite determinado quando os 
lados dos triângulos que constituem suas faces tendem para zero. (Veja 
Exercício 6.8.) Por esse motivo, a área de uma superfície de classe C1 é 
definida por meio de aproximações tangenciais. Isto, evidentemente, põe 
a questão de saber se é possível definir área de uma superfície de classe 
Cº, de modo a ter (como fizemos para caminhos) um teorema segundo 
o qual no caso particular de classe C! a área sempre existe e é dada pela 
fórmula acima. A teoria da área para superfícies de classe Cº (ou mais 
gerais) não é de modo algum tão simples como a do comprimento de 
caminhos, que expusemos no Capítulo IV. Trata-se de um campo ainda 
com problemas em aberto. O leitor interessado pode consultar Radó 
[22]. 


As formas diferenciais são, sem dúvida, os objetos mais adequados 
para serem integrados sobre uma superfície. Mas, dependendo da si- 
tuação, outros tipos de integrais de superfícies podem ocorrer de modo 
natural. Trataremos deles a seguir. 

Por exemplo, que sentido tem a integral de uma função f: M — R 
sobre uma superfície M (digamos, compacta e orientada)? Nos livros 
de Cálculo e de aplicações da Matemática, encontramos a integral f ui 
definida como o limite das somas © f(£;) - K; onde & € K; para cada 
i, M = UK, é uma decomposição de M como reunião de um número 
finito de compactos J-mensuráveis sem pontos interiores em comum, e o 
limite é tomado quando a norma da decomposição (maior diâmetro dos 
K;) tende para zero. 

Do nosso ponto de vista, dada a função contínua f: M — R, com 
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suporte compacto, definida na superfície orientada M, consideramos a 
forma f -w, produto da função f pela forma w, elemento de volume de 
M, e tomamos / mi = f m f- w como definição da integral da função f 
sobre a superfície M. A continuidade de f é dispensável: podemos supor 
apenas que f é limitada, tem suporte compacto e suas descontinuidades 
constituem um conjunto de medida nula em M. 


Exemplo 24. Seja M C R”"+! uma hiperfície de classe C2, orientada 
por meio de um campo contínuo (e portanto Ct) de vetores normais 


unitários y: M — S”. [Isto significa que uma base {w1,..., Wm} C 
T„M é positiva se, e somente se, det(y(x),w1,..., Wm) > 0, ou seja, 
(lx), wn,...,wmy C R+! é uma base positiva.) A aplicação y, que 


a cada ponto x € M associa o vetor unitário y(x), normal a M no 
ponto x, chama-se aplicação normal de Gauss. Para cada x € M, te- 
mos TaM = T(a)S”, como subespaços m-dimensionais de Rtl am- 
bos ortogonais ao vetor y(x). Logo, a derivada y'(x) é, na realidade, 
uma transformação linear y(x): TM > TyM, de um espaço vetorial 
em si mesmo, e assim tem sentido o determinante K(x) = det. y(x), 
chamado a curvatura de Gauss-Kronecker da superfície M no ponto zx. 
[Como det. (—y'(x)) = (— 1)” det. y' (x), se tomássemos —y em vez de y 
a curvatura gaussiana trocaria de sinal se m fosse ímpar mas independe 
da orientação de M quando m é par.| Sejam w e o, respectivamente, os 
elementos de volume de M e S”. Isto implica que devemos orientar S”, 
e o faremos dizendo que uma base {w1,..., Wm} C TpS” é positiva se, 
e somente se, det(p, w1,..., Wm) > 0, ou seja fp, w1,...,;Wmy CRT 
é uma base positiva. Desta forma, os espaços vetoriais TM e Ty() 8%, 
não apenas são iguais como estão também munidos da mesma orientação. 
Então, para todo x € M, temos w(x) = o(y(x)) pois são elementos de 
volume do mesmo espaço vetorial orientado. Mostraremos agora que 
vio = K -w. Primeiro lembramos que se A: E > E é uma trans- 
formação linear e o é uma forma alternada de grau igual à dimensão de 
E então A* -o = (det. 4) -o. Portanto, para todo z € M, 


(Vo)(a) = [Y (2)]* : o(y(x)) = [det. y (zx)] -o(y(a)) = K(x) -w(z), 


ou seja, yo = K -w. Suponhamos que M seja compacta. A integral 
da função K: M > R sobre a superfície M, ou seja, o número fy K = 
(def) fy Kw = fya chama-se a curvatura integral da superfície 
M. Veremos no parágrafo 9 que este número é um múltiplo inteiro do 
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volume da esfera S”. Em particular, sem = 2, f m K é um múltiplo 
inteiro de 47. 

Outro tipo de objeto que pode ser integrado sobre uma superfície M 
é um campo de vetores, mas agora somente em dois casos especiais. 

O primeiro é quando dim M = 1. Nesta situação, identificamos 
o vetor F(x) = Dai(x)e; com a forma w(x) = X a;(x)dxi e tomamos 
f mf = f m “ como definição. Isto foi feito no Capítulo IV. 

Podemos também definir a integral sobre M de um campo contínuo 
F: M — R”*! (com suporte compacto) quando M C R™+! é uma 
hiperfície orientada. Neste caso, consideraremos o campo contínuo de 
vetores normais unitários v: M — R™+!, que define a orientação de M 
e pomos 


I F= 1 (F u= | (F, v) -w, w = elemento de volume de M. 
M M M 


Ou seja, definimos [,,F como a integral sobre M da função x > 
(F(x), v(x)). 

Frequentemente o campo F está definido num conjunto aberto U C 
R”+! o qual contém a hiperfície M. A integral f m E chama-se o fluxo 
do campo F através da hiperfície M. Se imaginarmos F como o campo 
das velocidades de um fluido que escoa em U sob regime estacionário 
(isto é, a lei de escoamento não varia com o tempo) então o fluxo fy F 
mede o saldo da quantidade de fluido que atravessa M na unidade de 
tempo, ou seja, o que atravessa M no sentido da normal menos o que 
atravessa no sentido contrário. 

Se z = y(u) pertence à imagem da parametrização positiva q: Uo — 


U, sabemos que v(x) = N(x)/|N(x)|, onde N(x) = 2 (u) Sana X 
1 
2e u), e que w(x) = |N(x)|duy A --- A dum. Logo 


(F, v) -w = (F, N) - dui A++- Adum. 


Assim, se K C U é um compacto J-mensurável, o fluxo de F através de 
K pode ser escrito como 


f r= fBiono= f (F N)da AA dum 
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Para efeito de cálculo em termos da parametrização y a última expressão 


7 f . ; ð f8] 
é vantajosa, inclusive porque (F, N) = det. | F, caa eeh EAA , pela de- 
du Oum 


finição do produto vetorial. 

Se A: M > N é uma aplicação de classe Ct de uma superfície com- 
pacta M numa superfície N e se w é uma forma contínua em N, cujo 
grau é igual à dimensão de M, então podemos definir a integral de w ao 


longo da aplicação À pondo 
fo = Aw. 
A M 


A aplicação À é como se fosse um “caminho a m dimensões”e a 
definição acima estende a noção de integral de uma forma de grau 1 
ao longo de um caminho. [Estritamente falando, um intervalo [a,b] 
não é uma superfície, mas esta discrepância será afastada no parágrafo 
seguinte, em que tratamos de superfícies com bordo.) 

A integral usual de uma função num intervalo da reta ou num con- 
junto J-mensurável de R” corresponde à integral de uma forma com 
suporte compacto. O teorema central deste capítulo (Teorema de Sto- 
kes) só vale para formas com suporte compacto. Toda forma contínua 
com suporte compacto é integrável. Estes são três motivos ponderáveis 
entre os que justificam a escolha das formas de suporte compacto como 
objetos adequados para a integração numa superfície. De fato, é possível 
desenvolver uma porção considerável dessa teoria e chegar a um conheci- 
mento satisfatório da mesma sem integrar outras formas que não sejam 
as de suporte compacto. 

Existem porém dois teoremas interessantes (da irrelevância dos con- 
juntos de medida nula e do conjunto onde a forma é zero), que usaremos 
apenas uma vez, no parágrafo 9, os quais não podem sequer ser enunci- 
ados, a menos que consideremos integrais de formas com suportes não- 
compactos. (Isto equivale, como veremos, a estudar integrais impróprias 
absolutamente convergentes.) 

Assim, nossa definição de integral de superfície passa à terceira etapa: 
na primeira, tínhamos uma forma contínua com suporte compacto, con- 
tido numa vizinhança parametrizada; na segunda etapa, esta última 
restrição foi omitida. 

Agora, definiremos a integral de uma forma contínua de grau m, 
numa superfície m-dimensional orientada, quer o suporte da forma seja 
compacto ou não. 
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Evidentemente, sem a restrição do suporte compacto, algumas for- 
mas contínuas são integráveis outras não. Por exemplo, a função cons- 
tante, igual a 1, não é integrável na reta, nem a função contínua y = 1/x 
é integrável no intervalo (0,1). 

Seja w uma forma contínua de grau m na superfície orientada M, de 
dimensão m. Tomamos uma partição da unidade X é; = 1, estritamente 
subordinada a uma cobertura localmente finita M = UU;, onde cada U; 
tem fecho compacto em M e é imagem de uma parametrização positiva 
pi: Uio — Ui. Para cada à, pomos wi = & -w. As formas w; são 
contínuas, com supp.w; C supp. é; compacto, contido em U;. Temos 
w = Xwi onde cada ponto x € M tem uma vizinhança na qual esta 
soma tem apenas um número finito de parcelas não nulas. Para cada 1, 
tem sentido a integral fy wi. 

Para definir f m “, Suponhamos inicialmente w > 0, donde w; > 0 
para todo i. [Ou seja, w;(x) = a;(u)duy A --- A dum, com x = gilu) e 
ailu) > 0 para todo u € Ui.) Diremos que w é integrável quando a 
série de números reais não-negativos © f} w; for convergente. Supondo 
que isto ocorre, mostraremos que a série análoga, formada com auxílio 
de outra partição da unidade, também converge e tem a mesma soma. 

Com efeito, tomemos uma nova partição da unidade DG; = 1, su- 
bordinada à cobertura aberta localmente finita M = UV;, por imagens 
de parametrizações positivas ;: Vjo — Vj, com cada V; compacto. 
Sejam j = Qj: w e wij = Ew. Para cada à, o compacto supp. wi 
intersecta apenas um número finito de conjuntos da família localmente 
finita (supp. wij). Logo, para cada i, existe apenas um número finito 
de índices j tais que wij # 0, ou seja, cada soma w; = > wij é finita. 

j 
Analogamente, cada soma w; = } wij é também finita. Podemos escre- 


Df” =D Do =D ços 


Como essas integrais são números > 0, segue-se do Teorema 8, Capí- 
tulo 10, vol. 1 (pág. 384) que a série J` [1 ©; converge e 
j 


ver 


Isto mostra que, dada a forma contínua não-negativa w em M, podemos 
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definir sem ambiguidade a integral de w pela igualdade 


[e=] ai 
M 7 JM 


desde que a série do segundo membro convirja. 

No caso geral, seja w uma forma contínua de grau m sobre a superfície 
orientada m-dimensional M. Escrevemos w = w, — w- , onde w4 é 
a parte positiva e w- a parte negativa de w, isto é, w(x) = w(x) e 
w-(x) = O quando w(x) > 0, enquanto que w (x) = —w(x) e w(x) = 
0 se w(x) < 0. Diremos então que w é integrável quando as formas 
contínuas não-negativas w, e w— forem ambas integráveis. Neste caso, 
poremos Jue = fiz w+ — Siz w— , por definição. 


Observação 1: Se w é integrável, Xé; = 1 é uma partição da uni- 
dade como acima e w; = é; -w então >, j} Mm “i é uma série absoluta- 


KA 
mente convergente, e sua soma é f mœ- Com efeito, as séries >, f m Siwy 
i 
e > fy iw- convergem e, para cada i, temos | fy wil < fuy lwil = 


(A 
Ju Eis + Ju iw- . Logo 37 | fiy wil converge. Além disso, 
i 


Dj” = Seo DO f se =J i 


1 


[Em particular a soma da série independe da ordem das parcelas, o que 
é natural pois / m “ não depende da partição da unidade escolhida e a 
mudança da ordem corresponde a escolher outra partição, na qual as 
funções são as mesmas porém numeradas de forma diferente.) 


Observação 2: Se f: M > N é um difeomorfismo de classe C1 então, 
para toda forma contínua integrável w em N, a forma induzida f*w é 
integrável em M e fy f*w = + fyw, conforme f preserve ou inverta 
orientação. A demonstração se faz de modo análogo ao caso em que w 
tem suporte compacto. Novamente, observa-se que se M é desconexa e 
f preserva orientação em algumas componentes e inverte noutras então 


o resultado não vale. 


Observação 3. SeU c R” é um aberto qualquer (mesmo não men- 
surável à Jordan), podemos considerá-lo como uma superfície m-dimen- 
sional e agora passa a ter sentido, para toda função contínua f: U —> R, 
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a integral f f(x )dz, que significa fy w, com w(x) = f(x)dr,A:--Adim . 
Evidentemente, w pode ser integrável ou não. Se for, diremos que f é 
absolutamente integrável em U. Quando a função contínua f e o con- 
junto aberto U são ambos limitados, então fy f(x)dx sempre existe. 
Com efeito, basta supor f > 0. Se f(x) < c para todo x € U e K é um 
cubo em R” que contém U então, para toda partição da unidade com 
suportes compactos © é; = 1 em U e todo k € N temos 


k k oo 
Df eE J 8ta K, logo a série » [ss 


é convergente. [Note, porém, que a integral Jye pode existir mesmo 
que f seja ilimitada em U.] 


Observação 4: Se o aberto U C R” é J-mensurável e f: U > Ré 
contínua e limitada, então a definição de fy f(x)dx dada agora, usando 
partições da unidade, coincide com a que foi dada no Capítulo VI. Basta 
provar isto no caso em que f > 0. Sejam Xé; = 1 uma partição da 
unidade com suportes compactos em U, fi = &i f ew = f-dz1^- -Adm . 


Por definição 
w = fi 


onde, para cada i, Ju fi significa f K: fi, com K; J-mensurável e 
supp. fi C Ki C U. Ora, para cada k € N temos 


S [a= [Ens [roa 


Logo a série X Jy fi converge, ou seja, a forma w é integrável e Jy w < 
Ju f(x)dx. Para provar a desigualdade contrária, tomemos arbitraria- 
mente um número € > 0. Existe K, reunião de um número finito de 
blocos fechados contidos em U, tal que fy f(v)dz < fp f(x)dz + e. 
A família dos suportes das funções f; sendo localmente finita, existe 
k € N tal que i > k => (supp. fi) O K = Ø, pois K é compacto. Assim 
fila) +--+ flx) = f(x) para todo x € K e daí 


[rows [Ens fo 
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Segue-se que Ju f(x)dx < Jy w-+e. Como e é arbitrário, concluimos que 
Ju f(x)dx < fyw, o que prova a afirmação feita. 


2 


Observação 5: Se a forma contínua w é integrável em M então w é 
integrável em qualquer aberto A C M (considerado como superfície). 
Se, além disso, w > 0 então f Au < f m% Suponhamos, inicialmente, 
w>0. Seja i: A>M a inclusão. Mediante uma partição da unidade, 
escrevamos a soma localmente finita 


[e0] 
iw = ) Wi, 
i=1 


onde cada w; é > 0, contínua, com suporte compacto, contido em A. 
Para cada k € N podemos considerar a = wj + -:- + wk como uma 
forma contínua de suporte compacto em M, pondo-a igual a zero em 
M — A. Portanto, q, é integrável em M, com 


k 
f sf otoo fu faf asf o 
M M “JA A M M 


para todo k € N. Assim, a série X Sa wi converge para o valor faw < 
Su w. Se w não é > 0, pomos w = w, — w- onde cada parcela é > 0, 
logo integrável em 4, portanto w é integrável em A. [Mas agora não 
podemos concluir que fyw < fyo] 

Na demonstração do teorema seguinte, vamos utilizar o 


Lema 1. Sejam w contínua integrável em M e F C M um subcon- 
junto fechado de medida nula. Para todo £ > O existe Z aberto em M, 
contendo F, tal que | fjw] < e. 


Demonstração: Basta considerar o caso em que w > 0. Pelo Lema 3, 
usado na demonstração do Teorema 7 (84), podemos cobrir M e (con- 
sequentemente) F com uma família localmente finita de abertos U; = 
pi(B(3)) tais que os correspondentes W; = y;(B(1)) ainda cobrem F. 
Tomamos apenas os U; tais que W; O F £ 9. Para cada i, seja Ki = 
WinF. Os K; são compactos de medida nula, com U K; = F. Os abertos 
Vi = pyi(B(2)) formam uma cobertura localmente finita de F, com cada 
V; compacto, K; C V; e Li = y7 (Ki) C B(2) é um compacto de medida 
nula, para cada à. Seja w(x) = a;(v)dvy A --- A dum a expressão de w 
nos pontos x = p;(v) € V;, dada pela parametrização positiva y;. Cada 
uma das funções contínuas a;: B(2) — R é limitada, pois se estende 
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continuamente ao compacto B(2) c B(3). Seja a;(v) < ci para todo 
v € B(2). Podemos cobrir L; com um número finito de cubos abertos 
cuja soma dos volumes é menor do que c/c;-2'. Seja Zio a reunião desses 
cubos. Ponhamos Z; = yi(Zio) e Z = UZ;. A cobertura Z = U Z; é 
localmente finita e cada Z; tem fecho compacto. Tomando uma partição 
da unidade 3 é = 1 em Z, com supp. é; C Zi, vemos que 


wi = i: w=E a dy A dum < a; dvi Ac A dum, 


OO 
E 
Portanto | w=J f a<) g =e: 
Z i YZ i=1 


Teorema (Irrelevância dos conjuntos de medida nula.) Se w é uma 
forma contínua de grau m, integrável na superfície m-dimensional ori- 
entada M, e F C M é um subconjunto fechado de medida nula, então 


fo=f o 
M M-F 


Demonstração: Sem perda de generalidade, podemos supor que w > 0. 
Dado arbitrariamente £ > 0, tomemos em M um aberto Z D F, tal que 
Íz w < £, conforme o Lema 1. Seja A = M — F. Tomando uma partição 
da unidade £4 + éz = 1 em M, estritamente subordinada à cobertura 
M = AU Z, podemos escrever 


a u [eco 
= [eau f ezus f w+ f w< fute 


Isto sendo válido para todo € > 0, concluimos que f mu“ = J: aw 


logo fz wi < Sza ai(v)dvidvz ... dum < c;- vol(Zio) < c/2'. 


Corolário. Sejam w uma forma contínua integrável na superfície ori- 
entada M e p: Uo > U uma parametrização positiva em M, tal que 
M —U tem medida nula. Então fyo = Ju g*w. 


O corolário acima é útil para o cálculo de integrais em superfícies. 
A esfera, o toro e todas as superfícies compactas (orientadas) em R? 
admitem uma parametrização do tipo acima. Por exemplo, retirando-se 
um meridiano e um paralelo de um toro de revolução, o aberto restante 
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pode ser facilmente parametrizado. [Isto é verdade também para qual- 
quer superfície compacta orientada mas a demonstração em dimensão 
> 2 requer técnicas bastante avançadas de Geometria Diferencial. 

Na integral de uma forma sobre uma superfície também podemos 
desprezar qualquer conjunto fechado no qual a forma se anule. Isto é o 


Teorema (Irrelevância dos zeros.) Sejam w uma forma contínua, in- 
tegrável na superfície orientada M, e F C M um subconjunto fechado 
tal que w(x) = 0 para todo x E F. Então fyw = Ju po- 


A demonstração se faz tal qual a do teorema anterior, utilizando-se, 
em vez do Lema 1, o 


Lema 2. Seja FC M um conjunto fechado, em todos os pontos do qual 
a forma contínua w (de grau m na superfície m-dimensional orientada 
M) se anula. Dado qualquer € > 0, existe um aberto Z em M, contendo 
F, tal que | fzw| < e. 

Demonstração: Basta supor w > 0. Tomamos uma família localmente 
finita de abertos U; = y;(B(3)) tais que os W; = p;(B(1)) cobrem F e 
W;N F £ Ø para todo i. [Como no Lema 1.] Pomos K; = W;N F. Os K; 
são compactos, com U K; = F, os abertos V; = y;(B(2)) formam uma 
cobertura localmente finita de F, cada um deles tem fecho compacto 
em M, é imagem da parametrização positiva y;: B(2) — V; e contém 


Ki. Seja w(x) = ai(u)dv, A --: A dum a expressão de w nos pontos 
x = pilv) € Vi» dada pela parametrização y;. Temos a;(v) = O para 
cada v € Li = pr (Ki) C B(2). Seja ci o volume exterior do compacto 


Li. (Note que c; = inf. X vol(C};), onde L; C C1 U+- U Ck é uma 
cobertura de L; por cubos abertos.) Tomemos um aberto Zio C B(2), 
reunião finita de cubos abertos contendo L;, cuja soma dos volumes é 
< 2c;, tal o ai(v) < c/2*c; para todo v € Zio. Então vol(Zio) < 2c;, 
logo Sza ai(v)dv < e/2'. Sejam Zi = yi(Zio) e Z = U Zi. Seja E &; = 1 
uma a da unidade em Z, estritamente subordinada à cobertura 
Z = U Zi. Temos 


[oO io v)ai(v pe pt 


como queríamos demonstrar. 
As considerações acima desenvolvidas podem ser aplicadas para es- 
tender o Teorema de Mudança de Variáveis, eliminando a hipótese de 
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que o determinante jacobiano da mudança de variáveis seja sempre di- 
ferente de zero, conforme o 


Exemplo 25. Sejam U,V C R” abertos e h: U > V um homeo- 
morfismo de classe Ct. Seja f: V — R uma função contínua limitada. 
Então fp f(h(x))|J(a)lde = Jo f(y)dy, onde J(x) = det. h'(x). Com 
efeito, S = {x € U;J(x) = 0} é um subconjunto fechado de U, cuja 
imagem h(S) é um subconjunto fechado de V, com medida nula, pelo 
Teorema de Sard. Consideremos a m-forma w em V, definida por w(y) = 
Fly)dy A --- A dym. Temos (h*w)(x) = f(A(x)) - J(x)dzı A --- A dem 
para todo x € U. Como h: U — S — V — h(S) é um difeomorfismo, se 
supusermos J(x) > 0 para todo x € U teremos 


fre dl E fra E L os bus as 
= | o= | tan 


Se admitirmos porém que seja J(x) < 0 para todo x € U então 
h: U — S — V — h(S) é um difeomorfismo que inverte orientação, logo 
Jy- shw = = Jv-n(s) H Além disso, neste caso será |J(x)| = —J (x). 
Fazendo estas duas mudanças de sinal na sequência de igualdades acima, 
obteremos ainda no final 


[10e Iodo = f Foy 


Em geral, podemos ter J(x) > 0 em alguns pontos de U e, noutros 
pontos J(x) < 0. Então escrevemos U = AU B, reunião disjunta de 
dois abertos, onde A = {x € U; J(x) > 0} e B = U — A. Segue-se que 
V = h(AJUh(B), também reunião disjunta de abertos e, pelo que vimos 
acima, temos 


EO Ho)lde = | fa) ld 
+ f EAD eL fw e (ojdy = | foi 
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APÊNDICE 


Examinemos agora a hipótese de orientabilidade da superfície sobre 
a qual se efetua uma integração. Ela é, de fato, necessária para se definir 
a integral de uma forma diferencial e constitui um dado importante nas 
aplicações desta noção. (Veremos alguns exemplos disso nos parágrafos 
finais deste capítulo.) Somente para citar um caso simples, menciona- 
remos que o fluxo de um campo de vetores através de uma hiperfície só 
tem sentido quando a mesma é orientável. 

Por outro lado, é intuitivamente óbvio que uma faixa de Möbius tem 
área (igual à área do retângulo que foi torcido e colado para formá-la). 
Este exemplo indica que a orientabilidade é uma exigência que deveria 
ser evitada na definição geral de volume de uma superfície. Ainda sobre 
a faixa de Möbius M: se a densidade de M em cada um dos seus pontos 
x tem um valor f(x), então a massa de M deveria ser expressa como 
uma integral f m f, embora M não seja orientável. 

As considerações acima sugerem um reexame da definição de integral, 
visando retirar a condição de orientabilidade. Isto nos conduz à noção 
de densidade escalar, como objeto que pode ser integrado, mesmo em 
superfície não-orientáveis. 

Uma densidade escalar num espaço vetorial m-dimensional E é uma 
função p: E x --:x E (m fatores) > R com a seguinte propriedade: se 
A: E > E é uma transformação linear e v1,..., Um E E então 


p(A-vi,..., A-um) = | det. A| - p(v1,..., Um). 


Por exemplo, se w é qualquer m-forma alternada em E então |w| é 
uma densidade escalar. Isto mostra que em todo espaço vetorial E £ (0) 
existem densidades escalares não-nulas. 

Um importante exemplo de densidade escalar é a densidade de vo- 
lume p, num espaço vetorial E, munido de um produto interno. (Não 


supomos E orientado!) Por definição, dados v1,..., Um E€ E, tem-se 
p(Vi, .--, Um) = 4/ det. ((vi, vj}) = vol. [v1, ... , Um], 
onde [v1,..., Um] C E é o paralelepípedo que tem por arestas os veto- 


res v;. Se dotarmos E de uma orientação e chamarmos de w a forma 
elemento de volume correspondente, teremos p = |w]. 

O conjunto A(E) das densidades escalares no espaço vetorial E, com 
as operações usuais de soma de funções e produto por um número real, 
é um espaço vetorial. 
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Seja {e1, . . . , em + uma base no espaço vetorial E. Uma vez fixada esta 
base, indicaremos com a notação det. (v1,..., Um), para vi,...,Um E E, 
o determinante da matriz cuja j-ésima coluna é formada pelas coorde- 
nadas do vetor v; em relação à base dada. Ou ainda, det(v1,..., Um) 
é o determinante da transformação linear A: E > E tal que A-e = 
v1,...,Ã-em = Um. 

Isso posto, para toda densidade escalar p € A(E) existe um número 
real a tal que p(v1,..., Um) = |det(vy,...,um)|- a. Basta pôr a = 
p(e1,...,em). Desta observação seguem-se os seguintes fatos, relativos 
a uma densidade escalar p no espaço vetorial E, de dimensão m: 


1. Se v1,...,Um são linearmente dependentes então 
p(vi,..., Um) = 0. Em particular, se a lista v1,..., Um tem repeti- 
ções, p(v1,...,Um) = 0; 

2. Se p Æ 0 e v1,...,Um são linearmente independentes então 
p(vi,..., Um) Æ 0; 

de pliye 6 Una mn) = |oplois ss e; 0a 

4. Se i Æ j então p(v1,..., Ui HC: Uj,- Um) = Places Uno Um) 
isto é, o valor p(v1,...,Um) não se altera se somarmos a uma de 
suas variáveis um múltiplo qualquer de outra; 

5. p(v1,..., Um) é uma função simétrica, isto é, se o é qualquer per- 
mutação dos inteiros 1,...,m então 


Plvs (1) baai Vo(m)) = plv, sen , Um); 
6. O espaço vetorial A(E) tem dimensão 1. 


Com efeito, seja po # 0. Dada qualquer p € A(E), tomemos uma 
base fes,... emb em E e seja c = p(e1,...,em)/polei,...,em). Então 
p = c: po, logo {p0} é uma base de A(E). 

Diremos que uma densidade escalar p é positiva quando existirem 
e1,...,em E E tais que p(ey,...,em) > 0. Então p(v1,..., Um) > 0 para 
toda lista de vetores linearmente independentes v1,..., Um. 

Sejam E, F espaços vetoriais de mesma dimensão m. Toda trans- 
formação linear T: E — F induz uma transformação linear T*: A(F) > 
A(E), que associa à densidade escalar p em F a densidade escalar T* p 
em E, definida por: 


(ati secs ta) = p(T uias la): 
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Resta mostrar que, de fato T*p € A(E). Isto é claro se T não for um 


isomorfismo pois, neste caso, T - u1,..., T -Um são sempre linearmente 
dependentes, logo T*p = 0. Se, porém, T7}: F — E existe, escrevamos 
u=Tov,..,um=T.vm. Então, dada uma transformação linear 


A: E > E, temos 


(Tp) (A cdr, sv A- um) = (T* Q (ATT! -v1,..., ATT! ovas 
= (TAT ms, TAT va) = 
= | det. TAT H -p(vi,...,um) = 
= |det. A| - p(T - u1,..., “als 
= | det. A| - (T*p)(u1,..., Um). 


Evidentemente, T* (p1 + p2) = T* p1 + T* p2 e T* (cp) = c- T*p, logo 
T*: A(F) > A(E) é uma transformação linear, que é igual a zero se 
T não for bijetiva e é isomorfismo se T o for. Além disso, neste último 
caso, p > 0 em A(E) implica T*p > 0. Observemos ainda que se ST faz 
sentido então (ST)* = T* 9*. 

A densidade escalar T*p diz-se induzida por p em E, por meio de 
T. Diz-se também que T*p é o pull-back da densidade p pela transfor- 
mação T. 

No Cálculo Tensorial clássico, uma densidade escalar é uma função 
p que associa a cada base {e1,..., €m} um número real a, chamado a 
coordenada de p na base dada [no caso, a = p(e1,...,€m)]| de tal modo 
que se {f1,..., fm} é outra base, à qual p faz corresponder o número b 
então 


b = | det. A| - a, 
onde 4: E > E é a transformação linear que leva a base {e1,..., €m} 
m 
na base {f1,..., fm}. Se fj = Og (j = 1,..., m) então det. A é 
i=1 


o determinante da matriz (w;;). Evidentemente, temos também a = 
| det. B|-b, onde B- fj = ej, come; = ÈE pij fi e det. B = det. (Bij). 
Uma densidade escalar numa superfície M é uma aplicação p que a 
cada ponto x € M associa uma densidade p(x) € A(T;M). 
Dada uma densidade escalar p em M, a cada parametrização y: Uo — 
U em M corresponde uma função real a: Uo — R, definida por 


apis pt) (Ela). pa) | 
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Se by: Vo —> V é outra parametrização, com U A V £ Ø, e a ela 
corresponde a função b: Vo — R, então, para cada x = y(u) = ú(v) € 
UAV, vale 

a(u) = |J(u)|: b(v), 


onde J(u) é o determinante jacobiano do difeomorfismo toy: q !(UN 
V) = 4 1(U NV), calculado no ponto u. 

A igualdade acima pode servir de base a uma definição, segundo a 
qual uma densidade escalar numa superfície M é uma aplicação que a 
cada parametrização y: Uo — U em M associa uma função real a: Uo — 
R, de tal modo que se b: Vo > R é a função associada à parametrização 
p: VW > V, com U NA V Æ Ø, então, para todo x = y(u) = W(v) € 
UNV tem-se a(u) = |J(u)| - b(v), onde J(u) = det. [(Y7t o p) (u)]. 
Esta definição equivale à que demos. Para verificar isto, reobtenha a 
densidade p(x) a partir da função a pondo 


A relação a(u) = |J(u)|-b(v) implica que a definição de p(x) não depende 
da parametrização y e que p(x) é, de fato, uma densidade escalar em 
TM. 

Se M é de classe C*, tem sentido dizer que p é uma densidade escalar 
de classe C em M, para O < s < k. Isto significa que cada ponto x € M 
pertence à imagem de uma parametrização y: Uo > U, de classe C* em 
M, tal que a função a: Uo > R, definida por 


= dy dy 
atu) = to (Eles ela) 
x = (u), é de classe C°. Então a regra de transformação a(u) = 


|J(u)|-b(v) mostra que, para qualquer outra parametrização Y: Vo > V, 
de classe C* em M, a função b(v) também é de classe CS, pois o jacobiano 
J(u) é uma função de classe CH. 

Uma densidade escalar p em M diz-se positiva (escreve-se p > 0) 
quando p(x) > 0 para todo x € M. Isto significa que para qualquer 
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lista v1,...,Um E TM de vetores linearmente independentes, tem-se 
p(z) - (v1,...,Um) > 0. Note-se que M não precisa ser orientável para 
que esta definição tenha sentido. 

Daremos agora alguns exemplos. Se p é uma densidade de classe Cº 
em M então |p| é também uma densidade de classe Cº. (Mas não é de 
classe C”, em geral, mesmo que p o seja, salvo, é claro, quando p(x) £ 0 
para todo x.) Se w é uma forma de grau máximo em M então l|w| é 
uma densidade escalar, de classe Cº se w € Cº. Seja C uma cobertura 
de M por abertos U, em cada um dos quais está definida uma forma 
diferencial wy de grau máximo. Suponha que, para cada x € U A V 
se tenha |wu(x)| = |wy (x)|. Então obteremos uma densidade escalar p 
em M pondo p(x) = |wy(x)|, onde U é qualquer aberto da cobertura C 
contendo o ponto x. Se cada wy é de classe C? então p € Cº. Se cada 
wy é de classe C” e wu(x) £ 0 para todo x € U então pe C". 

O exemplo mais importante de densidade escalar numa superfície M, 
de classe C*, é a densidade de volume p, definida por 


plr) (ot, sos Um) = VOL [Disse Ur, 


para quaisquer x € M e v1,...,Um E€ TM. Acima, vol. [v1,...,um] é O 
volume (não-orientado!) do paralelepípedo cujas arestas são os vetores 
v1,...,Um- Dada uma parametrização y: Uo > U, de classe C* em M, 
pomos 


at) = (Deu dE) ) ue Do, 


e g(u) = (gi;(u)) (matriz de Gram dos vetores básicos ses no ponto u). 


Então 


pa) (Elas pel) = Tec ot, = (a) 


logo a(u) = «/det. g(u), o que mostra que a densidade de volume é de 
classe CHI. 

Quando a superfície M é orientada e seu elemento de volume é a 
forma w então a densidade de volume de M é |w|. No caso geral, toma- 
mos a cobertura C de M por imagens de parametrizações y: Uo — U, de 
classe C* e consideramos cada aberto U como uma superfície orientada, 
na qual y > 0. Seja wy o elemento de volume correspondente. Então 
luu(x)| = |wy (x)| para todo x € U N V e a densidade de volume p é tal 
que p(x) = |wy (x)| seja qual for U contendo x. 
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Sejam M, N superfícies de classe C*, com a mesma dimensão e 
f: M > N uma aplicação de classe C*. Se p é uma densidade escalar 
de classe C” (r < k) em N então a densidade f*p, de classe C” em M, 
induzida por p em M, por meio de f é definida pondo-se, para cada 
x EM e w,..., Wm E TM, 


(FP (2) (w1, tm) = PCF (2)) - (F (2) un... Fm) : Wm). 


A transformação linear f'(x): TM — Tp(yN, derivada de f no ponto 
z, induz uma transformação [f'(x)J*: A(TyyN) > A(T+M). Tem-se 
(f*o (x) = f(x) p(f(x)), logo f*p é uma densidade escalar em M. 
Se consideramos outra aplicação g: N — P, veremos facilmente que 
(go f)*p = f*(g*p) para toda densidade p na superfície P. 

Revendo (desde sua primeira parte, na seção 2) a definição da inte- 
gral de uma forma contínua de grau máximo e suporte compacto numa 
superfície orientada M, vemos que as mesmas considerações se aplicam, 
quase ipsis literis, ao caso em que não se supõe M orientável mas, em 
lugar da forma w, usamos uma densidade escalar p. O único ponto 
em que é Ri mudar alguma coisa é na prova de que a definição 
f mP fka g alu)du não depende da parametrização y escolhida [no caso 
em que p a o compacto, contido na imagem da parametrização 
p: Uo — U e y7! (supp. w) C K C Uol]. 

Se Y: Vo — V é outra parametrizaçção com supp. p C V e 

Mo) = pe) (Zoh Ew), = 600) = el) Evn, 


“ Oum 


sabemos que a(u) = |J(u)|- b(v). Logo, pondo L = (y” to y)(K), temos 


fu do = [ oto) 7 uldu = f aludu, 


onde a primeira igualdade deve-se ao Teorema de Mudança de Variáveis. 
[A única alteração relativamente ao caso de formas consistiu em usar 
|J(u)| em vez de J(u), pois agora não sabemos se J(u) > 0 para todo 
uvceUNV.] 

Usando as partições da unidade, como antes, definimos fy; p onde p 
é uma densidade contínua com suporte compacto na superfície M, que 
pode ser orientada ou não. Mais geralmente, f m P tem sentido quando 
p tem suporte compacto, é limitada e o conjunto dos seus pontos de 
descontinuidade tem medida nula em M. 
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A integral de uma densidade escalar é “não-orientada”, isto é, se 
f: M > N é um difeomorfismo e p é uma densidade contínua com su- 
porte compacto em N, então f“w é uma densidade contínua com suporte 
compacto em M e vale Ta f*p= Jy p. Mesmo que M e N sejam orien- 
tadas e que f: M > N seja um difeomorfismo que inverte orientações, 
temos ainda a igualdade f m P = f y P, para toda densidade escalar p 
em N. 


Agora tem sentido definir o volume de um subconjunto compacto 
J-mensurável K C M, mesmo que a superfície M não seja orientável. 
Tomamos a densidade de volume p de M, definimos uma nova densidade 
p pondo p(x) = plx) sex € K, p(x) = 0 se xz € M -— K, e escrevemos 
vol. (K) = f P, por definição. 


Tem sentido também definir a integral de uma função contínua 
f: M >R com suporte compacto. Basta tomar, por definição, f mf = 
Jw f-p, onde p é a densidade de volume de M. 


7 Superfícies com bordo 


Neste seção, ampliaremos o conceito de superfície, de modo que ele 
venha a incluir, por exemplo, as bolas fechadas no espaço euclidiano. 
Para isto, admitiremos que as parametrizações sejam definidas não ape- 
nas em subconjuntos abertos no espaço R” mas possam ter abertos em 
semi-espaços como domínios. 


Um semi-espaço num espaço vetorial E é um conjunto do tipo H = 
{x € E;a(x) < 0}, onde a € E* é um funcional linear não-nulo. O 
bordo do semi-espaço H é o conjunto 0H = (x € E;a(x) = 0). Eviden- 
temente, OH é um subespaço vetorial de codimensão 1 em E. 


Um semi-espaço H C R” é reunião disjunta H = int. H UH do seu 
interior em R” com o seu bordo. Os subconjuntos 4 C H, abertos com 
H, são de dois tipos: 1º) 4; C int. H; neste caso, A; é também aberto 
em R”. 2º) AN 3H # Ø, então As não é aberto em R”, pois nenhuma 
bola com centro num ponto x € OH pode estar contida em H. 
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ƏH 


Dois tipos de aberto num semi-espaço H. 


Como vimos na seção 5, uma aplicação f: X — R”, definida num 
subconjunto X C R”, diz-se diferenciável (respect. de classe C¥, k > 1) 
quando é a restrição de uma aplicação diferenciável (respect. de classe 
C!) F: U > R”, definida num aberto U C R”. Em particular, esta 
definição se aplica quando X é um subconjunto aberto de um semi- 
espaço, caso em que estaremos especialmente interessados. 

Em geral, a derivada de uma aplicação diferenciável f: X — R” 
num ponto x € X não está bem definida, pois as possíveis extensões 
de f a vizinhanças de X podem ter diferentes derivadas no ponto zx. 
[Isto é óbvio, por exemplo, no caso extremo em que X se reduz ao único 
ponto z.] 

Mas se A C H é aberto no semi-espaço H C R” e f: ASR? é 
diferenciável então, para cada x € 4, a derivada f'(x): R” — R” está 
bem definida. 

Mais precisamente, como veremos agora, todas as extensões diferen- 
ciáveis F: U > R” de f a um aberto U C R” contendo A possuem, no 
ponto x € 4, a mesma derivada F'(x): R” — R”, a qual indicaremos 
com f'(x) e chamaremos a derivada de f no ponto z. 

Isto é claro se x € int. H. Vamos prová-lo quando x € AN 0H. Em 
primeiro lugar, observamos que existe uma base (v1,...,vm+ em R”, tal 
que v1,...,um E H. Com efeito, dado um vetor arbitrário v € R”, temos 
v € H ou —v € H. Assim, tomada uma base qualquer de R” e trocando- 
se o sinal de cada um dos elementos que não pertencem a H, obtemos 
ainda uma base de R” formada por vetores pertencentes a H. Segue-se 
que, para x € OH et > 0 quaisquer, tem-se x+t-v1 E€ H,...,ittm € H. 
De fato, se H = {y € R”; a(y) < 0} então a(x+t-v;) = a(x)+t-a(vi) = 
t- alvi) < 0 para i = 1,...,m. Se, mais particularmente, tivermos 
x € AN ƏH então, para todo t > O suficientemente pequeno, vale ainda 
xz+t-v; E À pois A é aberto em H. 
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Voltando à extensão diferenciável F: U — R” da aplicação f, sabe- 
mos que, para todo v € R”, existe o limite F'(x) -v = lim [F (x + tv) — 
q= 


F(x)|/t. Em particular, se fizermos t — 0 por valores positivos, teremos 
ainda, para i = 1,..., m: 


F(x + tvi) — F(x) = f(x + tvi) — f(x) 


t=0+ t t=0+ t f 


pois x + tv; E€ A para todo t > 0 suficientemente pequeno. Assim, os 
valores da transformação linear F' (x): R” — R” nos elementos básicos 
v1,- . , Um SãO univocamente determinados a partir de f, logo a derivada 
F'(x) não depende da extensão F escolhida. 

Vale a Regra da Cadeia: se f: A — R” e g: B — R? são diferen- 
ciáveis em abertos de semi-espaços e f(A) C B então go f: A— R é 
diferenciável, com (go fY (x) = g(Ff(x)) - f'(x). Isto decorre imediata- 
mene da Regra da Cadeia usual, aplicada às extensões de f e g. 

Seja H C R” um semi-espaço. O bordo de um aberto A C H é, por 
definição, o conjunto OA = ANH. Observemos que 94 é uma hiperfície 
em R”. [Com efeito, sendo A aberto em H, temos A = U N H, com 
U C R” aberto. Então UNH = UN (H N3H) = (UN H) NaH = AN 
9H = 04, logo ðA é um subconjunto aberto da hiperfície OH = a71 (0).] 

O bordo de um aberto A C H é invariante por difeomorfismos. Antes 
de demonstrar este fato, lembremos que um difeomorfismo (de classe C*) 
entre dois abertos A C H CR” e B cC K C R” desemi-espaços é uma 
bijeção diferenciável (de classe C*) f: A > B, cuja inversa f1: B —> A 
também é diferenciável (de classe C*). Pela Regra da Cadeia, das igual- 
dades flo f = id4 e fof! = idg concluimos que, para todo x € A, 
com y = f(x), f(x): R® > R” e(f Ny): R” — R” são isomorfis- 
mos, inversos um do outro. Em particular, m = n. A invariância de OA 
é expressa pelo 


Teorema 13. Sejam A C H, BC K abertos em semi-espaços de R”. 
Se f: A — B é um difeomorfismo de classe Ct então f (0A) = OB. Em 
particular, a restrição f|JOA é um difeomorfismo entre as hiperfícies OA 
e ðB. 


Demonstração: Consideremos um ponto x € int. 4, isto é, existe U C 
R” aberto tal que x € U C A. Restrito a U, f é um difeomorfismo de 
classe C! sobre sua imagem f(U). Pelo Teorema da Aplicação Inversa, 
f(U) é aberto em R”. Como f(U) C B, 


476 [CAP. VII: INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE 


H K 


segue-se que f(x) € int. B. Isto significa que f(int. A) C int. B, logo 
f1(0B) C ðA. Analogamente, f(04) C OB. Logo f(04) = B. 


Observação: Resulta do “Teorema da Invariância do Domínio”, (de- 
monstrado em Topologia) que o teorema acima vale, mais geralmente, 
quando f é apenas um homeomorfismo de A sobre B. 

Estenderemos agora o conceito de parametrização. 

Uma parametrização (de classe C* e dimensão m) de um conjunto 
U c R” é um homeomorfismo q: Up > U de classe C*, definido num 
aberto Uo de um semi-espaço de R”, tal que y'(u): R” — R” é uma 
transformação linear injetiva, para cada u € Up. 

Um conjunto M C R” chama-se uma superfície com bordo (de di- 
mensão m e classe C*) quando cada ponto x € M pertence a um aberto 
U C M que é imagem de uma parametrização y: Uo — U, de classe C* 
num aberto Uo de algum semi-espaço de R”. 

Examinemos as mudanças de parametrização numa superfície com 
bordo M, de classe C} (k > 1) e dimensão m + 1, contida em R”. 

Sejam p: Uo > U, Y: V > V parametrizações de classe C% de 
abertos UV C M, com U AV £ Ø. Como no caso sem bordo, a 
mudança de parametrização y loop: HMUNV) > uy MUNV) é 
um difeomorfismo de classe C*. Para provar isto, basta mostrar que 
py lopeCf,poisploy=(Wylocp) será também de classe C*, 
pela mesma razão. 

Tomemos um ponto qualquer u € q MUNV). Sejam x = y(u) e 
v = Yt (y(u)). Sabemos que 1) se estende a uma aplicação Y: W — R”, 
de classe C¥ num aberto W de R”, contendo v. Como Y'(v) é injetiva, 
segue-se da Forma Local das Imersões que (restringindo W se necessário) 
W é um homeomorfismo de W sobre sua imagem e o homeomorfsmo 
inverso é a restrição a W(W) de uma aplicação A de classe C num 
aberto de R”. Logo, pondo 4 = q !(W(W)), vemos que 4 5 u e é um 
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aberto num semi-espaço de R™. Além disso, (lo p)|A = (Ao p)|A 
é de classe C*. Assim, 7t o é de classe C% na vizinhança de cada 
ponto u ey !(UNV), donde py lop € C!. 

Seja M uma superfície com bordo. O bordo de M é o conjunto 
OM formado pelos pontos x € M tais que, para toda parametrização 
y: Uo — U de classe Ct de um aberto U C M, com x = y(u), tem-se 
necessariamente u € Uo. 

Pelo Teorema 13, juntamente com o fato de que cada mudança de 
parametrização é um difeomorfismo, dado x € M, basta que exista uma 
parametrização y: Uo — U de classe C! de um aberto U C M, com 
x = plu) eu € Ug, para que se tenha x € M. Dito de outro 
modo, se M é uma superfície com bordo e x = y(u) € U para alguma 
parametrização y: Uo — U, de classe Ct num aberto Up C R” então, 
para qualquer outra parametrização y:Vo >» V cC M, de classe C1 
num aberto Vo de algum semi-espaço em R”, se x = y(v), deve-se ter 
v € int. Vo. 


RM 


Parametrizações numa superfície com bordo: x € OM, y É OM 


As superfícies definidas no Capítulo V serão chamadas “superfícies 
sem bordo”. Elas correspondem, na definição acima, ao caso OM = 
Ø. Sempre que dissermos simplesmente “superfície”, sem qualificações, 
estaremos nos referindo a uma superfície sem bordo. 

Se M é uma superfície com bordo, de classe C* e dimensão m+1, seu 
bordo 9M é uma superfície (sem bordo) de classe C* e dimensão m. As 
parametrizações que caracterizam M como superfície são as restrições 
ao bordo Uo = Uo N OH, das parametrizações y: Uo — U, de classe 
C*, que têm como imagem um aberto U C M tal que U N 8M + Ø. 

A restrição y|3Uo: Uo — OU tem OU = UNAM como imagem e seu 
domínio é o subconjunto aberto Uo do espaço vetorial m-dimensional 
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OH. Para obter uma parametrização em M que seja definida num 
aberto de R”, devemos tomar uma base em H e representar cada 
elemento u € 9H pela lista de suas m coordenadas em relação a tal 
base. 


Outra maneira de parametrizar OU é a seguinte. Escrevemos os 
elementos de R”"*! sob a forma u = (uo,u1,...,Um), pomos Hoy = 
{u c R"*.uo < 0), identificamos Ho com R” pela correspondência 
(0, v1,...,Um) > (v1,...,Um) e “padronizamos”as parametrizações de 
classe C* em M, considerando apenas aquelas que são definidas em sub- 
conjuntos abertos do semi-espaço Ho . Para todo semi-espaço H C R+! 
existe um isomorfsmo linear T: R®™+! — R”"* tal que T(Ho) = H. 
Então, dada uma parametrização Y: Vo > U, de classe C* no aberto 
Vo C H, pomos Uo = T-!(V) e obtemos y = bo T: Uo > U, uma 
parametrização padronizada (isto é, definida num aberto de Họ), de 
classe C} e com mesma imagem que 1). Se y: Uo — U é padronizada e 
UNM + Ø, a restrição p|ÔUo: Uo — OU é uma parametrização na 
superfície OM, definida num subconjunto aberto OU, C R”. 


O teorema seguinte é fonte de exemplos de superfícies com bordo. 


Teorema 14. Seja f: M — R uma função real de classe CE numa 
superfície M, de classe C* e dimensão m + 1. Sea ER é valor regular 
de f então o conjunto N = {x e M;f(x) < a} é uma superfície de 
classe C}, com dimensão m + 1, cujo bordo é ON = fa). 


Demonstração: Evidentemente, o conjunto A = {x € M; f(x) < a} 
é aberto em M, logo é uma superfície de dimensão m + 1 e classe C*. 
Resta então parametrizarmos as vizinhanças dos pontos x € N tais que 
f(x) = a. Dado z, seja p: Uo — U uma parametrização de classe C* de 
um aberto U em M, tal que x = y(u) EU, com u = (uo, U1,..., Um). 
Como a é valor regular de f, e portanto da função f o: Uo —> R, 


Mie) > 0. Pela 


Forma Local das Submersões, existem um aberto Wc R” contendo 
(u1,..., Um), um intervalo I = (a— €,a +€) e um difeomorfismo £: W x 
I — Z de classe C* sobre um aberto Z C Up, tal que fopoé: W xI > R 
tem a forma fooE: (z,t) +» t. Consideremos em R”*! o semi-espaço 
H, formado pelos pontos cuja última coordenada é < a. Ponhamos 
Vo=(WxDnNH, Y= (p0£)|Vo, V = p(€(Vo)). Então Y: Vo > V 
é uma parametrização do aberto V C N, com x €E V. 


podemos, sem perda de generalidade, supor que 
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Por exemplo, a bola fechada de centro num ponto xo € R™+! e raio 
a > 0 é o conjunto dos pontos x € R™®+! tais que f(x) < a2, onde 
f: R+ — R é definida por f(x) = |x — zo|? = (x — zo, £ — xo). Como 
o único valor não-regular de f é 0, segue-se que a bola fechada é uma 
superfície, cujo bordo é a esfera. 

Seja M C R” uma superfície com bordo, de classe C! e dimensão 
m+1. A cada ponto z € M (mesmo os pontos do bordo!) associaremos 
um subespaço vetorial TyM C R”, de dimensão m+1, chamado o espaço 
vetorial tangente a M no ponto x, o qual é definido (analogamente ao 
caso OM = Ø) como a imagem y'(u)-R”"+*1 onde q: Uo — U é qualquer 
parametrização de classe Ct de um aberto U C M, com g =y(u) € U. 

Se x € M, então Uo é aberto num semi-espaço H C R”"*!, com 
u = gt (x) € OH. A imagem y'(u)- 0H = T(0M) é o espaço vetorial 
tangente ao bordo M no ponto x. Evidentemente, T;(0OM) C TaM é 
um subespaço vetorial de codimensão 1. 


Ts (3M) 


A definição de TyM faz uso da parametrização y: Uo > U, com x = 
plu) E U. Mas se Y: Vo — V é outra parametrização C! de um aberto 
V C M, com z = (v) € V, então € = Yt oy: p7HU NV) > yU N 


480 [CAP. VII: INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE 


V) é um difeomorfismo, com Y o € = ọ, logo W'(v) -E (u) = p'(u). Como 
E' (u): RH — RTL é um isomorfismo, segue-se que y'(u) - RHI = 
Y'(v)-R®+I, Portanto o espaço tangente Ty, M = y'(u) -R”"* independe 
da parametrização usada para definí-lo. 

Se x € M, no espaço vetorial tangente TyM não somente te- 
mos um subespaço vetorial distinguido T..(OM) como temos ainda um 
semi-espaço, formado pelos vetores tangentes ao bordo mais os vetores 
que apontam para fora da superfície M. (Região pontilhada na figura 
acima.) Para dar sentido preciso a essa noção, começaremos com um 
semi-espaço H C R”. 

Diz-se que o vetor w € R” aponta para fora do semi-espaço 
H c R” quando w é H. Se H é definido pela desigualdade a(x) < 0, 
isto significa que a(w) > 0. Este conceito é invariante por difeomorfis- 
mos, conforme o 


Teorema 15. Seja f: A — B um difeomorfismo entre abertos AC H, 
BC K de semi-espaços H, K CR”. Se w € R” aponta para fora de H 
então, para cada x € OA, o vetor f'(x) -w aponta para fora de K. 


Demonstração: Sejam a(x) < 0 e (x) < 0 respectivamente as desi- 
gualdades que definem os semi-espaços H e K. Como, pelo Teorema 13, 
f é um difeomorfismo entre OA e ðB, a derivada f'(x): R® > R™ 
transforma OH isomorficamente sobre OK. Assim, dado v € R”, tem- 
se Blf'(x)-v|=0 se, e somente se, 

a(v) = 0. Como a(w) > 0, basta provarmos que 8[f'(x) -w] > 
0. Ora, set < 0 então vx+t-w € H, logo, para todo t negativo 
e suficientemente próximo de zero, temos x +t-w € A- ðA, donde 
flvx+t-w) EB -0BeBf(z+t-w)< 0. Para tais valores de t, então 
[6f(z+t-w)— Bf(x)]/t = Bf(a +tw)/t > 0. Passando ao limite quando 
t — 07, obtemos 8[f'(x) - w] > 0, o que demonstra o teorema. 
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Dada a superfície com bordo M C R”, seja x € OM. Diz-se que 
um vetor w € T.M aponta para fora da superfície M quando existe 
uma parametrização y: Uo — U, de classe C! no aberto Up de um 
semi-espaço H C R™+t!, com valores no aberto U C M, tal que z = 
plu) € U e w = ọ' (u) - wo, onde wọ E€ R"+ aponta para fora do semi- 
espaço H. Neste caso, segue-se do Teorema 15 que, para qualquer outra 
parametrização Y: Vo —> V, com z = yY(v) € V, tem-se w = W'(v) - w, 
onde wı € R™+! aponta para fora do semi-espaço K C R”"+* no qual 
Vo é aberto. [Com efeito, pondo £ = Y7} o y e wı = Ẹ'(u) - wo, temos 
p (v): wi = Y' (v) - E'lu) - wo = Pu) - wo = w e, pelo Teorema 15, w 
aponta para fora de K pois wọ aponta para fora de H.] 

Em cada ponto x € OM, os vetores tangentes a OM juntamente com 
os vetores que apontam para fora de M formam um semi-espaço de Ty M. 
Entre os vetores que apontam para fora de M no ponto x, existe um 
único que tem comprimento 1 e é normal a Ty(M). Indicando-o com 
v(x), obtemos um campo de vetores unitários v: OM — R”, normais a 
ðM. Se M é de classe C*, o campo v é de classe C*!. Com efeito, se 
p: Uo — U é uma parametrização de classe C* definida no aberto Uo do 
semi-espaço H C R™+1, tomamos uma base positiva (vo, v1,...,Um) C 
R™+I tal que vo aponta para fora de H e {v1,..., Ym} C OH. Então 


(a) = LD x ex glu) om 
f/(u) ur == x (0) com 


para todo x = y(u) € OU = ƏM NU. [Aqui, estamos considerando 
o produto vetorial de m vetores no espaço TyM, de dimensão m + 1, 
orientado pela condição de que a base fy'(u)-vo, p(u)-vi,..., p (u)-vm) 
seja positiva.] Resulta daí que se M é uma superfície com bordo, de 
classe C? e dimensão m + 1 no espaço R”+! então seu bordo M é uma 
hiperfície orientável. (Cfr. Teorema 15, Capítulo V.) 

Uma superfície com bordo M diz-se orientável quando admite um 
atlas coerente de classe C!. Como no caso sem bordo, o atlas A chama-se 
coerente quando, dadas y, Y € A quaisquer, a mudança de parametriza- 
ção Yl op tem determinante jacobiano positivo em todos os pontos do 
seu domínio. [Evidentemente, para que y” to faça sentido, as imagens 
de y e 1) devem ter pontos em comum.) 

Mostraremos agora que se M é orientável então seu bordo oM 
também o é. Isto é evidente quando dim. M = 1 pois OM tem então 
dimensão zero. Seja pois M orientada, com dim M =m+1, m >Q. 
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Chamemos de A o conjunto das parametrizações y: Uo —> U em M, de 
classe C!, com as seguintes propriedades: 


0) Uo é conexo; 
1) Uo é aberto no semi-espaço Ho = { (uo, ..., um) ER" uo < 0}; 
2) é positiva relativamente à orientação de M. 


Já vimos que o conjunto das parametrizações y: Uo > U em M 
que cumprem a condição 1) (isto é, são “padronizadas”) constituem 
um atlas em M. Se impusermos, ademais, a condição 2), teremos 
ainda um atlas. Com efeito, dada y: Vo —> U, cumprindo 0) e 1), 
se 1) não for positiva podemos compô-la com a transformação linear 
T: (u0,..., Um) + (uo,...,—um) e, pondo Uo = T-!(Wo), veremos que 
p=4oT:U, > U cumpre a condição 0), a condição 1) (porque sendo 
m>0, T leva Ho em si mesmo) e é positiva, pois det. T < 0. Assim, 
A é um atlas em M. 

Identifiquemos, como antes, R” com Ho = {u € R"* ug = 0}. 

Seja Ao o conjunto das restrições Yo = p|OUo, das parametrizações 
p E€ A tais que OU, = Uo N R” Æ Ø. 

Evidentemente, Ao é um atlas de classe Ct em M. 

Afirmamos que o atlas Ao é coerente. Com efeito, se Yo: Uo — OU 
e po: OVo — V pertencem a Ag, com OUNOV Æ Ø então a mudança de 
parametrização o = Yg l opo é a restrição do difeomorfismo € = Y~! o% 
ao bordo do seu domínio. Seja A = &' (u): R"*1 — R™+I a derivada de 
E num ponto qualquer u do domínio de £o. [Isto é, y(u) E U N ƏV] 
Como A é coerente, det. A > 0. Como £ é um difeomorfismo do aberto 
pv MUNV) c Ho no aberto y7! (U N V) C Ho segue-se do Teorema 13 
que A: (3Ho) = Ho , ou seja A - e; = (0, aii, ..., ami) para todo i = 
1,...,m. Finalmente como eg = (1,0,...,0) aponta para fora de Ho, 
segue-se do Teorema 15 que A - eo = (ago; 410, - - - , mo) também aponta 
para fora de Ho, isto é, ago > 0. Assim, a matriz de A tem a forma 


aoo 0 0 
a10 a Gm 

b) 
amO Ami --- Amm 


Z 


com ago > 0. Segue-se que det. A = ago - det. Ag, onde Ag = AIR” é à 
derivada de é no ponto u. (A matriz de Ag é formada pelos elementos 
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ajj com i > 0 e j > 0.) Vemos portanto que det. Ag > 0, logo Ag é 
coerente. 

A orientação definida pelo atlas Ay em OM diz-se induzida pela 
orientação de M. 


Relativamente à orientação induzida por M em M, uma base 
{w1,..., Wm} C Te(OM) é positiva se, e somente se, para qualquer vetor 
wo € TrM, que aponte para fora de M, (wo, w1,...,Wm) é uma base 
positiva de TyM. 


Em particular, se v(x) € TM é o vetor unitário, tangente a M e nor- 


mal a M no ponto x, que aponta para fora de M, então {w1,..., Wm} C 
Te(0M) é uma base positiva se, e somente se, a base fu(x), w1, ..., Wm} C 
TM é positiva. 

Com efeito, uma base {w1,..., Wm} C Tr(OM) é positiva se, e so- 
mente se, 


m 
dy i 
Wj = ò tij Ba Y) J= leah 
i=1 t 


onde a matriz Ao = (aij), com m linhas e m colunas, tem determinante 
positivo, sendo y: Uo — U uma parametrização definida num aberto Uo 


do semi-espaço Ho = ((uo,u1,...,Um) E R®+t; uo < 0}, com u € Ho, 
plu) = x e ọ positiva (relativamente à orientação de M). 
Como eo = (1,0,...,0) aponta para fora de Ho, vê-se que 
dp 


TOA = / . 
DE (0) = (0) -eo € ToM 


aponta para fora da superfície M. Portanto, se wo € TyM é qualquer 
vetor que aponte para fora de M, temos 


o o o 
wo = 00 o (u) + aio E (u) +: + amo Sl), com apo > 0. 
Para j = 1,...,m, temos 
aD Ea E u do 
w; = 0 Duo (u) + aij ður (u) À + amj Du 


Assim, a matriz A, de passagem da base 


(Eu, D TO) 
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para a base (wo, w1,..., Wm}, tem a forma 
ago 0 0 
A= 410 
Ao 
Amo 


Logo det. A = aoo - det. Ag, ou seja, det. A > 0 & det. Ag > 0. Isto 
significa que, quando wo € TM aponta para fora de M, {w1,..., Wm} C 
Te(0M) é uma base positiva se, e somente se, (wo, w1,...,WUmy C TyM 
é positiva. 


A orientação induzida no bordo. 


Observação: O intervalo [0,1] é uma “superfície com bordo”, de di- 
mensão 1 e classe Cº, munida do atlas A = (y,1), onde q: [0,1) — 
[0,1) e 14: (0,1] — (0,1] são iguais à função identidade. O domínio de 
p é um aberto da semi-reta [0, +00), que é um semi-espaço de R, e o 
domínio de 1) é um aberto no semi-espaço (—o0, 1] C R. A mudança de 
parametrização %7! o p: (0,1) — (0,1) também é a função identidade, 
cuja derivada (determinante jacobiano) é 1 em todos os pontos. Logo A é 
um atlas coerente, que define a orientação natural de [0,1]. Se quisermos 
padronizar as parametrizações em [0, 1], isto é, considerar apenas as que 
têm como domínio um aberto em Ho = (—00,0], o modo mais simples é 
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tomar o atlas 8 = (é,C), onde as parametrizações é: (—1,0] — [0,1) e 
Ç: (—1,0] > (0, 1] são dadas por &(t) = —t e G(t) = 1+t. A mudança de 
parametrização GQ lo£: (—1,0) > (—1,0) é a função t > —1—t, cuja de- 
rivada é —1. Assim, o atlas 8 não é coerente. Na realidade, nenhum atlas 
em [0,1] formado por parametrizações padronizadas pode ser coerente, 
pois nele qualquer vizinhança de 0 será parametrizada por uma função 
com derivada negativa, enquanto toda parametrização padronizada de 
uma vizinhança de 1 deverá ter derivada positiva. Por conseguinte, a 
definição de orientação induzida no bordo, dada acima para superfícies 
de dimensão > 2, não se adapta para dimensão 1. Quando dim. M = 1, 
tem-se dim. OM = 0, ou seja, OM é um conjunto de pontos isolados. 
Orientar uma superfície de dimensão zero é, por definição, atribuir um 
sinal, + ou —, a cada um dos seus pontos. Se dm. M = 1 e M está 
orientada, a orientação induzida no ponto x € OM será +x se cada 
vetor que forma uma base positiva de TyM apontar para fora de M 
e será —x no caso contrário. Por exemplo, orientando [0,1] por meio 
do atlas A = (y,W) acima definido, a orientação induzida no bordo 
9[0,1] = (0,1) atribui o sinal + ao ponto 1 eo sinal — ao ponto 0. Es- 
crevemos, então 9[1,0] = {+1}U{—0}. Analogamente, se considerarmos 
as semi-retas M = (-00,a] e N = [b, +00) orientadas pelos atlas, cada 
um dos quais consiste na aplicação identidade, teremos OM = {+a} e 


ƏN = (-b). 


O produto cartesiano M x N de duas superfícies de classe C* sem 
bordo é, como sabemos, uma superfície de classe C} sem bordo, com um 
atlas formado pelas parametrizações y x): Uo x Vo > U x V, onde (y x 
W)(u,v) = (p(u),y(v)). Se M e N são orientadas, as parametrizações 
p x y% tais que y > 0 em M ey > 0 em N constituem um atlas 
coerente, que define em M x N a orientação-produto. Em cada ponto 
(x,y) E€ M x N, tem-se Toy (M x N) = TM x TN. Poderemos 
considerar TyM e TyN como subespaços vetoriais de Tr y)(M x N), se 
identificarmos M com M x ye N com g x N. Sejam {v1,..., Um} C 
TM e {w1,..., Wn} C TyN bases positivas. A orientação do espaço 
tangente a M x N no ponto (x,y) é determinada pela exigência de que 
Tor, Um, W1,- --, Wn} C Tæp) (M x N) seja uma base positiva. 


Quando ambas as superfícies M e N possuem bordo, o produto car- 
tesiano M x N não é uma superfície com bordo. Isto se deve ao fato 
de que o produto cartesiano de dois semi-espaços não é (sequer difeo- 
morfo a) um semi-espaço. Por exemplo, [0, +00) x [0, +00) = { (x,y) € 
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R?:; x > 0,y > 0) possui o “ponto anguloso” (0,0). Também o quadrado 
[0,1] x [0,1] não é uma superfície com bordo: possui quatro pontos an- 
gulosos, nos quais o bordo não tem espaço vetorial tangente. 


Mas se apenas a superfície M tem bordo, o produto cartesiano M x N 
é uma superfície com bordo e O(M x N) = M x N, como se vê usando 
as parametrizações y x y. [Ocorre que se Uo é aberto no semi-espaço 
Hc R” e V é aberto em R” então Uo x Vo é aberto no semi-espaço 
H x R” cRT*”, com (Uo x Vo) = OUo x Vo] 

Se a superfície com bordo M e a superfície sem bordo N são ambas 
orientáveis, então o produto cartesiano M x N é uma superfície orientável 
(com bordo) e a orientação produto é definida, como no caso em que 
ƏM = ƏN = g, pelo atlas P, conjunto das parametrizações y x 1), 
ondey > 0 em Mey>0em N. A coerência de P decorre, como no 
Capítulo V, 814, da igualdade (%2 x ya) Lo (y1 x %1) = (y3! o y1) x 
(W3 l o4). Evidentemente, o atlas coerente P não é máximo, logo há 
outras parametrizações positivas em M x N. Por exemplo, a própria 
igualdade acima mostra que se y < 0 em M ey < 0 em N então 
p x 1) é compatível com toda parametrização de P, logo y x Y é uma 
parametrização positiva em M x N, isto é, pertence ao atlas coerente 
máximo que contém P. 

Estamos especialmente interessados no produto cartesiano I x M 
do intervalo 7 = [0,1] pela superfície orientada, sem bordo, M. Con- 
sideremos 1 orientado como na Observação acima. Temos (I x M) = 
Mo U Mı , onde Vo = {0} x M e Mı = {1} x M. Tomemos em Mg e 
M;ı , respectivamente, as orientações segundo as quais os difeomorfismos 
canônicos fo: M —> Mo e fı: M > My, dados por fo(x) = (0,x) e 


wi wi wI 


IxM 


— Mo () Mı 
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fila) = (1,4), são positivos, isto é, preservam a orientação. 

Afirmamos que a orientação induzida no bordo (T x M) = Mo U Mı 
pela orientação-produto de J x M coincide com a de M, e é oposta à de 
Mo. Se indicarmos com — Mg a superfície Mo munida com a orientação 
oposta da que definimos acima, poderemos escrever O(I x M) = Mı U 
(—Mo). 

Isto se prova observando que se y, Y: Uo — U são parametrizações 
em M, comy > 0e < 0 então ®: (—1,0] x Uo > (0,1]xUe 
Tv: (—1,0] x Uo — [0,1)x U, dadas por (t, u) = (1+t, y(u)) e Y(t, u) = 
(—t, W(u)), são parametrizações positivas, padronizadas, em I x M. A 
orientação induzida em Mı é determinada pelo atlas Pı , conjunto das 
restrições do tipo ®|({10} x Uo), ou seja, u > (1,(u)), p > 0. Esta é 
a orientação própria de Mı. A orientação induzida por I x M em Mo 
é dada pelo atlas Po, conjunto das restrições do tipo V|((0: x Uo), ou 
seja, u > (0, W(u)). Como as parametrizações 1) são negativas, esta é a 
orientação oposta de Mo . 

Outra maneira de chegar à mesma conclusão consiste em notar que, 
em cada ponto (t,x) € I x M, uma base positiva de Tọ s) (Z x M) = Rx 
M, relativamente à orientação-produto, tem a forma (ey, w1,...,Wm), 
onde e; é o vetor da base canônica de R (igual a 1!) e {w1,..., Wm} C 
T„M é uma base positiva na orientação de M. No ponto t = 1, o vetor 
e; aponta para fora de I, logo e, € Tall x M) aponta para fora 
de I x M no ponto (1,x). Sendo fer, w1, .. ., Wm} uma base positiva de 
Taa)(IxM), resulta que {w1, . . . , Wm} é uma base positiva na orientação 
induzida em 9(1 x M) no ponto (1, x), ou seja, em Mı . Por outro lado, 
e1 aponta para dentro de I no ponto t = 0 e daí se segue que a mesma 
base {w1,..., Wm} é negativa no ponto (0,x) € Mo. 

Formas diferenciais, diferencial exterior e integração de formas (ou de 
densidades escalares) se estudam em superfícies com bordo, sem nenhu- 
ma diferença essencial do caso OM = Ø. Faremos apenas um comentário 
a propósito de partições da unidade: elas existem em qualquer subcon- 
junto X C R”. Mais precisamente, toda cobertura aberta X = UV) é do 
tipo Vy = UN X onde X C UU, e cada U, é aberto em R™. A reunião 
U = UU, é um aberto de R”, contendo X. Em particular, U é uma su- 
perfície sem bordo. Portanto existe uma partição da unidade DA = 1, 
de classe CX. estritamente subordinada à cobertura U = UU, . Pondo 
& = |X, obtemos uma partição da unidade de classe (9, S&=1 
em X, estritamente subordinada à cobertura X = UVA, dada inicial- 
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mente. Se X é uma superfície de classe C* (com ou sem bordo), as 
funções &: X — R, embora sejam restrições de funções C% definidas 
numa vizinhança aberta de X em R”, devem ser consideradas como 
funções de classe C* em X (conforme observamos no parágrafo 5) pois 
esta é a classe que obtemos quando as compomos com parametrizações 
(de classe C*) da superfície X. 


8 O Teorema de Stokes 


Demonstraremos neste parágrafo o teorema que contém os resultados 
clássicos de Análise Vetorial, vagamente enunciados no início da seção 
3, conhecidos sob os nomes de Green, Riemann, Gauss, Ostrogradski 
e Stokes. Os parágrafos seguintes conterão aplicações desse teorema 
geral, hoje conhecido como Teorema de Stokes. [Na verdade, nenhuma 
de suas versões se deve a Stokes. Até mesmo o caso particular que em 
Análise Vetorial leva seu nome (caso de superfície com bordo em R°) 
foi descoberto por Lord Kelvin e apresentado por Stokes como questão 
num exame.] 

Vejamos inicialmente um caso particular. 


Teorema 16. Numa superfície M, com bordo, orientada, de dimensão 
m+1, seja w uma forma de classe C! e grau m, com suporte compacto, 
disjunto do bordo OM. Nestas condições fy dw = 0. 


k 
Demonstração: Se w=w+---+wy então fy dw= Y} fiy dwi. Podemos 
i=1 


supor então que o suporte de w está contido na imagem de uma parame- 
trização positiva y: Uo — U, onde U N M = 8. O caso geral reduz-se 
a este mediante uma partição da unidade. Para todo z = y(u) € U, 
escrevamos 


m+1 
w(s) = 5 (1H ai(u)dur A+++ A dur A++: A dum 
j=l 


Então 


— Oui 
1=1 


(u) 


dui A: A dum41. 


dw(x) = | 


m+1 
Seja K = TI [a;, 3;] um bloco em R”*!, contendo q”! (supp.w) Consi- 
i=1 


deremos as funções a1, . . . ,am+1 definidas (e contínuas) em K, pondo-as 
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iguais a zero em K — Uo. Em particular, cada a; se anula na fronteira de 
K, isto é, a;(w,...,Um+1) = 0 se algum u; = aj ou uj = bj. Para cada 
i = 1,...,m + 1, seja K; o produto cartesiano dos intervalos [0;, B;], 
com exceção do i-ésimo. Temos: 


m+1 3a; 
dw = “(u)du... duma = 
fà D Je JA Odun -dumna 
m+1 


Bi . Das 
= >, f | da; (jdu: Dj caspa = 
a JK: lda; Oui 
5 


i 


= D ft gs ssa Ut) e a 6 atlas) | 


“du... dui... duma = 0. 


Corolário. A integral de uma forma exata sobre uma superfície ori- 
entável compacta sem bordo é zero. 


Segue-se daí que se a é uma forma de grau m e classe C! numa 
superfície N (de dimensão qualquer, com ou sem bordo, orientável ou 
não) e M é uma superfície compacta orientável, sem bordo, contida em 
N, então f m ta = 0. Frequentemente, N é um aberto do espaço eucli- 
diano. Como sabemos, f m da significa, mais precisamente, Í m © (da), 
onde i: M — N é a inclusão. 


As superfícies compactas sem bordo são chamadas superfícies fecha- 
das. Assim, o corolário acima estende o Teorema 9 do Capítulo IV, 
segundo o qual a integral de uma forma exata de grau 1 ao longo de um 
caminho fechado é zero. Naquele teorema também está incluída uma 
recíproca, a qual está contida no Exercício 8.20, para N = R” — {0}. 


Resulta ainda do corolário acima que se w é uma forma positiva 
contínua, de grau m, numa superfície orientada compacta m-dimensional 
sem bordo M (ou, mais geralmente, se w > 0 mas não é w = 0) então w 
é uma forma fechada que não é exata em M. Exemplo: o elemento de 
volume. 

Se M não é compacta (ou se é compacta mas possui bordo), então 
a forma contínua positiva de grau máximo em M pode ser exata. Por 
exemplo, se M = R” (ou M é uma bola fechada em R”) então a forma 
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w=drA---Adazm é positiva, mas sabemos que w = da, onde 


GAS sa 
a = — X (Dt sidri Ac A da; A- A dim. 
mi 


Teorema de Stokes. Seja w uma forma diferencial de classe C!, de 
grau m, com suporte compacto, numa superfície orientada M, de di- 
mensão m+ 1, cujo bordo OM é munido da orientação induzida. Então 
Ju do = Joy 

Demonstração: No enunciado acima, Jame significa a integral da 
restrição de w ao bordo M, isto é, da forma i*w, onde i: OM > M éa 
aplicação de inclusão. Se w = w1 +- + wk e o teorema vale para cada 
parcela w; então vale para a soma w, pois dw = X dw; e 


k k 
dw = | dwi = E Wi = f w. 
J, >, M >, ƏM ƏM 


Ora, usando uma partição da unidade, podemos escrever w como soma 
finita de formas que têm suportes compactos, contidos em vizinhanças 
parametrizadas. Logo, não há perda de generalidade em admitir que 
o suporte de w está contido na imagem da parametrização positiva 
p: Uo — U. Se U NAM = Ø então Jame = 0 e, pelo teorema anterior, 
Ju dw = 0. Basta então considerar o caso em que OU =UNôM £ Ø. 
Suporemos inicialmente que m > 0, ou seja, que dim. M > 2. Então 
a parametrização p pode ser admitida padronizada, isto é, definida no 
aberto Uo do semi-espaço Ho = { (uo, u1, ..., Um) E RHI; uo < 0). Pela 
definição de orientação induzida, a restrição de y a Uo = Uo N Ho será 
uma parametrização positiva em M, cuja imagem é OU. Para cada 
x = (u) € U escrevamos 


w(x) = >) a;(u)duo A++- A du; Ac A dum, 
i=0 
donde E 
(dw)(x) = | a o) dug A+: A dum. 
i=0 du; 


m 
Tomemos um bloco K = TI [a;, 3:;] contendo q”! (supp. w), com Bo = 0, 


i=0 
o que garante K C Ho. Para cada i = 0,1,...,m, seja K; o produto car- 
m 
tesiano dos intervalos [a;, 3;], com j £ i. Em particular, Ko = || [ai, Bi] 


i=l 
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é um bloco em R® (= 9H9) contendo q”! (supp. i*w). Consideramos 
as funções ag,...,am definidas (e contínuas) em K, pelo processo ha- 
bitual de atribuir-lhes o valor zero nos pontos de K — Uo. Para todo 
x = y(u) = y(0,um,...,um) E€ OU, é evidente que 
(i*w) (x) = ao(0, u1, .. . , Umduy A --- A dum, logo 


f u= [ tw=| dol Q; tr; ass üm AU atas 
ƏM ƏM Ko 


Se, para algum à > 0, a i-ésima coordenada do ponto u € K é igual 
a a; ou ĝi, todas as funções a; se anulam no ponto u pois y(u) não 
pertence ao interior de supp.w. Isto também ocorre se uy = ag, mas, 
evidentemente, nada se pode dizer sobre ag(0, u1,..., um). Reduzindo 
uma integral múltipla a integrais repetidas, podemos escrever 


K 


Ko 


DONEO — aslios o saem) 


duo. dis dm = | ao(O, tn. simjdua. -diim = | w. 
ƏM 


Resta considerar o caso em que m = 0, ou seja, em que M é uma 
superfície orientada de dimensão 1 e w, tendo grau zero, se reduz a uma 
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função f: M —> R, de classe Ct. Devemos provar que Tor df = Joms 
Mas o que significa a integral de uma função f (com suporte compacto) 
sobre uma “superfície” M de dimensão zero? Se OM é o conjunto dos 


pontos isolados £1, %2,... então Jam JEF, lua f (soma finita porque 
i KA 

f tem suporte compacto) e Ni f = +f(x;), por definição, onde se toma 

o sinal + ou o sinal — conforme o sinal atribuido a x; na orientação 


induzida por M. Mais explicitamente, se o vetor de uma base positiva 
de M no ponto x; aponta para fora de M então lii f = f(z;). Se, 
ao contrário, a base positiva Tą, M aponta para dentro de M, então 
las f=-f(zi). 

Uma vez dada a definição acima, a demonstração anterior se adapta 
imediatamente ao caso dim. M = 1. Se as bases positivas de TyM apon- 
tam para fora de M no ponto x € OM, tomamos uma parametrização 
positiva y: (a,0] — U de uma vizinhança U de x em M e então, se 
supp. f é um compacto contido em U, temos f(y(a)) = 0, logo 


L df = f fo dt = f(o(0)) — f(y(a)) = 


= f(9(0)) = id 


Se, porém, as bases positivas de T.M apontam para dentro de M no 
ponto x, as parametrizações positivas de vizinhanças de x com imagens 
contendo o suporte de f são da forma ọ: [0, 8) > U, com y(0) = x e 
f(o(8)) = 0. Então, como acima, temos 


E df= a FEAP (de= F) - f(o(0)=—f(2)= ai 


É instrutivo reformular o Teorema de Stokes nos casos clássicos, que 
se referem à integral de um campo de vetores ao longo de uma hiperfície 
orientada. 

Seja então X = (ag,01,...,4m), UM campo de vetores de classe 
C*, definido no aberto U c R”*! por suas m + 1 funções coordenadas 
a;:U — R. Ao campo X associaremos a forma diferencial 


m 
ax =5 (Ifadro A -++ A dzi A++: A dom, 
i=0 
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de classe C* no aberto U. O desenvolvimento de um determinante em 


relação à sua primeira coluna mostra que, para x € U e w1,..., Wm E 
R”+I arbitrários, vale ax (x) - (w1,..., Wm) = det(X (2), w1,..., Wm), 
onde à direita temos o determinante da matriz (m + 1) x (m + 1) cujas 
colunas são os vetores X (x), w1,...,Wm- 


Se M C U é uma hiperfície orientada e o campo X tem suporte com- 
pacto, definimos no parágrafo 6 a integral f m X como f m (X, vw, onde 
w é a forma elemento de volume de M e v é o campo de vetores unitários 
normais que define a orientação de M. [Isto é, para cada x € M, v(x) 
tem comprimento 1, é perpendicular a TyM e, se {w1,..., Wm} C TrM 
é uma base positiva, tem-se det. (v(x), w1, ..., Wm) > 0.] Esta definição 
reduz a integral Sw X à integral de uma forma diferencial, a saber, a 
forma x œ (X(x), v(x)) - w(x). 

Inicialmente, observamos que, em cada ponto x € M, esta forma é 
igual a ax(x), conforme definida acima. De fato, dada qualquer base 
positiva {w1,..., Wm} C TM, temos 


ax(x) ` (w1,. Sg , Wm) = det(X (x), w1,. . Wm) = 


pois o produto vetorial w x- :- X Wm é um vetor normal a M, na direção 
da normal positiva v(x). Segue-se que ax = (X, v) -w ao longo de M. 
A notação tradicional para a forma elemento de volume numa su- 
perfície M é dM. 
Podemos então dizer que se X = (ag,...,am) é um campo de vetores 
com suporte compacto, contínuo no aberto U c R™®+!, e M CU é uma 
hiperfície orientada, então 


f x am= f XO (-1}f aidro A -++ A dai A++- A dem. 
M MO 


Há um caso particular importante, em que X é um campo de classe 
C1 no aberto U C R™t! e Q C U é o que se costuma chamar um 
domínio compacto com fronteira regular de classe CF (k > 1). Isto 
significa que Q é uma superfície com bordo, compacta, de dimensão 
m + 1 e classe Cf, contida em U. [Neste caso, a orientação de R™+1 
induz naturalmente uma orientação em Q pois, para cada x € Q, temos 
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TO = R"*1] O interior de Q é um subconjunto aberto limitado em 
Rr+ e o bordo 99 (que é também a fronteira de int. Q em R™+!) é uma 
hiperfície compacta, orientada, em R”+I. A diferencial da forma ax é 


dax = bs e) dzo A++- A dem. A função div. X: U > R, definida 


i=0 OTi 


por 
, dao dam. 
div. X em a raialo 
(div. 2)(0) = aula) + + Sea), 
chama-se a divergência do campo X. O Teorema de Stokes nos permite, 


portanto, afirmar que, nestas condições, se M = ƏN, então 


/ (Xu) rd = | div. X -dz, 
M Q 


onde, no segundo membro, temos a integral ordinária da função contínua 
div. X sobre o compacto J-mensurável Q C R+, 

A fórmula acima é conhecida como o Teorema da Divergência, de 
Gauss e Ostrogradski. 

Seja agora X = (a,b,c) um campo de classe Ct no aberto U C R3, 
que contém a superfície compacta orientada M (de dimensão 2), cujo 
bordo C munimos da orientação induzida. Ao campo X associamos a 
forma Bx = adz + bdy + cdz, de grau 1 e classe C! em U. O Teorema 
de Stokes fy dx = Jo 8x se escreve, explicitamente: 


ðc Ob da ðc 
Se E ad 
| (Š 52) dunas + (3 2e) z A dz+ 
+ (2-22) dendy= f ade + dy + cdz. 
o 


Para exprimir a igualdade acima em termos de vetores (em vez de 
formas) introduzimos o rotacional do campo X, que é o novo campo 
rot: U — Rº, dado por 


q ðc Ob da de Ob ða 
“o dy 02" 02 dx! dz Oy) 


O primeiro membro da igualdade se escreve então fy (rot.X,v) - dM, 
onde v é o campo de vetores unitários normais a M, definidos pela 
orientação de M, e dM é o elemento de área. 

Quanto ao segundo membro, seja ds a forma elemento de arco em 
C. Para z € C e v € TC, temos ds-v = +|vl, conforme v aponte no 
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sentido positivo de C ou não. Analogamente, se T(x) € TyC representa 
o vetor unitário tangente que aponta no sentido positivo de C, teremos 
T(x) = +v/|v| (conforme a orientação de v), para todo v £ 0 em TC. 
O segundo membro da igualdade em questão é igual a Ja Bx . Ora, 


DAVETO= Be v= (0) = (X, E) fo 
= (X, +47) - 4ds - v = (A T) (ds - v). 


Assim, Bx = (X,7) - ds e podemos escrever 


Í | (rot.X,v) -dM = f (X,T}ds 


C 


Este é o Teorema de Stokes da Análise Vetorial. O primeiro membro 
representa o fluxo do campo rot.X através da superfície M e o segundo 
membro é a circulação do campo X ao longo do bordo C = 0M. 

A importância das fórmulas acima, expressas em linguagem de cam- 
pos de vetores, resulta das interpretações físicas que podem ser dadas 
ao fluxo, à circulação, etc. O leitor interessado pode consultar Courant 
[2]. 

A mais simples das três fórmulas integrais da Análise Vetorial clássica 
é o Teorema de Green (às vezes chamado de Teorema de Riemann- 
Gauss). Ele se refere a uma superfície com bordo, compacta de classe 
C! e dimensão 2 em R?, isto é, a um domínio compacto M C R? com 
fronteira regular de classe Ct. O domínio M tem a orientação natural 
de R? e seu bordo M a orientação induzida: em cada ponto x € OM, 
um vetor tangente não nulo w € T;(0M) aponta na direção positiva se, 
e somente se, fu(x), w} é uma base positiva de R?, onde v(x) é a normal 
unitária que aponta para fora de M. 
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Sejam f,g: M > R funções de classe Ct. O Teorema de Green diz 


que 
f (5 — 5) dedy = f fdz + gdy. 
m NOx Oy ðM 


Isto é simplesmente o Teorema de Stokes aplicado à forma diferencial 
B = fdx+ gdy, definida na superfície com bordo M. O primeiro membro 
é uma integral dupla sobre o compacto J-mensurável M e o segundo 
membro é uma integral curvilínea. 

O Teorema de Green pode ser considerado como um caso particular 
do Teorema da Divergência [tome o campo X = (g, —f)| ou do teorema 
do rotacional [tome X = (f,9,0)]. Também o Teorema Fundamental do 
Cálculo, fý f'(x)dx = f(b) — f(a) é um caso particular do Teorema de 
Stokes. 


Exemplo 26. Como primeira aplicação do Teorema de Stokes, vamos 
mostrar que não pode existir uma retração de classe C? de uma superfície 
orientada, compacta, M sobre seu bordo OM. Em particular, a esfera 
S” não é um retrato de classe C% da bola B"+!, o que nos dá uma nova 
demonstração do argumento crucial para estabelecer o Teorema do Ponto 
Fixo de Brouwer. (Veja 85.) [Na realidade, pode-se provar que não existe 
sequer uma retração contínua de uma superfície compacta sobre seu 
bordo. Vamos supor C°, para que a forma induzida seja C!.] Com efeito, 
admitamos, por absurdo, a existência de uma retração f: M — ôM, de 
classe C2. Seja w uma forma C! de grau máximo em ðM, tal que 
Jam” * 0. (Por exemplo, w pode ser o elemento de volume de 3M.) 
Por ter grau igual à dimensão de 6M, w é fechada, isto é, dw = 0. 
Pelo Teorema de Stokes, mais o fato de que f|9M = identidade, temos 
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sucessivamente: 


of w=] fo=[ aro=[ ra= f o=o, 
ow ow M M M 
um absurdo. 

A próxima aplicação do Teorema de Stokes é o teorema abaixo, que 
estende para dimensão > 1 o Teorema 12 do Capítulo IV, segundo o 
qual a integral de uma 1-forma fechada sobre um caminho fechado é 
invariante por homotopias desse caminho. 

Uma homotopia entre as aplicações f,g: M — N (de classe C*) é 
uma aplicação contínua H: I x M > N onde 1 = [0,1] e, para todo 
x € M, tem-se H(0,x) = f(x), H(1,x) = g(x). Escrevese H: f ~ g 
ou, simplesmente f ~ g, para indicar que existe uma homotopia H entre 
f eg. Se H € CF, diz-se que f e g são C¥-homotópicas. 

Por exemplo, se B C R” é a bola fechada unitária, então H : I x B > 
B, H(t,x)= (1-t)x, é uma homotopia C% entre a aplicação identidade 
de B e a aplicação constante x + 0. Diz-se que um conjunto X C R” é 
contrátil quando existe uma homotopia H: [x X — X entre a aplicação 
identidade de X e uma aplicação constante. 

É evidente que a relação “f e g são C*-homotópicas” é reflexiva e 
simétrica. Se k = 0, é também imediato que ela é transitiva pois se 
H:ft=-geK:g = h são homotopias de classe Cº, obtemos uma 
homotopia L: I x M > N, de classe Cº entre f e h, pondo, para 
todo t € I e todo x € M, L(t,x) = H(2t,x)se 0 < t < 1/2e 
L(t,x) = K(2t — 1, x) quando 1/2 < t < 1. Se H e K são homotopias 
de classe C1, a homotopia L, assim definida, pode não ser de classe Ct, 
mesmo quando a superfície M se reduz a um ponto. [A justaposição de 
dois caminhos C! é, em geral, apenas um caminho C®.] 

A transitividade da relação de homotopia em classe C* (k > 1) 
torna-se fácil de provar (e a demonstração acima se aplica ipsis literis) 
quando supomos que as homotopias H: f ~ ge K: g ~ h (de classe C*) 
são adaptadas. Uma homotopia H: Ix M — N diz-se adaptada quando 
existe € (0 < £ < 1/2) tal que, para todo x € M, H(t, x) é constante nos 
intervalos 0<t<e£el—e<t< 1. Noutras palavras: H(t, x) = f(x) 
para todo t € [0,e) e H(t,x) = g(x) seja qual for t € (1 — £,1], onde 
xz € M e qualquer. Quando H: f ~ ge K: g ~ h são homotopias 
adaptadas de classe C* então a homotopia L: I x M — N, definida por 
L(t, x) = H(2t,x) para t € [0,1/2] e L(t, x) = K(2t—1, x) se t € [1/2,1], 
é de classe C*, como se vê facilmente. 
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Resta mostrar que se existe uma homotopia H: T x M —> N de classe 
C* entre f e g, existe também uma homotopia adaptada K: f ~ g. Para 
isto, basta tomar uma função A: [0,1] — [0,1], de classe CW, tal que 
A(t) = O set € [0,1/3], A(t) = 1 se t € [2/3, 1] e pôr K(t, x) = H(A(t),x) 
para todo t € I e todo x € M. [Para obter À podemos usar, por exemplo, 
a função ô, definida no início da seção 4, pondo A(t) = ó(3t — 3).] 

Concluimos portanto que a relação “existe uma homotopia de classe 
C* entre f e g”é uma equivalência no conjunto das aplicações de classe 
CF de uma superfície M numa superfície N. 


Feitas essas considerações preliminares, vamos ao 


Teorema 17. Sejam M uma superfície de dimensão m, compacta, 
orientada, sem bordo, e f,g: M — N aplicações C2-homotópicas. Se w 
é uma forma de classe C!, fechada, de grau m, em N então há Fus 
Justo. 

Demonstração: Seja H: I x M — N uma homotopia de classe C? 
entre f e g. Sabemos que (T x M) = Mı U(—Mo), onde Mı = {1} x M 
e Mo = (0) x M. Como H(0,x) = f(x) e H(1,x) = g(x) para todo 
x € M, podemos escrever (usando o Teorema de Stokes) 


| gw — f w= H*w — Rw= f Hw = 
M M Mı Mo MıU(—Mo) 


= J H*w -[ d(H*w) = H*(dw)=0, pois dw = 0. 
Ə xM) IxM IxM 


Corolário. Uma superfície orientável M, compacta, sem bordo, não é 
C?-contrátil. 


De fato, se existisse uma homotopia H: I x M — M, de classe 
C?, entre a aplicação identidade e uma aplicação constante, então, pelo 
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teorema acima, teríamos f m% = 0 para toda forma de grau máximo em 
M, o que não é verdade. 


Observação: Toda aplicação contínua f: M — N, entre superfícies de 
classe C*, é homotópica a uma aplicação g: M > N, de classe C*. Isto é 
trivial no caso em que N = R” pois H(t, x) = (1 — t)f(x) é, então, uma 
homotopia entre f e a aplicação constante zero. Para uma aplicação 
contínua f: M — S” a afirmação também pode ser facilmente provada 
assim: aproximamos f por uma aplicação g: M > S”, de classe C*, tal 
que |f(x) — g(x)| < 2 para todo x e M. (Cfr. 85.) Então, para todo 
x E€ M, os pontos f(x), g(x) € S” não são antípodas, ou seja, o segmento 
de reta [f (x), g(x)| não contém 0. Portanto, a aplicação H: Ix M > S”, 
dada por 


, A-fet tole) 
(O) Htc) = oia) rito) 


é contínua, logo é uma homotopia entre f e g. No caso geral (que não 
provaremos) faz-se uso de uma “vizinhança tubular”de N no espaço 
euclidiano que a contém. (Veja [13].) 

Além disso, se f,g: M — N são de classe C* e existe uma homotopia 
contínua H: f œ g, existe também uma homotopia de classe C* entre 
f e g. Novamente, provaremos este fato no caso em que N é a esfera 
S”. Aproximamos a homotopia H: 1x M — S” por uma aplicação 
K:I x M > S”, de classe C*, tal que |K(t,x) — H(t,x)| < 2 para 
todo t € I e todo z € M, K é uma homotopia de classe C* entre 
duas aplicações fı, gı: M — S”, de classe C*, com |f(x) — fi(x)| < 2 
e |g(x) — gı(x)| < 2 para todo x € M. Como vimos acima, isto nos 
permite concluir que f ~ fı e g ~ gı. A fórmula (*) acima exibida 
mostra claramente que estas duas homotopias são de classe C*. Pela 
transitividade da homotopia C*, concluimos que existe uma homotopia 
de classe C" entre f e g. 

Das observações acima resulta ainda que se uma superfície de classe 
CF é contrátil em classe Cº então ela é também contrátil em classe C”. 

Estas considerações têm a finalidade de mostrar que o teorema de 
aproximação de aplicações contínuas por aplicações diferenciáveis pode 
ser utilizado eficazmente para reduzir questões topológicas (referentes a 
aplicações contínuas) a questões diferenciáveis, que podem ser tratadas 
pelos instrumentos da Análise. Este é o método da Topologia Diferen- 
cial. 
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Exemplo 27. Como aplicação do Teorema 17, vamos mostrar que a 
aplicação antípoda a: S” > S™, a(x) = —x, é homotópica à aplicação 
identidade de S” se, e somente se, m é ímpar. Em primeiro lugar, 
sem = 2k — 1 é ímpar, os pontos de S” = Sk-1 c RX têm um 


número par de coordenadas, logo podem ser escritos sob a forma z = 
k 
(21,22,...,2:), onde cada z; é um número complexo, com >) |z|? = 1. 


Obtemos então uma homotopia H: I x S” — S”. entre a entidade e 
a, pondo H(t, z) = eT'.z = (Tt. m,...,e'”!. zp). Reciprocamente, se 
existir uma homotopia H: I x S” — S” entre a aplicação identidade 
e a aplicação antípoda a, pela Observação acima, podemos supor que 
H é de classe CW. Consideremos qualquer forma contínua w em S” 
tal que f gm tw O (por exemplo, a forma elemento de volume). Pelo 
Exemplo 41, Capítulo V, sabemos que o difeomorfismo a: S” — SM 
preserva orientação se, e somente se, m é ímpar. Portanto, f sm atw = 
(—1)m+ Jom vo. Por outro lado, a homotopia a = idgm nos dá, pelo 
Teorema 17, fem tw = am w. Segue-se que (—1)™®+! = 1, ou seja, m é 
ímpar. 

Lembremos inicialmente que se M C R” é uma superfície e v: M — 
R” é um campo de vetores tangentes (isto é, v(x) € TyM para todo 
x € M), um ponto x E€ M chama-se uma singularidade de v quando 
v(x) = 0. Temos então o 


Teorema 18. (Poincaré e Brouwer). Se m é par, todo campo contínuo 
de vetores tangentes à esfera S” possui ao menos uma singularidade. 

Demonstração: Suponhamos que v: S” — R”+ seja um campo 
contínuo de vetores tangentes à esfera S”, com v(x) Æ 0 para todo 
q € S™. A partir do campo v, definimos a aplicação contínua f: S” — 
S”, pondo f(x) = [x + v(x)]/|x + v(x)|, para todo x € S”. Como 
v(x) £ 0, temos f(x) £ «x para todo x, isto é, f não possui pontos fixos. 


Pod £ 
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Isto nos permite definir uma homotopia H: I x S” > S” entre fea 
aplicação antípoda de S”, pondo 


(1-t)f(a)-te 
(1 = t) f(x) — ta] 


Hlke)s 


[O denominador acima nunca se anula porque isto significaria que 0 per- 
tence ao segmento de reta [f(x), —x] e, como |f (x)| = 1, teríamos f(x) = 
x.] Por outro lado, a aplicação K: I x S” — S”, dada por K(t,x) = 
[x + tu(x)]/|x + tu(x)|, é uma homotopia entre f e a aplicação identi- 
dade de S”. Por transitividade, concluimos que a aplicação antípoda 
a: S” — S™ é homotópica à identidade, logo m é ímpar. 

O Teorema 17, como está enunciado, não vale no caso em que a 
superfície M não é compacta. Por exemplo, o espaço euclidiano é uma 
superfície orientável, sem bordo, contrátil em classe CW, Dito de outro 
modo: a aplicação identidade e a aplicação constante (igual a 0) são 
homotópicas em classe C% mas não se tem [mt = 0 para toda m- 
forma w com suporte compacto. 

Para estender o Teorema 17, introduziremos uma definição que tem 
provado ser útil quando se tem uma aplicação cujo domínio não é com- 
pacto. 

Sejam X, Y subconjuntos de espaços euclidianos. Uma aplicação 
contínua f: X — Y diz-se própria quando a imagem inversa f!(K) de 
todo compacto K C Y é um conjunto compacto. 

Por exemplo, se X é compacto, toda aplicação contínua f: X —> Y 
é própria. Já se Y é compacto, f: X — Y só pode ser própria quando 
X = f!(Y) for compacto. Um homeomorfismo f: X — Y é uma 
aplicação própria. 

Evidentemente, uma homotopia própria é uma homotopia H: I x 
X > Y que é também uma aplicação própria. Daí resulta, em particu- 
lar, que cada aplicação H: X > Y, Hex) = H(t,x), te T, é própria, 
pois se K C Y é compacto então H; (K) = HHK) nt) x X] é um 
subconjunto fechado do compacto H-!(K). Portanto, se H é uma ho- 
motopia própria entre f e g então f e g são aplicações próprias. Diremos 
que f e g são propriamente homotópicas. 

A reformulação do Teorema 17 pode ser agora enunciada: 


Teorema 17a. Sejam fg: M — N aplicações propriamente homotó- 
picas em classe C2, definidas na superfície orientada, sem bordo, M, de 
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dimensão m. Se w é uma forma fechada de grau m, classe C! e suporte 
compacto em N então Su FOUS Su g*řw. 
Demonstração: Se H: I x M > N é uma homotopia própria de classe 
C? entre f e g então H*w, f*w e g*w têm suportes compactos em M, 
o mesmo ocorrendo com dw e H*(dw). [Por exemplo, supp. H*w é um 
subconjunto fechado de H7! (supp .w).] Com esta observação, a de- 
monstração do Teorema 17 se aplica tal qual foi feita acima. 

Os lemas abaixo visam dar alguma familiaridade com o conceito de 
aplicação própria. 


Lema 1. Toda aplicação própria f: X — Y é fechada. 


Demonstração: Seja F C X fechado em X. Devemos provar que f (F) 
é fechado em Y. Com efeito se uma seqüência de pontos f(x) e f(F) 
converge para um ponto y € Y, o conjunto K, formado pelos f(x.) e 
mais o ponto y, é compacto, logo a sequência de pontos x E€ F está 
contida no compacto f!(K) C X, portanto possui uma subsegiiência 
(x).) que converge para um ponto xz € f!(K) C X. Como F é fechado 
em X, temos x € F, portanto y = lim f(x,) = f(x) e f(F). Assim, 
f(F) é fechado em Y. 

Para enunciar o lema seguinte, precisamos de uma definição. Dado 
X C R”, dizemos que uma sequência de pontos x, € Y tende para 
o infinito em X, e escrevemos lim zy = oo em X, quando (x) não 
possui subseqüências que convirjam para pontos de X. Se X = R”, 
“lim x = co em X “significa “lim |x| = +00”. 


Lema 2. As seguintes afirmações a respeito de uma aplicação contínua 
f: X >Y são equivalentes: 

1) Para todo compacto K CY, f!(K) é compacto; 

2) Se lim £k = œ em X então lim f (zk) = œ em Y. 


Demonstração: 1) => 2). Com efeito, se alguma subseqüência f(x) 
convergisse para um ponto y € Y então o conjunto K, formado pelos 
pontos f(x.) e mais y, seria compacto. Então a sequência (x).) estaria 
contida no compacto f!(K) C X, logo possuiria uma subsegiiência 
convergente em X. Para provar que 2) > 1), seja K C Y compacto. 
Toda segiiência de pontos x, € f!(K) possui uma subsequência (2) 
que converge para um ponto x € X, já que sua imagem (f(xx)) está 
contida no compacto K, logo possui subseqüência convergente. Como 
f(x) = lim f(x) e cada f(x) € K, temos f(x) € K, donde xz e fH(K). 
Assim, f!(K) é compacto. 
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O Lema 2 é útil para visualizar aplicações próprias. Dele decorre, 
por exemplo, que todo polinômio não-constante (real ou complexo) é 
uma aplicação própria. 


Exemplo 28. Duas aplicações contínuas quaisquer fg: X > R” 
são sempre homotópicas mas, pelo Teorema 17a, um difeomorfismo 
f: R” — R”, que inverta orientação [por exemplo, f(x1,...,Em) = 
(—21,%2,...,Xm)| não é propriamente homotópico à aplicação identi- 
dade. Com efeito, seja, por exemplo: é: R” — R a função auxiliar de 
classe C% definida no início do parágrafo 4. Então w = E -dx,A---Adaim 
é uma forma de classe C” e suporte compacto em R”, com isa w>0. 
Como f inverte orientação, temos lina f*w < 0. [Vide Observação que 
se segue ao Teorema 12.) Portanto não existe uma homotopia própria 
entre f e a identidade de R”. Entretanto, vale a pena observar que 
existe uma homotopia H: I x R > R, entre a aplicação identidade e a 
aplicação x +» —x tal que H: R > R é 


A 


a NY 


própria, para cada t € [0,1]. Isto mostra, em particular, que cada H; 
pode ser própria sem que a homotopia H o seja, Esboçamos acima o 
gráfico de H; 0 < t< 1. Temos Ho(x) =x, Hi(x) = —x, para todo 
xz E€ R. Se 0 < t< 1, tomamos a, = t/(1 — t) e, no intervalo [—ar, at], 
fazemos H;(x) = —x. Fixamos € > 0 e, fora do intervalo [-a;— €, a¢+ €], 
fazemos H,(x) = x. Nos pequenos intervalos [-a; — £, —a;] e [at, at + €] 
tomamos H; linear de modo a torná-la contínua. Quando t varia de O a 
1, H; varia continuamente da identidade à função x > —z. 


Exemplo 29. Seja M C R? um domínio compacto com fronteira re- 
gular, isto é, uma superfície compacta de classe C! e dimensão 2, com 
bordo, no plano. Consideraremos em M a orientação natural, determi- 
nada por R°. A forma w = S(ady — ydzx) e tal que dw = dx A dy. Então 


Área de M = Ju dz A dy = fy dy = > Jom “dy — ydx, onde o bordo 
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OM tem a orientação induzida por M. Esta fórmula tradicional, que 
exprime a área de uma região plana em termos de uma integral cur- 
vilínea ao longo do seu contorno, vale mais geralmente: se M C R” é 
um domínio compacto m-dimensional com fronteira regular, então 


m 


1 Es 
vol. M = — (—1)t ridx Acc A dzi N+ Adam. 
ðM 4 


Exemplo 30. O elemento de ângulo sólido (vide Exemplo 17, §2) é uma 
forma a de classe CS e grau m em R™+1 — {0} definida por 


ml 
a(z) = e > aa Didi A eee A dæi os À digas 


Sabemos que da = 0. (Vide final do 83.) Assim, a forma a é fechada. 
Mas a não é exata em R"+! — 10). Com efeito, se existisse uma forma 
B em R™TI — {0}, de grau m — 1 tal que d8 = a então, para toda 
superfície compacta M, de dimensão m, sem bordo, contida em R+! — 
{0}, teríamos fy = Ji d8 = 0, pelo Teorema 16. Mas Joma > 0 
pois, restrita à esfera unitária S”, a coincide com a forma elemento 
de volume, logo é positiva, e sua integral também. Na realidade, se 
indicarmos com cm o volume da esfera S” [área (igual a 47) sem = 2 
e comprimento (igual a 27) se m = 1], temos fga = cm, seja qual for 
a esfera S, de raio arbitrário, com centro na origem 0 € R"+!. Com 
efeito, seja M a região compreendida entre S” e S. (Por exemplo, se S 
tem raio r > 1 então M = {x € R”+1;1 < |æ| < r}.) Então M é uma 
superfície com bordo. Considerando-se as orientações induzidas, temos 
ƏM = SU(—S”) se o raio de S é maior do que 1 e OM = S™ U (— S) se 
o raio de S é menor do que 1. Então 0 = fy da = fay & = fga- foma 
o que prova a afirmação feita. 


S 
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Mais geralmente, seja M C R™+1 — {0} uma hiperfície fechada (isto 
é, compacta, sem bordo). Existe um domínio compacto A C RA, 
com fronteira regular, tal que 04 = M. (Ou seja, A é uma superfície 
compacta cujo bordo é M.) Este é o teorema (de Jordan-Brouwer) 
cuja demonstração não daremos aqui (v. [14] para o caso em que M 
é CW) mas na maioria das vezes em que M é descrita explicitamente, 
a existência de A é imediata. Admitindo-a, examinemos o valor da 
integral fy; a, onde a é o elemento de ângulo sólido em R”*!. Há duas 
possibilidades: 


Primeira: 0 É A, ou seja, a origem está “no exterior”de M. Então 
Ju “= 0. Com efeito, neste caso A C R™+ — {0}, logo a forma a está 
definida em todo o domínio A. Pelo Teorema de Stokes temos então 
Ju a= Joga=Jpda=o0, pois da = 0. 


A 


Segunda: 0 € 4, ou seja, a origem está “no interior”de M. Seja B uma 
bola de centro 0, disjunta de M, contida em 4. O bordo de B é uma 
esfera S. Então A — int. B = N é uma superfície 


S 
l C) D 
M 
compacta, de dimensão m + 1, com ON = M U (—S), na qual a forma 
a está definida. Temos 0 = fyda z Jane = Jua- fsa = Ju “- em. 
Segue-se que f mº = Gm (volume da esfera unitária de R™+1), Para 


m = 3, obtemos o Teorema de Gauss, segundo o qual, se M c R? é uma 
superfície fechada então 


xdy A dz + ydz A dar + zdz A dy 
= 0 ou 47, 
M 


(£2 + y2 + 22)3/2 


conforme a origem de R? esteja fora ou dentro da superfície M. 

Dado qualquer ponto p = (a1,...,am+1) E R”*!, podemos conside- 
rar a forma elemento de ângulo sólido com vértice em p, definida por 
ap = fjw onde w é o elemento de volume de S” e fp: RH! {0} > 9™ 
é a projeção radial de vértice p, dada por fp(x) = (x—p)/|x—p|. Tem-se, 
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para cada x € RPH — {p}, 


1 m+1 a 
ap(x)= [x = pH D. Dz; — ade A+- Adri A+ A dem. 
i=1 


Vale, analogamente, para toda hiperfície fechada M C R™+I — {p}, 
f m Qp = O se p está fora do domínio compacto cujo bordo é M, enquanto 
que fiy &p = Cm (volume da esfera unitária S”) se p pertence ao domínio 
compacto de R”"*1 cujo bordo é M. 


Exemplo 31. Conforme dissemos no parágrafo 6, o Teorema de Stokes 
não vale para formas com suportes não-compactos. Mostraremos isto por 
meio de um exemplo simples. O conjunto M = f(x,y) € R?;0 < z? + 
y? < 1) é uma superfície não-compacta de dimensão 2, contida em R?, 
com ðM = St. Consideremos em M a forma w = (xdy-— ydzx)/(xº +y?), 
o “elemento de ângulo”, definida no Capítulo IV. Sabemos que w é 
uma forma fechada de classe CS, com f. om“ = I sı% = 27, enquanto 


Su dw = fu? = 0. Portanto Jame Æ fi dw. 


9 Grau de uma aplicação 


Sejam f: M — N um difeomorfsmo que preserva orientação e w 
uma forma contínua de suporte compacto e grau máximo em N. Sabe- 
mos que a igualdade fy f*w = fyw é um enunciado global da fórmula 
de mudança de variáveis em integrais múltiplas. [Essencialmente, es- 
tamos usando f para introduzir novos parâmetros em N e f*w é a 
expressão de w relativamente a tais parâmetros.) Sabemos também 
que f mfe = — f p% se a mudança de variável é feita por um difeo- 
morfismo f que inverta a orientação. Neste parágrafo, generalizaremos 
amplamente essas fórmulas de mudança de variável. Mostraremos que 
(pelo menos quando M é orientada, compacta, sem bordo e N é ori- 
entada, conexa, com dim. M = dim. N = m) dada qualquer aplicação 
f: M => N de classe C!, existe um inteiro r, chamado o grau de f, tal 
que lu fw=r- Indo seja qual for a forma contínua de grau m, com 
suporte compacto, em N. Esse inteiro r, que depende apenas da classe 
de homotopia de f, ocupa posição de grande destaque em Topologia, em 
Análise e suas aplicações. (Veja [13], [15] e [16].) 

Obteremos o grau examinando a imagem inversa de um valor regular 
de uma aplicação própria f: M — N, de classe C!, onde M e N são 
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superfícies orientadas de mesma dimensão. 

Dizer que y € N é valor regular de f significa, como sabemos, que 
para cada ponto x € M tal que f(x) = y, a derivada f'(x): TyM > 
TyN é sobrejetiva. Como M e N têm a mesma dimensão, isto quer 
dizer que f'(x) é um isomorfismo. Pelo Teorema da Aplicação Inversa, 
existem abertos U 535 x em M e V 5 y em N tais que f aplica U 
difeomorficamente sobre V. Em particular, x é o único ponto de U que 
é transformado por f em y, isto é, f !(y)NU = fx), ou ainda, x é um 
ponto isolado de f!(y). Assim, se M e N têm a mesma dimensão e 
y € N é um valor regular de uma aplicação f: M — N, de classe Ct, 
então a imagem f”!(y) é um subconjunto (fechado e) discreto de M, 
isto é, todos os seus pontos são isolados. 

Se, além disso, a aplicação f: M — N é própria (em particular, se 
M é compacta) então, como {y} é compacto, a imagem inversa f!(y) é 
compacta. Como nenhum dos seus pontos é ponto de acumulação, segue- 
se que fH(y) = {z1,..., £k} é um conjunto finito. Estas considerações 
são completadas pelo 


Teorema 19. Sejam M, N superfícies de mesma dimensão e f: M — 
N uma aplicação própria de classe C!. Todo valor regular y € N possui 
uma vizinhança aberta V tal que fH(V) = UjU---UU é reunião finita 
de abertos U;, dois a dois disjuntos, cada um dos quais é transformado 
por f difeomorficamente sobre V. 

Demonstração: Seja f!(y) = {x1,..., £k}. Para cada i = 1,..., k, 
existem W; > x; aberto em M e Z; > y aberto em N tais que f trans- 
forma W; difeomorficamente sobre Z;. Seja c a menor distância entre 
dois pontos distintos quaisquer de f!(y). Substituindo, se necessário, 
W; por W;N B(x;,c/2), podemos supor que os W; são dois a dois disjun- 


k 
tos. O conjunto F = M — IJ W; é fechado em M, logo sua imagem f(F) 


i=1 
é fechada em M (conforme o Lema 1 da seção 8). Como nenhum x; per- 
tence a F, temos y É f(F). Assim, existe V 5 y, aberto em N, tal que 


k 
Vnf(F) = 9. Substituindo, se necessário, V por | N zi) NV, podemos 
i=1 
ainda supor que V C Z1 N---N Zk. A condição V N f(F) = Ø significa 
que fT1(V) c W1 U- -U Wg. Ponhamos agora, para cada i = 1,..., k, 
U; = f1(V) A W; = (flW)!(V). Como f|W; é um difeomorfismo 
de W; sobre Z; e V C Zi, resulta que f transforma U; difeomorfica- 
mente sobre V. Finalmente, f MV) = fTH(V) A [W1 U --: U Wh] = 
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SH nWJU- UV) U Wy] = UU U Up. 


Exemplo 32. A hipótese de f ser própria não entra no Teorema 19 
apenas para garantir que f”!(y) seja finito. O exemplo seguinte ilustra 
bem o que pode ocorrer sem essa hipótese. Seja f: (0,37) — S1 definida 
por f(t) = (cost, sent). Todo ponto y € S! é valor regular de f. Em 
particular, tomemos p = (1,0). Então f-!(p) = (27). Entretanto, 
seja qual for o aberto V em S! contendo p, f!(V) contém, além de 
uma vizinhança U do ponto 27, também um intervalo do tipo (0,£), o 
qual não possui pontos de f”!(p) nem se aplica sobre V. [Como S! é 
compacto mas (0, 37) não é, f não é própria.) 


Por ser o caso mais simples, e mais útil, definiremos primeiro o grau 
de uma aplicação f: M — S”, onde M é uma superfície m-dimensional, 
compacta, orientada e sem bordo. Usaremos o 


Lema. Seja p E€ A C S”, onde A é aberto. Existem abertos W, V em 
S”, compe W C V C A, e uma aplicação À: S” — S”, de classe 
COS, tal que 

1) MS” — V) = {q}, onde q = —p é o antípoda de p; 

2) AIV é um difeomorfismo de V sobre S™ — {q}. 

3) A(x) = x para todo x E€ W; 

4) À é C®-homotópica à aplicação identidade de S”. 
Demonstração: Seja y: S” — {p} > R” a projeção estereográfica. 
Temos (q) = 0 e o compacto p(S” — A) está contido numa bola Ba = 
B(0;a). Pomos V = 9™ -p-B)eW = S” — y~! (Boa), onde Ba = 
B(0;2a). Como y é um difeomorfismo, basta definir uma aplicação 
u: R” — R”, de classe Cºº, tal que 1) u(Ba) = {0}; 2) u aplica R” — Ba 
difeomorficamente sobre R™® — {0}; 3) u(x) = x para todo x € R” — Boa; 
4) Existe uma homotopia H: u ~ idgm tal que H(t, x) = x para todo x 
com norma > 2a. 

A definição de u se faz com auxílio de uma função f: R — R, de 
classe C%, tal que f(t) = 0 para t < a, f(t) = 1 quando t > 2a e 
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f, restrita ao intervalo (a, 2a), é um difeomorfismo sobre (0,1). [Isto 
equivale a dizer que a < t < 2a => f(t) >0.] O gráfico de f é esboçado 
acima. Sua definição utiliza a função ô: R — R, introduzida no início 
do parágrafo 4: f(t) = d(t/a-3) se t < 3a e f(t) = 1 se t > 3a. Então 
obtemos u pondo u(x) = f(|x|)- x para todo x € R”, onde |z| é a 
norma euclidiana. Para nos convencermos de que u é um difeomorfismo 
de R™ — Ba sobre R™ — {0}, observemos primeiro que t — f(t)-té 
um difeomorfismo de (a, +00) sobre (0, +00); segundo, que k(u,t) = 
(u, f(t)t) define um difeomorfismo de S™7! x (a, +00) sobre S7-1 x 
(0, +00); terceiro, que as aplicações ho: STL x (0, +00) — R” — 10) e 
ha: S"—1 x (a, +00) > R” — Ba , ambas definidas por (u,t) + tu, são 
difeomorfismos; quarto, que u = hoo k o h;!. Finalmente, a homotopia 
H: I x R” > R” élinear: H(t,x) = (1 — t)u(x) + tz. 

Sejam M, N superfícies orientadas sem bordo, de mesma dimensão 
m, e f: M — N uma aplicação própria de classe C!. Para todo va- 
lor regular y € N, de f, sabemos que f!(y) = {zx1,..., £} é finito. 
Diremos que um ponto x; E fTt(y) é positivo ou negativo, conforme o 
isomorfismo f'(x;): Tz; M — TyN preserve ou inverta orientação. 

O grau de f no ponto y, indicado por gryf, é, por definição, a dife- 
rença entre o número de pontos positivos e o número de pontos negativos 
em f~i(y). Segue-se imediatamente do Teorema 19 que existe uma vi- 
zinhança aberta V do valor regular y em N tal que todo z € V é valor 
regular de f e, além disso, gr. f = gryf para qualquer z € V. No que 
segue, mostraremos que se N é conexa e f é de classe C? então gryf 
tem o mesmo valor, seja qual for o valor regular y € N. 

Como dissemos acima, começaremos com o caso em que M é com- 
pacta e N = S”. Temos então o 


Teorema 20. Seja M uma superfície compacta, m-dimensional, orien- 
tada e sem bordo. A toda aplicação f: M — S™, de classe C?, corres- 


510 [CAP. VII: INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE 


ponde um inteiro r tal que: 
1) Para todo valor regular y de f tem-se gryf =r; 
2) Para toda m-forma contínua w em S”, tem-se lx f*w = o w. 


Demonstração: Pelo Teorema de Sard, f possui um valor regular 
p € S”. Embora isto não seja estritamente necessário, considerare- 
mos separadamente, e em primeiro lugar, o caso em que f!(p) £ Ø. 
Pelo Teorema 19, existe uma vizinhança V 5 p, aberta em S”, tal que 
fHV) = U1 U- -- UU, é reunião de abertos dois a dois disjuntos, cada 
um dos quais se aplica difeomorficamente por f sobre V. Podemos supor 
que V é o aberto mencionado no lema acima. Seja g = ào f: M > S”, 
onde À: S™ — S™ é dada pelo referido lema. Como à ~ id: S” — SM, 
temos g = f. Pelo Teorema 17, Jor Tos Jii gřw para toda m-forma 
w, contínua em S”, Ora, g é constante, igual a q = —p, no conjunto 


k 
fechado F = M — |J U;, logo g*w = 0 em todos os pontos de F. Pelo 


j= 
Teorema da Irrelevância dos Zeros, temos 


k 
f o= f go => | gw, 
M M-F E dO 


a última igualdade valendo porque M — F é reunião disjunta dos abertos 
Ui. Restrito a cada U;, g é um difeomorfismo sobre S” — (gt. Portanto 


E) v= f Ww, 
Ui gm—{a} e 


a última igualdade valendo em virtude do Teorema da Irrelevância dos 
Conjuntos de Medida Nula. O sinal é + ou —, conforme os pontos 
x € U; sejam positivos ou negativos. Logo 


k 
5 go =grf | w, ouseja, f f'w= orf: | w. 
= JU; sm M sm 


Se y € S” é qualquer outro valor regular de f, tomando uma m- 
forma contínua w em S”, com f sm W £ 0, o argumento acima nos dará 
gryf = lu f*w fom w = grpf, o que demonstra este caso. Se, porém, 
o valor regular p € S” é tal que f!(p) = & então grpf = 0. Este 
caso significa que f(M) C S” — {p}. Como S” — {p} é difeomorfo a 
R”, que é contrátil, a aplicação f é, então homotópica a uma constante. 
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Pelo Teorema 17, obtemos então f m f“w = 0, seja qual for a m-forma 
contínua w em S”. Pelo primeiro caso, teremos gryf = f mI w / f gm W = 
0 = grpf para qualquer outro valor regular y € S”. Isto completa a 
demonstração. 

O número r = gr.f, definido no Teorema 17, chama-se o grau da 
aplicação f: M — S”. Ele goza das seguintes propriedades: 


1) Se f,g: M — S” são homotópicas em classe C? então gr.f = gr.g; 
2) Se f: M > S” não é sobrejetiva então gr.f = 0. 


A propriedade 1 resulta imediatamente da caracterização gr.f = 
f F offon w, onde w é uma (qualquer) m-forma contínua em S” cuja 
integral não é zero, juntamente com o Teorema 17. A propriedade 2, 
está contida na demonstração acima. 


Exemplo 33. Seja M C R™+t! uma hiperfície compacta orientada. 
Indiquemos com K: M > R a função curvatura de Gauss-Kronecker de 
M (cfr. Exemplo 24) e com cm o volume (área, se m = 2, comprimento, 
se m = 1) da esfera unitária S”. O número [,, K chama-se a curvatura 
integral de M. Segue-se do que vimos no exemplo acima citado que 
Ti K = r- Cm, onde r € Z é o grau da aplicação normal de Gauss 
y: M > S”. Quando m é par, demonstra-se que o inteiro r é um 
invariante topológico de M; mais precisamente, 2r é a “característica de 
Euler” da hiperfície M. (Veja [13], Capítulo IV.) 

O grau tem sentido, mais geralmente, para qualquer aplicação con- 
tínua f: M — S”, onde M é uma superfície m-dimensional compacta, 
sem bordo. Com efeito, existe g: M > S” de classe C2, homotópica 
a f. Pomos, por definição, gr.f = gr.g. Não há ambiguidade porque 
se h: M > S” é outra aplicação de classe C? homotópica a f então, 
por transitividade, h é homotópica a g, logo h = g em classe C2, donde 
gr.g = gr.h. As propriedades 1. e 2. acima continuam válidas para o 
grau de uma aplicação contínua f: M > S™. 


Exemplo 34. Segue-se do Teorema de Stokes que se M = ON é o bordo 
de uma superfície (m + 1)-dimensional orientada Ne f: M > S” éa 
restrição de uma aplicação, F: N > S”, de classe CĈ, então gr.f = 0. 
Com efeito, tomemos em S” uma m-forma contínua positiva w. Temos 


gr:f = Jij Fw ffen w. Mas, como dw = 0, temos 


on | Fu= | aF'u)= | F (dw) = 0. 
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O mesmo resultado vale com “classe C?” substituido por “contínua”. 
Basta tomar uma aplicação G: N — S”., de classe C2, homotópica a F 
e usar o mesmo argumento. Em particular, toda aplicação f: S” — SM 
que possui uma extensão contínua F: B — S” (onde B é a bola fechada 
unitária de R™+1) tem grau zero. Este caso particular (que implica o 
Teorema 11) resulta também de f ser então homotópica a uma constante. 

Por meio do teorema abaixo, estenderemos o conceito de grau de 
modo que ele tenha sentido para aplicações próprias entre duas su- 
perfícies orientadas de mesma dimensão. 


Teorema 21. Sejam M,N superfícies m-dimensionais orientadas, sem 
bordo. Se N é coneza, a cada aplicação própria f: M — N, de classe 
C2, corresponde um número inteiro r com as seguintes propriedades: 
1) Para cda valor regular y E N, de f, tem-se gryf =r; 

2) Para toda m-forma contínua w, integrável em N, tem-se fy f*w = 
ps jyt. 

A demonstração do Teorema 20 utilizará o “Lema de Isotopia”, o 
qual será precedido de algumas definições. 

Sejam f,g: M — N difeomorfismos. Uma isotopia entre fe g é 
uma homotopia H: I x M > N entre f e g tal que, para todo t E I, 
a aplicação H: M > N, definida por Hi(x) = H(t, x), é um difeomor- 
fismo. Se f e g são difeomorfismos de M sobre si mesmo, diz-se que 
uma isotopia H: f ~ g tem suporte compacto quando existe um com- 
pacto K C M tal que H(x,t) = x para todo z € M — K e todo t € T. 
Analogamente, diz-se que um difeomorfismo f: M — N tem suporte 
compacto quando existe um compacto K C M tal que f(x) = x para 
todoreM- K. 


Lema de Isotopia. Seja M uma superfície coneza de classe C*. Dados 
dois pontos a,b E€ M, existe um difeomorfismo f: M > N, tal que 
fla) = b, isotópico à identidade por uma isotopia de classe CE com 
suporte compacto. 

Demonstração: O Lema será provado em três etapas: a, b ec. 

a) A superfície M é o espaço euclidiano R”. Então tomaremos a 
função auxiliar €: R™ > R, de classe CW, definida no início do parágrafo 
4, uma constante c > O tal que c-|b-a|- sup |E (y)| < 1 e poremos f(x) = 

yveRM 


a+é(c(x—a))-(b—a). Vemos que f é a soma da aplicação identidade com 
uma contração. Pelo Teorema da Perturbação da Identidade, concluimos 
que f: R” — R” é um difeomorfismo de classe Cº. Como é(c(x— a)) = 
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0 se c|x — a| > 2, temos f(x) = x fora da bola de centro a e raio 2/c. 
Portanto f tem suporte compacto. Para todo t € [0,1], a aplicação 
fi: R” — R”, definida por f(x) = x +t-E(c(x— a))- (b— a) é uma 
perturbação da identidade, donde é um difeomorfismo de R™. Pondo 
H(t, x) = fi(x), obtemos uma isotopia de suporte compacto e classe CS 
entre f e a aplicação identidade de R”. 


b) Em seguida, mostraremos que o lema vale localmente em M, 
isto é, todo ponto p E€ M possui uma vizinhança aberta V tal que, 
dados arbitrariamente a,b € V, existe um difeomorfismo f: M > M, 
de classe C*, com f(a) = b, isotópico à aplicação identidade de M por 
uma isotopia de classe C* e suporte compacto. Para isto basta tomar 
uma parametrização y: R” > V C M, de classe C*, com (0) = p. 
Dados a = p(ao) e b = (bo) em V, seja fo: R™ — R” o difeomorfismo 
Cº-isotópico à identidade, com fo(ao) = bo, obtido como se viu acima. 
Ponhamos f = yo foop !:M — M. As verificações são imediatas. 


c) Finalmente, dado a € M, seja X o conjunto dos pontos b € M 
tais que existe um difeomorfismo f: M > M, nas condições impostas 
pelo enunciado do Lema. O conjunto X não é vazio, pois evidentemente 
a € X. Afirmamos que X é aberto em M. Com efeito, sejam b € X e 
f: M > M o difeomorfismo com f(a) = b, nas condições do enunciado 
do Lema. Pela etapa anterior, existe uma vizinhança V 5 b, aberta em 
M tal que, para cada c € V pode-se obter um difeomorfismo g: M — 
M, de classe C*, compactamente isotópico à identidade, com g(b) = c. 
Então h = go f: M — M é um difeomorfismo de classe C*, também 
compactamente isotópico à identidade, com h(a) = c. Portanto ce X, 
ou seja, V C X. De modo análogo se mostra que M — X é aberto. Pela 
conexidade de M, concluimos que X = M, o que prova o Lema. 


Demonstração do Teorema 21: Mostremos primeiramente que gryf 
não depende do valor regular y € N. Com efeito, se V 5 y é uma 


k 
vizinhança (conexa) em N tal que fH(V) = U U; é reunião disjunta 


de abertos U; C M, cada um dos quais se asia pos f difeomorficamente 
sobre V (Teorema 19) e w é uma m-forma contínua com supp.w CV e 
Jy œ £ 0 então, para cada i = 1,...,h, Jo, ftw = + fyw (sinal + ou 
— conforme f|U; preserve ou inverta orientação). Como supp. (f*w) c 
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k 
U; , temos 
i=1 


[rE f rE food fe 


Seja agora z € N outro qualquer valor regular de f. Pelo Lema de 
Isotopia, existe um difeomorfismo h: N — N, compactamente isotópico 
à identidade em classe C?, tal que A(z) = y. Seja W = h-!(V). Restrin- 
gindo V, se for necessário, podemos supor também que f7t(W) é reu- 
nião disjunta de abertos que se aplicam por f difeomorficamente sobre 
W. Então, como a forma h*w tem suporte contido em W e f yÝ = 
f n% #0, raciocínio acima feito para w e y nos permite escrever 


rat = f peaj [ho f ho nro /[ ro- 
= | poj f w= ort 


Nas igualdades acima, fizemos uso do fato de que, sendo h homotópico à 
identidade (e consequentemente ho f ~ f), temos fylho f) w = fy f*w 
e lutas fyw. 

Seja então r = gryf, onde y € N é qualquer valor regular de f. 
Provaremos agora que fy; f*w =r- fyw para todo m-forma contínua 
w, integrável em N. Dividiremos a demonstração em três casos. 


Caso 1. A aplicação própria f: M — N é um difeomorfismo local 
que preserva orientação. Seja uma forma contínua integrável w > 0 em 
N. Como todo ponto y € N é um valor regular, podemos tomar uma 
cobertura aberta localmente finita N = UV; tal que cada V; tem fecho 
compacto em N e f!(V;) é uma reunião finita de r abertos, dois a dois 
disjuntos, cada um dos quais se aplica por f difeomorficamente sobre 
Vi. Escrevamos w = 5 w; , onde cada w; é > 0, contínua e supp. wi C Vi. 
Então M = Uf!(V;) é uma cobertura localmente finita. [Mostra-se 
facilmente que se f: X — Y é contínua e C é uma família localmente 
finita em Y então f!(C) é localmente finita em X.] Para cada i, f*wi é 
uma forma > 0, com supp. f*w; C fH(V;), f!(V;) compacto e, como 
já vimos acima, fy f*w;=r- fywi. Temos 


fo fae | ro-5 | razr D f asr f w 
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[Em particular, w integrável > f*w integrável.] Se a forma integrável w 
não é > 0, podemos escrevê-la como w = a — 8, com a, 8 integráveis e 
> 0. Temos ainda Tufa = Ju f2- tur é = r- fya- pao fa = 
r- J y% Evidentemente, o mesmo argumento se aplica quando f inverte 
orientação. 

Caso 2. A aplicação própria f: M > N é um difeomorfismo local, que 
não supomos preservar nem inverter orientação. [Somente quando M é 
desconexa este caso é mais geral do que o anterior.| Então M = AU B, 
onde A é o conjunto dos pontos x € M, tais que f'(x) preserva orientação 
e B= M — A. Ambos, A e B, são abertos e as restrições f|A: A > N, 
fIB:B > N são próprias. [Por exemplo, se £ — oo em A então 
zk — œ em M, pois B é aberto em M, logo f(x) — oo em N devido 
a f: M — N ser própria.) Temos r = ra +rp, onde ra = gry(f|A) e 
rg = gry(f|B) para todo y € N. Pelo Caso 1, vem 


hte for te= falares f ere 
= ra f wre f w=r f w 


Observação: Nos casos acima, não é estritamente necessário que N 
seja conexa. Esta hipótese entra apenas para garantir que gryf = r 
(constante) para todo y € N. Se soubermos disto por outras razões 
teremos f mer f y sejam quais forem a forma contínua integrável 
w em N e o difeomorfismo local f: M > N. 

Caso 3. Em que f: M — N é qualquer aplicação própria de classe C°. 
Seja S o subconjunto fechado de M formado pelos pontos x nos quais a 
derivada f'(x) não é um isomorfismo. Em todos os pontos x € S temos 
(f*w)(x) = 0. Como f é própria, f(S) é um subconjunto fechado de 
N o qual, pelo Teorema de Sard, tem medida nula. Como os zeros do 
integrando e os conjuntos de medida nula são irrelevantes na integração 


Observe que f!(f(S)) = SUT, onde T é o conjunto dos pontos x € M 
tais que f(x) € f(S) e f'(x) é um isomorfismo, ou seja T = f(f(S))N 
(M — S). Assim, T é um subconjunto fechado da superfície M — S. 
Todo ponto x € T possui uma vizinhança U em M que é aplicada 
difeomorficamente por f sobre uma vizinhança V do ponto y = f(x) em 
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N. Evidentemente f(UNT) C VN f(S). Como V N f(S) tem medida 
nula, o mesmo ocorre com U NT. Como x € T é qualquer, segue-se que 
T é um conjunto de medida nula em M — S. Portanto 


f fo=[ fo= [ fo= [ fu. 
M M-S (M-S)-T M-(SUT) 


Ora, a aplicação g: M—(SUT) > N— f(S), obtida por restrição de f, é 
um homeomorfismo local, com gryg = gryf = r para todo y e N— f(S). 
Resulta do caso anterior que, para toda m-forma contínua integrável w 
sobre N, vale 


fref fo=[ go=r: f u=r: f w, 
M M-(SUT) M-(SUT) N-f(S) N 


o que encerra a demonstração. 

O grau de uma aplicação própria f: M — N, de classe C?, entre su- 
perfícies orientadas de mesma dimensão, (N conexa) goza das seguintes 
propriedades: 

1) Se f: M — M é a aplicação identidade, então gr.f = 1; 
2) Se f,g: M — N são propriamente homotópicas em classe C? 
então gr.f = gr.g. 


Com efeito, seja w uma m-forma contínua em N, com suporte com- 
pacto, tal que f n% #0. Pelo Teorema 17a, temos 


3) Se gr. f #0 então f é sobrejetiva. 
Com efeito, se existir y E€ N— f(M) então, por definição, y será valor 
regular de f. Como f”!(y) = Ø, teremos gryf = 0, logo gr f = 0. 
4) Se f: M — N e g: N — P são próprias, de classe C? M, N, 
P são orientadas, de mesma dimensão e N, P são conexas, então 


gr(go f) = (gr.g) - (gr. f). 


Quando gr.g + 0, a propriedade acima pode ser demonstrada assim: 
tomemos uma m-forma contínua w em P, com fpw + 0. Então fy g*w = 


(gr.9) : Jpw £0, logo 


Julgo tw _ Juf e) fyw 


gr(go f) EO STO a (gr.g) - (gr. f). 
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No caso geral, existe, pelo Teorema de Sard, um ponto z € P que é 
valor regular de g e de go f. Então g !(z) = (y,..., Yk}, onde cada yi 
é valor regular de f. Seja fT! (yi) = (xn,..., Zisi}, donde (go f) (2) = 
{ziji = 1,...,k, j = 1,...,Si}. Ponhamos c; = 1 se o ponto yi é 
positivo e c; = —1 no caso contrário. Diremos que £; é o sinal do ponto 
yi em relação à aplicação g. Analogamente, sejam n;; O sinal do ponto Tij 
em relação a f e pij O sinal de x;; em relação a go f. Temos pij = Nij Ei, 
Xei = gryg, Xpy=9r(9ºf)emj=9ryf = gr.f (para todo i). 
j 


1) 
Logo 


gr(go f) = gra(go f) = dub = Al à) ei = X (gr.fJei = 
i as (gr) (gr.g). 


A extensão da noção de grau para aplicações próprias entre su- 
perfícies não-compactas permite que a utilizemos no caso em que tais 
superfícies se reduzem a abertos do espaço euclidiano, como no exemplo 
seguinte. 


Exemplo 35. Sejam U,V C R” abertos (V conexo) e f:U > V 
uma aplicação própria de classe C2. Suponhamos que o determinante 
jacobiano de f não mude de sinal em U (embora possa anular-se em 
alguns pontos). Se esse jacobiano é identicamente nulo então f(U) tem 
medida nula, pelo Teorema de Sard. No caso contrário, existe um ponto 
x € U onde a derivada f'(x): R” — R” é um isomorfismo, logo há um 
aberto W 5 x que é aplicado por f difeomorficamente sobre um aberto 
Z > f(x). Pelo Teorema de Sard, algum ponto z € Z é valor regular 
de f. Como Z = f(W), a imagem inversa f”!(z) não é vazia. Todos 
os pontos de f-!(z) têm, por hipótese, o mesmo sinal. Logo gr; f £ 
0, ou seja, gr.f £ O. Em particular, f aplica U sobre V. O mesmo 
argumento mostra que se M e N são superfícies orientadas de mesma 
dimensão, N conexa, e f: M — N é uma aplicação própria de classe C? 
cujo determinante jacobiano não muda de sinal em M então ou f(M) 
tem medida nula em N (no caso em que o jacobiano é identicamente 
nulo) ou f é sobrejetiva. Em particular, concluimos que se a aplicação 
própria f: M > N é injetiva então ela também é sobrejetiva (dentro 
das demais hipóteses, inclusive N conexa). Com efeito, a injetividade 
de f impede que seu jacobiano mude de sinal: se x4,x2 E€ M fossem 
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tais que f'(x1) > 0 e f'(x2) < 0 então, pondo y = f(x1) e y2 = f(x3) 
teríamos (pela injetividade de f) (1) = {x1} e f!(y>) = {x2} logo 
Iry, f =1 e gry f = —1, uma contradição. 

Tendo em vista principalmente as aplicações, é importante observar 
que, se M e N são superfícies orientadas de mesma dimensão, pode-se 
definir o grau de qualquer aplicação própria f: M — N, mesmo que se 
tenha apenas f € Cº. Isto é feito com base nos dois lemas seguintes: 

1º) Se M e N são superfícies de classe C*, toda aplicação própria 
f: M > N, de classe Cº, é propriamente homotópica a uma aplicação 
g: M > N, de classe C*. Mais precisamente, dada N, existe uma 
função contínua positiva €: N > R tal que se g: M > N é tal que 
|f(x)—g(x)| < e(x) para todo x € M então g é propriamente homotópica 
a f. 

2º) Se existe uma homotopia própria de classe Cº entre duas aplica- 
ções f,g: M — N de classe Cf, existe também uma homotopia própria 
de classe C* entre f e g. 

No caso em que N = S™, estes lemas decorrem da observação que 
fizemos no parágrafo 8, logo em seguida à demonstração do Teorema 17. 
Não provaremos o caso geral, para não nos estendermos em questões de 
Topologia Diferencial. (Veja [14].) 

Admitidos os lemas, definiremos o grau da aplicação própria f: M — 
N pondo gr(f) = gr(9), onde g: M > N é qualquer aplicação de classe 
C?, propriamente homotópica a f. Se h: M > N é outra aplicação de 
classe C2 nas mesmas condições, então existe uma homotopia própria 
H: g ~ h, de classe C2, logo gr(g) = gr(h). Portanto gr(f) está bem 
definido. 

Usando novamente os lemas acima, prova-se que se f,g: M > N são 
propriamente homotópicas (em classe C?) então gr(f) = gr(g). Além 
disso, se gr(f) £ 0 então a aplicação própria f: M — N (de classe 0º) 
é sobrejetiva. [Vejamos a demonstração deste último fato. Suponhamos, 
por absurdo, que exista y € N — f(M). Como f é própria, f(M) é um 
subconjunto fechado de N, logo existe ô > 0 tal que |y — f(x)| > ô para 
todo x € M. Seja e: N > R a função contínua positiva mencionada no 
primeiro lema acima. Substituindo, se necessário, e(x) por min{e(x), ô}, 
podemos supor que e(x) < ô para todo x € M. Portanto, se g: M > N 
é uma aplicação de classe C2 tal que |g(x) — f(x)| < e(x) pra todo 
x E€ M, teremos g propriamente homotópica a f, logo gr(f) = gr(g). 
Teremos também y É g(M), logo gr(g) = 0, e portanto gr(f) = 0.] 
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10 A integral de Kronecker 


A seguir estenderemos, para um espaço euclidiano de dimensão qual- 
quer, a fórmula devida a Kronecker e provada na seção 10 do Capítulo IV, 
que exprime o número “algébrico” de zeros de uma aplicação F: D — R, 
de classe C? num disco fechado do plano. Mesmo em dimensão 2, o re- 
sultado que obteremos agora será mais geral, pois se aplicará quando D 
for qualquer domínio compacto com fronteira regular, de classe C2, no 
plano. 

Seja, portanto, D C R”"+! uma superfície de dimensão m+ 1 e classe 
C?2, compacta, com bordo (“domínio compacto com fronteira regular” de 
classe C? em R™+1). O bordo D é uma hiperfície orientável compacta 
em R”+1, Seja ainda F: D — R™t! uma aplicação de classe C° tal 
que F(OD) c R+! — {0}. Indiquemos com fi,..., fm+1: D —> R as 
funções-coordenada de F. 

Um ponto x € D chama-se um zero de F quando F(x) = 0. Se o 
determinante jacobiano de F no ponto x é # O, a chama-se um zero 
simples. Quando det. Jf(x) > 0 o zero simples x diz-se positivo e se 
det. Jf(x) < 0, «x chama-se um zero negativo. Todo zero simples æ 
é isolado, isto é, F(y) # O para todo y suficientemente próximo de z. 
Como D é compacto, se todos os zeros de F em D são simples, o conjunto 
desses zeros é finito. 

Como no Capítulo IV, 810, nossa intenção é estimar o número de 
zeros de F em D. Para isso, introduziremos a integral de Kronecker 


m+1 ~ 
1 am fidhAc A dfi N A dfm41 
n(F; D) = — > À ii 
Cm J, A FE 


onde cm = volume da esfera unitária S” e |F(x)| = [E fi(x)?) 1/2. Como 


F(x) £ 0 para todo x € OD, o integrando acima é uma forma de classe 
C1 em D. Estamos considerando em D a orientação de R"+! e em 9D 
a orientação induzida. 

A integral de Kronecker goza das seguintes propriedades: 

K1) n(F;D) é um número inteiro. 

Com efeito, sejam w a forma elemento de volume de S”, 
p: R+ — {0} — S™ a projeção radial e f = F|0D. Então (vide 
Exemplo 17, no 82): 


n(F; D) = — Peu=f (po ffw/[ w=grpo f) 


Cm JƏD 
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K2) Se H: IxƏD — R”+! é uma homotopia de classe C? entre F|OD 
e G|ðD, tal que H(t,x) £ 0 para todo t € I e todo x € OD então 
n(F; D) = n(G; D). 


Com efeito, pondo f = F|ðD e G = G|ðD vemos que L: I x OD > 
S™, definida por L(t, x) = p(H(t,a)), é uma homotopia de classe C? 
entre po f e pog, logo n(F; D) =gr(po f) =gr(po 9) = n(G; D). 

Com corolário de K2) temos o 


Teorema de Rouché. Sejam F,G: D — R”"+ de classe C2, com 
F(x) £0 e |G(x)| < |F(x)| para todo x € OD. Então n(F + G; D) = 
n(F; D). 

Com efeito, nestas condições a homotopia linear H: Ix ƏD — RH, 
H(t, x) = F(x) +t- G(x), entre F e F +G, é tal que H(t,x) £ 0 para 
todo t € T e todo x € 8D. 

K3) Se f(x) #0 para todo x E€ D então n(F; D) = 0. 


Com efeito, neste caso po F: D — S” tem sentido e é uma extensão 
de po f: OD — S”. Segue-se que n(F; D) = gr(po f) = 0, conforme o 
Exemplo 34. 


K4) Sejam Dı,..., Dk C int. D domínios compactos com fronteiras re- 
gulares de classe C?, dois a dois disjuntos. Se 


k k 
F (2 — U int. n) C RH — {0} então n(F; D) = X n(F; 
i=1 


i=1 


Observe que K3) é um caso particular de K4), com k = 1 e Di = 


Para provar K4), observemos que M = D — | int. D; é um domínio 


p=], 
compacto com fronteira regular. Considerando em M, D, Dy,...,D; a 
orientação de R”"* e nos seus bordos as orientações induzidas, temos 
ƏM = O0DU(-9D)U---U(-9D,). 
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Indicaremos ainda com F todas as restrições desta aplicação. Como 
po F tem sentido em M, segue-se do Exemplo 34 que 


o= f porus] (po F) ef, (po F)*w 
L S nF; D) 


i=1 


K5) Se os zeros de F em D são todos simples então n(F;D) é a di- 
ferença entre o número de zeros positivos e o número de zeros 
negativos. 


Sejam z1,...,£ķ os zeros de F em De Bı 5 xz1,..., Bk D £k bolas 
fechadas duas a duas disjuntas, com centros nesses pontos. Se tomarmos 
os raios dessas bolas suficientemente pequenos, teremos, para cada à = 

«~k, F(x) = Fx) - (x — xi) + ri(x), com |ri(x)| < |F'(x;) - (£ — 


k 
zi;)| quando x € B;. Por K4), temos n(F; D) = X` n(F; Bi) e, pelo 


i=1 
Teorema de Rouché, n(F;B;) = n(T;; Bi), onde T;(x) = F'(x;) - (x — 
zi). Resta portanto mostrar que n(Ti;; Bi) = +1 conforme o sinal do 
determinante jacobiano det. F'(x;). Se este determinante for positivo, 
(vide Apêndice a este parágrafo) existe um caminho A: 1 = L(R"*D tal 
que cada A(t), t € I, é uma transformação linear invertível, com A(0) = 
F'(x;) e A(1) = identidade. Então H: I x B; — R™+1, definida por 
H(t,x) = A(t)(x — xi), é uma homotopia entre T; e a aplicação Ji(x) = 
x — zi, onde H(t, x) £ 0 para todo z Æ xi. Logo n(Ti; Bi) = n(Ji; Bi). 
Ora, evidentemente, n(J;; Bi) = 1. Analogamente, se det. F'(x;) < 
O obteremos uma homotopia entre T; e a aplicação Li(x) = x — ti, 


522 [CAP. VII: INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE 


onde, para xz = (£1,...,Zn+1), pomos Z = (21, £2, ..., n41). Como 
n(Li; Bi) = —1, concluimos que n(T;;x;) = +1 conforme o sinal de 
det. F'(x;), e isto completa a demonstração de K5). 

A proposição K5) explica a notação: n(F; D) é o “número algébrico” 
de zeros, pelo menos no caso em que esses zeros são todos simples. 
Observemos que esta última condição significa que 0 € R”+! é um valor 
regular da aplicação F. Assim, K5) pode também ser expressa pela 
igualdade n(F; D) = groF. Nesta igualdade, o primeiro membro é um 
número determinado pelo comportamento de F no bordo ðD, logo é um 
invariante global e m-dimensional. Enquanto isso, o segundo membro é 
um invariante local e (m + 1)-dimensional de F, definido pela atuação 
de F na vizinhança dos seus zeros. O segundo membro teria sentido, 
mesmo que OD não fosse uma superfície, isto é, mesmo que o domínio 
compacto D não tivesse fronteira regular. 

A última observação acima motiva a extensão do índice de Kronecker 
n(F; D) para casos em que D é o fecho de qualquer aberto limitado do 
espaço euclidiano, originando uma outra maneira de apresentar a “teoria 
do grau”, iniciada por Leray e Schauder e preferida dos especialistas 
em Análise Funcional Não-Linear. (Vide [19] e [15].) Esboçaremos a 
seguir essa abordagem do grau e mostraremos como reduzí-la ao que já 
sabemos. 


Consideremos um aberto limitado U C R” e uma aplicação contínua 
F: U — R, cuja restrição f = F|U é de classe C2. Embora a fronteira 
de U em R” não seja necessariamente uma superfície, vamos indicá-la 
com OU. Observemos que U e OU são compactos. 

Para todo y € R™ — F(OU) que seja valor regular de f = FIU, 
definiremos o grau de F no ponto y, que indicaremos com a notação 
gr(F,U,y), do seguinte modo. 

A aplicação f: U — F-1(F(0U)) — R” — F(0U), de classe CŽ, ob- 
tida por restrição de F, é própria, como resulta imediatamente da com- 
pacidade de U. Analogamente, se V é qualquer componente conexa 
de R” — F(OU), a restrição de f a f-!(V) é também uma aplicação 
própria fv: f!(V) — V. Sendo V conexa, podemos falar no grau de 
fv. Então, para todo y € R™ — F(0U), valor regular de f = FI|U, 
poremos, por definição 


gr(F,U, y) = gry fv, 


onde V é a componente conexa de R™ — F(U) que contém o ponto y. 
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= FOU) 


Com esta definição, é imediato que gr(F,U, y) se mantém constante 
quando y varia numa componente conexa de R™ — F(OU). [Na figura 
acima, R? — F(OU) tem quatro componentes conexas, Vi, Vo, V3 e Vi, 
sendo gr(F,U,y) igual a zero se y € Vi ou y € Vi, igual a 1 se y E€ V2 e 
igual a 2 se y € V3 .] 

Valem as seguintes propriedades: 


1. Se gr(F,U,y) £ 0 então y € F(U) ou, mais precisamente, y € 
int. f(U); 


2. Se existe uma homotopia H: I x U — R” de classe C? entre F e 
G, tal que y é H(I x OU), então gr(F,U,y) = gr(G,U,y); 


3. Se F =G em OU então gr(F,U,y) = gr(G,U,y). 


Em 2. e 3. acima, subentende-se “para todo y € R™ — [F(OU)JU 
G(OU)| que seja valor regular de f e g”. Basta provar 2., pois 1. é 
evidente e 3. segue-se de 2. mediante a homotopia H: I x U > R”, 
definida por H(t, x) = (1 — t)F (x) +t- G(x). 

Para a demonstração de 2., tomamos V aberto e conexo, tal que 
y € V C R” — H(I x ðU) e uma m-forma contínua w, como suporte 
compacto, contido em V tal que fy w + 0. Então 


(FU) = | fo ff we [ suj [ w. 
fV) V G-1(V) V 


Ora, o aberto W = H-MV) c I x U é uma superfície com bordo, sendo 
ƏW = [1 x g1 (V)] U [-(0 x 1 (V))]. 
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0x JH) W C A1 x g!(V) 


Portanto 


Segue-se que gr(G,U,y) = gr(F,U, y). 

É importante mostrar que o grau de Leray-Schauder gr(F,U, y) tem 
sentido para qualquer aplicação contínua F: U — R”, definida no fecho 
de um aberto limitado U C R”, e para qualquer ponto y € R™ — F(U). 
[Em particular, se F|U € C?, y não precisa mais ser um valor regular 
de F|U.] 

Sejam portanto F: U — R” contínua e y € R™ — F(U). Para 
definir gr(F,U, y), tomemos £ > 0, tal que |y — F (x)| > 2e para todo z € 
OU, e uma aplicação G: U — R”, de classe C%, com |G(x)— F(x)| < € 
para qualquer z € U. 

Afirmamos que |z — y| < e > z é G(ƏU), ou seja, que B(y; £) N 
G(OU) = Ø. Com efeito, 


[z € B(y;£),x € OU] > 2e < |y — F(x)| < |y — z| + |z — G(x)|+ 
+I|G(a) — F(x)| > 2e < e + |z — G(x)| +£, donde |z—-G(x)|>0. 


Pomos então, por definição gr(F, U, y) = gr(G,U, z), onde z é qual- 
quer valor regular de G tal que |z — y| < €. 

Resta mostrar que esta definição é legítima. Em primeiro lugar, 
existem valores regulares de G na bola B(y;£), em virtude do Teorema 
de Sard. Em segundo lugar gr(G,U,z) é o mesmo para todos esses 
valores regulares z pois a bola B(y;<) é um conjunto conexo, disjunto 
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de G(OU) e, como sabemos o grau gr(G, U, z) é constante quando z varia 
na mesma componente conexa. Finalmente, mostremos que a definição 
dada independe da aplicação G escolhida. 

Com efeito, sejam G1, G2: U — R” aplicações CO tais que [Gi (x) — 
F(x)| < £ e |Ga(x) — F(x)| < £ para todo x € U. Então 


(a = t) Gi (2) +tGo(x) — F|< (1 -= t)|Gi (x) — F (x)| +t|G2(x)— F (x)| <e 


para todo t € [0,1] e todo z € U. Assim, a homotopia linear H: I xU — 
R”, H(t,x) = (1 — t)Gi(x) + t- G(x), entre Gi e G2, é tal que 
|H(t,x)— F(x)| < £ para todo t € [0,1] e todo x € U, logo, como vimos 
acima, B(y;e)NH(I x OU) = Ø e daí, para todo z € B(y;£) que seja 
valor regular de Gy e Gs, tem-se gr(G1, U, z) = gr(G2,U, z). 

Assim, gr(F,U,y) está bem definido, para todo y € R” — F(U). 
Vejamos agora as propriedades do grau da aplicação contínua F: U — 
R”. 


A) gr(F,U,y), como função de y, é constante em cada componente 
conexa de R™ — F(U). 


Basta provar que gr(F,U, y), como função de y € R™ — F(U), é lo- 
calmente constante. Ora, se |y — F (x)| > 2e para todo x € OU, sabemos 
que gr(F,U,y) = gr(G,U,2), onde G: U — R” é de classe C%, com 
IG(x) — F(x)| < £ para todo x EU, e z € B(y;£) é qualquer valor regu- 
lar de G. Afirmamos que, para todo w € B(y;£€), tem-se gr(F,U,w) = 
gr(F,U,y). Com efeito, vale |w — F (x)| > £ para todo x € OU. Logo, 
se tomarmos G: U — R” de classe C%®, tal que |G(x) — F(x)| < £/2 
para todo x € U, teremos gr(F,U, w) = gr(G,U,v) seja qual for o valor 
regular v € B(w;e/2) de Œ. Escolhemos então u € B(y; £) 0 B(w;c/2), 
valor regular de G e teremos gr(F,U, y) = gr(G,U,u) = gr(F,U, w), 
assim completando a demonstração. 

B) Se gr(F,U,y) £0 então y € F(U). 


Do contrário, seria y É F(U), pois y é F(U). Como F(U) é 


compacto, existiria r > 0 tal que |y — F(x)| > r para todo x € U. 
Então, seja qual fosse a aplicação G: U — R”, de classe C, com 
IG(x) — F(x)| < r/2 para todo x € U, teríamos B(y;r/2) n G(U) = Ø. 
Assim, para todo valor regular z de G suficientemente próximo de y, 
teríamos z É G(U), portanto gr(F,U, z) = gr(G,U, z) = 0. 

C) Se gr(F,U, y) £0 então y € int. F(U). 
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Seja V a componente conexa de R™ — F(OU) que contém y. Por A), 
gr(F,U,2) Æ 0 para todo y € V. Por B), V c F(U). Como V é um 
aberto contendo y, temos y € int. F(U). 


D) Se existe uma homotopia (de classe C?) H: I x U — R”, entre F 
e G, tal que y É H(I x OU), então gr(F,U, y) = gr(G,U, y) para 
todo y E€ R” — [F (U) U G(ƏU)]. 


Com efeito, seja € > 0 tal que |y — F(x)| > 2e para todo x € ðU. 
Sejam F,G:U — R” de classe C%, tais que |F(x) — F(£)| < ee 
IG(x) — G(x)| < £ para todo z € U. Então gr(F,U,y) = gr(F,U, z) e 
gr(G,U,z) = gr(G,U,z), onde z é qualquer ponto de B(y;£) que seja 
valor regular de F e G ao mesmo tempo. Ora, as imagens de OU pelas 
homotopias lineares F = Fe G = G não contêm y. Por transitividade, 
obtemos uma homotopia de classe 0º, F ~ G, pela qual a imagem 
de OU não contém y. Por aproximação, chegamos a uma homotopia 


L:I x U — R” de classe Cº entre F e G, tal que L(I x OU) não 
contém y. Daí resulta então que gr(F,U,2) = gr(G,U, z). 


E) Sejam F,G: U — R” aplicações contínuas tais que F(x) = G(x) 
para todo x € OU. Então gr(F,U,y) = gr(G,U,y) qualquer que 
seja y ER” — F(OU) = R” — G(OU). 


Isto resulta de D), mediante a homotopia linear H: I x U > R”, 
H(x,t) = (1 — t)F (x) +t- G(x). 


Exemplo 36. Seja f: U — R” contínua no aberto U C R™, diferen- 
ciável no ponto a € U e tal que f'(a): R” — R” seja um isomorfismo. 
Existe ô > 0 tal que B = Bļ|a; ô] C U e x € B > f(x)-f(a) = f'(a) (x— 
a)+r(x), com |r(x)| < | f'(a): (x — a)|. Escrevendo g(x) = f(x) — f(a), 
vemos que a é o único zero de g em B. Em particular 0 É g(0B). Além 
disso, a origem 0 € R” não pertence à imagem da homotopia linear 
entre g e a transformação T: R” — R”, dada por T -x = f'(a)-(x—a). 
Logo gr(9,B,0) = gr(T,B,0) = +1, esta última igualdade tendo sido 
provada na demonstração de K5). Segue-se da propriedade C), acima, 
que 0 € int.g(B). Daí, a € int. f(B) e portanto a € int. f(U). Isto 
mostra a necessidade de f ser descontínua no Exemplo 9 do Capítulo V. 
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APÊNDICE 


Seja G = GI(R”) o conjunto das matrizes invertíveis m x m. Os 
conjuntos G = {X € G;det. X > 0} e G= {X E G;det. X <0} são 
abertos disjuntos. Como G = G, UG.., vemos que G é desconexo. 

Mostraremos agora que G, e G. são conexos por caminhos, logo 
são as componentes conexas de G. Se A é qualquer matriz m x m com 
determinante negativo, a aplicação X =» A.X é um homeomorfismo 
entre G} e G... Assim, basta provar que G, é conexo por caminhos. 

Para o conjunto O(m) das matrizes ortogonais m x m, temos uma 
decomposição análoga O(m) = O, (m)UO-(m) e, de modo semelhante 
(tomando A ortogonal acima), vemos que O, (m) e O (m) são homeo- 
morfos. Provaremos primeiro que O, (m) é conexo por caminhos. Esta 
é a segunda das proposições abaixo. Na primeira, mostramos que, em 
qualquer superfície M, se pode transladar uma base ortonormal de T,M 
ao longo de um caminho em M começando no ponto p. 


Proposição A. Dados um caminho À: [0,1] > M numa superfície M C 
R” e uma base ortonormal {e1,..., em} C Tyo) M, existem m caminhos 
V1, ..., Um: [0,1] —> R” tais que (0) = e1, ... , Um(0) = em e, para cada 
te [0,1], {v1(t),...,Um(t)} é uma base ortonormal em TyM. 
Demonstração: Suponhamos, inicialmente, que exista uma parametri- 
zação y: Uo — U em M tal que A(t) € U, para todo t € [0,1]. Assim, faz 
sentido definir o caminho Ao = q to0A: [0,1] — Uo. Seja {u1,..., Um} C 
R” uma base tal que y'(Ao(0)) - u; = e; (i = 1,..., m). Definamos os 
caminhos w1,..., Wm: [0,1] > R” pondo w;(t) = p'(ào(t)) -u;. Para 
cada t € [0,1], tun(t),...,wm(t)J é uma base de TyM, à qual aplica- 
mos o processo de ortonormalização de Gram-Schmidt para obter a base 
{u1 (t), ...,Um(t)} procurada. O caso geral se reduz a este mediante a 
observação de que, dado um caminho À: [0,1] > M, existe uma partição 
O=to<ti<-:<tr=1tal que, para cada i = 1,2,...,k, a imagem 
A([t;-1, til) está contida numa vizinhança parametrizada. 

Para demonstrar a proposição seguinte, usaremos a Proposição A no 
caso particular em que M é a esfera S™7 1, observando que {w1, ..., Wm} 
é uma base ortonormal em R” se, e somente, se (w1,...,Wm-1) é uma 
base ortonormal em Tu, (ST). 


Proposição B. Sejam {u1,..., Um} e {v1,..., Um} bases ortonormais 
positivas em R™. Existem caminhos w1,..., Wm: [0,2] — R” tais que 
w;i(0) = w;, wi(2) = vi e, para todo t € [0,2], {w1(t),..., Wm(t)} é uma 
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base ortonormal positiva de R™. Como uma matriz m x m é ortogonal 
se, e somente se, seus vetores-coluna formam uma base ortonormal de 
R”, isto equivale a afirmar que O,(m) é conexo por caminhos. 


Demonstração: (Indução em m.) O fato é óbvio sem = 1. Supondo- 
o válido para m — 1, tomemos um caminho A: [0,1] — S7-1, com 
A(O) = um e A(1) = vm . Sendo fwy,..., Uum-1 + uma base ortonormal em 
Tum (ST 1), a Proposição A nos dá os caminhos wy,...,Wm-1:[0,1]— 
R”, tais que w1(0) = u... wm-1(0) = um-1 e, para todo t € [0,1], 
tun (t),..., wm- (t)y é uma base ortonormal de Tyg) (8™7t), logo 
{w1(t),..., Wm-1(t), A(t)+ é uma base ortonormal de R” (necessaria- 
mente positiva, pois o determinante que tem esses m vetores por colunas 
é uma função contínua não-nula de t, positiva para t = 0). A matriz 
de passagem da base (wi (1),...,wm-1(1), A(1)} para (vi,..., Um} é or- 
togonal, com determinante positivo e, como A(1) = vm, tem a forma 
A= Ç 4) onde A é a matriz de passagem de {w1(1),..., Wm-1(1)} 
para (v1,...,Um-1), bases ortonormais de To, (571). Como det. A = 
det. A > 0, segue-se que 4 € O, (m-—1). Pela hipótese de indução, existe 
um caminho de matrizes A(t) = (a;(t)) E O,(m-—1), 1 < t< 2, tal que 
m—l1 
A(1) = matriz identidade e A(2) = A. Pondo w;(t) = 5 ai(t)w;(1), 


obtemos m — 1 caminhos w1,..., Wm-1: [1,2] > R”, com wj(2) = 
Vis Wm—1(2) = Vm-1. Escrevendo wm(t) = da (1 < t < 2) com- 
pletamos a definição dos caminhos w1,..., Wm: [0,2] — R” que pro- 
curávamos. 


Proposição C. Sejam {a1,...,am} e {b1,..., bm} bases positivas de 
R”. Existem c1,...,Cm: [0,1] — R” tais que c;(0) = ai, c&ll) = bi 
e, para cada t € [0,1], Lei(t),...;cm(t)) C R” é uma base positiva. 
Associando-se a cada matriz m x m a lista dos seus vetores-coluna, isto 
equivale a dizer que o conjunto G} das matrizes mxm com determinante 
positivo é conexo por caminhos. 


Demonstração: Mostraremos inicialmente que, dada qualquer base 
{a1,..., am} C R”, existem caminhos dy,..., dm: [0,2] — R” tais que, 
para cada t € [0,2], {d1 (t), ...,dm(t)} C R” é uma base, com d;(0) = a; 
e (di(2),...,dm(2)) C R” ortonormal. Isto significa que toda matriz 
invertível A pode ser ligada a uma matriz ortogonal por um caminho 
de matrizes invertíveis A(t), 0<t<2. [Evidentemente, det. A(t) terá 
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o mesmo sinal, para todo t.] A prova será por indução em m. O caso 
m = 1 é trivial. Supondo o resultado verdadeiro para R”-1, ele valerá 
também para qualquer subespaço (m — 1)-dimensional de R”. Seja então 
E o subespaço de R” gerado por a1,...,am-1- Consideremos um vetor 
unitário e € R” perpendicular a E. Substituindo e por —e, se necessário, 
podemos supor que e = aja +: + amam, com am > 0. Para todo 
t e [0,1], ponhamos d;(t) = a; se 1 < i < m—1 e dm(t) = (1—t)am+ t-e. 
Para todo t € [0,1], o coeficiente de am em dm(t) é 1 — t + tam > 0, 
logo dm(t) É E e assim {d1(t),...,dm(t)} C R” é uma base, igual a 


{a1,...,am} para t = 0 e igual a {a1,...,am-1,€} para t = 1. Pela 
hipótese de indução, existem caminhos di,...,dm-1: [1,2] > E tais 
que, para todo t € [1,2], {d1(t),...,dm-1(t)} C E é uma base, igual a 
{a1,...,am—1} quando t = 1 e ortonormal quando t = 2. Então, pondo 
dm(t) = e para todo t € [1,2], completamos a definição dos caminhos 
dı,..., dm: [0,2] — R”, da forma como queríamos. A demonstração 


se completa invocando a Proposição B: deformamos as bases dadas em 
bases ortonormais, como acabamos de provar e, usando a Proposição B, 
ligamos estas bases ortonormais entre si. (Evidentemente, se (a;) e (b;) 
são bases positivas, também serão positivas as bases ortonormais que 
delas se obtêm por deformação.) 


Exercícios 


$1. 


1.1. Se y: Ex --- x E > F é r-linear então p(v1,...,v-) = 0 quando algum dos 
Vi é zero. 

1.2. Seja L-(E; F) o espaço vetorial das aplicações r-lineares de E em F. Dada 
uma base de E, obtenha a partir dela uma base para L,(E;R) e, em seguida, 


para Lr(E; R”). Determine a dimensão de £L,.(E; F) em função das dimensões 
de E er. 


1.3. Seja y: R? x R? > Rº a aplicação bilinear definida por (z1, £2, Y1, Y2) = 
(£11, X1Y2, £241, X2Y2). Mostre que a imagem de y não é um subespaço veto- 
rial. 

1.4. Se {e1,e2,€3,€4} é uma base de (R$)*, prove que ei A es + e3 A e4 não é 
decomponível. 

1.5. As seguintes afirmações a respeito de uma aplicação r-linear q: Ex- -x E > F 
são equivalentes: 

(a) y é alternada; 


530 


1.6. 


LE 


1.8. 


1:9; 


so. 


2.1. 


2.2. 


2.3. 
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(b) Pas Ui E ass) = e E PEN E 
(oleiste =D; 


A aplicação r-linear y: Ex --- x E > F é alternada se, e somente se, para 
toda permutação o do conjunto dos inteiros (1,...,r), e toda lista de vetores 
vi, Ur E E, vale p(v5(1),---sVo(r)) = Es P(vi,... Ur) onde £e = 1 seo é 
uma permutação par e e; = —1 se a permutação o é ímpar. 


Exprimir a 2-forma e; A e» + eg A e4 de várias maneiras distintas como soma 
de formas decomponíveis. (Aqui {e1, e2, e3, e4} é uma base do dual de Rº.) 


O posto da transformação linear A: E — F é o maior inteiro r tal que 
AS: Ar(F) > A, (E) é diferente de zero. 


Seja p: R™ x R” — R uma forma alternada de grau 2. Se m é ímpar, existe 
um vetor não-nulo v € R” tal que (v, w) = 0 para todo w € R”. 


. Dados arbitrariamente a1,..., am reais, com ay £ 0, e uma base {e1,. .., €m} C 


E*, ponha fi=azey + a1e2 e fi (Dam /a1)e+ exi, 2<Xi<Xm-l. 


Mostre que 


m 
JLA A fm- =D ves A eizi A eigi Ac A Em. 
1=1 


Conclua que se dim E = m então toda w E€ Am-1(E) é decomponível. 


. Seja E um espaço vetorial de dimensão m, orientado e munido de um produto 


interno. Dado v € E, seja w = y(v) € Am-1(E) definida por 
w(vi, y Umi) = (V, 01 XX Um). 


Mostre que a aplicação q: E > Am-1(E), assim obtida, é um isomorfismo. 
Se v € E é o primeiro elemento de uma base ortonormal positiva cuja dual é 
{e1,..., €m} então p(v) = e2 A++- A em. Conclua de novo que se dm E = m 
então toda w € Am-1 (E) é decomponível. 


Fixados, k,m € N, k > r, seja w uma forma de grau r em R”, tal que f*w = 0 
para toda transformação afim f: Rë — R”, Prove que w = 0. 


Sejam a e b matrizes r x m em x r respectivamene, com r < m. Prove que 
det(ab) = 3" detay - detb;, onde J percorre os subconjuntos com r elementos 
J 


do conjunto {1,2,..., m}. Consegiiência: se u1,..., Um, VI,...,Um E RPI 
então 
det((ui, v;)) = (ui Xe X Um UXX Um). 


Interprete a identidade de Lagrange como uma generalização do Teorema de 
Pitágoras: o quadrado do volume de um paralelepípedo r-dimensional em R” 
é igual à soma dos quadrados dos volumes das suas A projeções sobre os 
subespaços de R™ gerados por r vetores da base canônica. 
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2.4. 


2.5. 


2.6. 


83. 


31. 


3.2. 


3.3. 


3.4. 


Sejam w uma forma de grau 1 contínua no aberto U C R” e A: fa, b]— U um 
caminho de classe C+. Tem-se A*w = fdz, onde f : |a, b]— R é contínua e (dx) 
é a base canônica de R*. Mostre que a integral curvilínea J. wW, definida no 


Capítulo IV, nada mais é do que fe f(x)dz 


Sejam a, 8 formas de grau 1 num aberto U C R? tais que a A 8 £ O em todos 
os pontos de U. Se uma forma w, de grau 2 em U é tal que w ha =w^p=0, 
prove que existe uma função f: U —> R tal que w = f -a ^ b. Se a, ß,w € C! 
então f € Cl. 


Sejam a, w formas de classe C! e de grau 1 em Rê. Se w(x) £ O para todo 
x € R? e a ^w = 0 então a = fw onde f: R? — R é uma função de classe C+. 


Seja w uma forma diferencial C° de grau r num aberto U do espaço euclidiano. 
Se w se anula sobre os vetores tangentes a uma superfície contida em U, o 
mesmo ocorre com dw. 


Para toda r-forma w de classe C* em S” existe uma r-forma Q de classe C* em 
R®+! — {0} tal que O|S” =w. Sem > 1, conclua que toda forma diferencial 
fechada de grau 1 na esfera S” é a diferencial de uma função f: S” — R. 
Em particular, toda forma fechada de grau 1 em S” (m > 1) deve anular-se 
em pelo menos dois pontos. Usando uma vizinhança tubular, estenda os dois 
últimos resultados para toda superfície compacta simplesmente conexa. 


Sejam w uma 1-forma de classe C% em R” e f:R” — R uma função C%, 
com f(x) £ O para todo z € R”. Mostre que d(fw) = 0 se, e somente se, a 
l-forma «a = w — (1/fPdemy em R”"+1 cumpre a condição a A da = w A dw. 
(Considere R” c R”*! definido por zm41 = 0.) 


Seja U C R” aberto. Represente um ponto de U x R pela notação (x,t) = 

(x1,...,Um,t). Toda forma w, de grau r em U x R, escreve-se de modo único 

como w = dt^a+ b, onde a(x, t) = $ ar(x,t)dzr e B(x,t) = X by(av, t)day são 
T J 


formas de grau r— 1 e r, respectivamente. Defina uma transformação linear K, 

que associa a cada forma Va de Tal r em U x R uma forma contínua de 

grau r — 1 em U, pondo (Kw)( =f a (x, t)dt = Eds ar(x, t)dt)dxs . Para 
T 


cada t € R, considere a n it: U — U x R, definida por ix) = (x,t). 
Prove que, para cada forma w, de classe C! em U x R tem K (dw) + d(Kw) = 
ii(w)—io(w). Conclua que, a cada homotopia H : U x [0,1] > V C R”, de classe 
CS, entre as aplicações f,g: U — V, se pode associar uma transformação 
linear L = Ko H*, que leva formas de grau r em V sobre formas de grau r — 1 
em U, de tal modo que L(dw) + d(Lw) = g*w — f*w, para toda forma w, de 
classe C% em V. Daí resulta que, se w é fechada então a diferença g“w — f“w é 
exata. Em particular se o aberto U é C*-contrátil, então toda forma fechada 
de grau > 0 em U é exata. Mais particularmente, isto ocorre com um aberto 
convexo U e, em especial, com o espaço R™. (“Lema de Poincaré”.) (Obs. 
Estenda H a uma aplicação H: U x R — V pondo H(x,t) = H(x,E(t)), com 
o<ée(t)<i, &t)=0Oset<0Oes(t)=Iset>1.) 
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3.5. 


3.6. 


3.7. 


3.8. 


3.9. 


3.10. 
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No exercício acima, substitua U por uma superfície M e mostre que o argu- 
mento se aplica ipsis literis. Mostre ainda que se as aplicações f,g: M > N 
e a homotopia H: M x I — N são próprias e w tem suporte compacto, então 
Fw, g'w, H*w, Kw e dw têm suporte compacto. 


Seja M uma superfície CO. Duas formas a, 8 fechadas, de grau r e classe 
CS em M dizem-se cohomólogas quando a — 8 é exata. Escreve-se então 
a ~ B. Mostre que esta é uma relação de equivalência e que o conjunto das 
classes de equivalência [a] de formas de grau r e classe C° na superfície M 
constitui um espaço vetorial, indicado com a notação H"(M) e chamado o 
grupo de cohomologia de grau r da superfície M. Mostre que toda aplicação 
f: M > N de classe C% entre superfícies induz, para cada r > 0 inteiro, 
uma transformação linear f*: H'(N) > H'(M), tal que (go f)* = f* o g*, 
definida por f*[a] = [fa]. Se f e g são homotópicas em classe C2, então 
f* = g*. Mostre que H"(M) = {0} se r > dim. M. Mostre ainda que a ~ 8, 
a! ~ B => ana ~ BA B', logo o produto exterior de formas induz uma 
aplicação bilinear ([a], [8]) — [a A 8] de H(M) x H(M) em HM), a 
qual torna a soma direta H(M) = HM) € ---. GE H”"(M) (m = dim M) 
uma álgebra associativa e anti-comutativa. Mostre que a transformação linear 
f“: H*(N) > H*(M), induzida por uma aplicação f: M > N de classe CS, 
é um homomorfismo de álgebras. Mostre, finalmente, que se M é conexa então 
HM) tem dimensão 1. 


Seja M uma superfície de classe Cº. Considerando exclusivamente formas de 
classe CX com suporte compacto em M, defina os grupos de cohomologia com 
suporte compacto HE (M) e estabeleça para os mesmos propriedades análogas 
às que foram enunciadas no exercício anterior, supondo porém que as aplicações 
f: M > Ne as homotopias H: M x I > N em questão são próprias. 


Seja p um ponto arbitrariamente fixado numa superfície M, de classe 0%. 
Mostre que a aplicação identidade i: M — M é C*-homotópica a uma apli- 
cação f: M — M que é constante, igual a p, em todos os pontos de uma 
vizinhança de p e conclua que toda forma fechada a de classe CS em M 
é cohomóloga a uma forma 8, também de classe C%, tal que p É supp. 8. 
Conclua que H*(S”) é isomorfo a H*(R”) para todo k=1,2,.... 


Diz-se que duas superfícies M, N, de classe C% , têm o mesmo tipo de homoto- 
pia CS quando existem aplicações f: M — Neg: N>M, de classe C®™ tais 
que go f: M —> M e fog: N — N são C*-homotópicas às aplicações iden- 
tidade correspondentes. Neste caso, f chama-se uma equivalência homotópica 
e g a sua inversa homotópica. Prove que, neste caso, f*: H'(N) — H*(M) 
eg: HM) — H*(N) são, para k = 0,1,..., isomorfismos, um inverso 
do outro. Mostre que a inclusão i: S” — R™+! — {0} e a projeção radial 
p: R”+™!—{0} — S” (definida por p(x) = x /|x|) são equivalências homotópicas 
entre S” e R"*! — {0}, uma inversa da outra. Conclua que os grupos de coho- 
mologia H*(9™) e H*(R™+! — {0}) são isomorfos, para k = 0,1,.... 

Uma função contínua f:R — R, de suporte compacto, é a derivada de uma 
função com suporte compacto se, e somente se, Je f(x)dx = 0. Conclua que a 


aplicação f —> Je f induz um isomorfismo entre H} (R) e R. Daí deduza um 
isomorfismo entre H'(S!) e R a partir da aplicação w —> Ja w. Finalmente, 
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5.1. 


usando a equivalência homotópica entre S! e R? — {0}, reobtenha, de modo 
diferente, o resultado do 810, Capítulo IV, segundo o qual H'(R? — f0)) é 
isomorfo a R e, mais precisamente, uma 1-forma fechada w em R? — {0} é 
exata se, e somente se J xw = 0, onde À é um caminho seccionalmente Cl! em 
R? — {0}, tal que n(à; 0) £ 0. 


Seja (C»)xez uma família de subconjuntos de uma superfície M tal que cada 
compacto K C M tem interseção não-vazia com apenas um número finito de 
conjuntos C). Prove que a família dada é localmente finita. 


Seja (F))xez uma família localmente finita de subconjuntos fechados de uma 
superfície M. Ponha F = UF. Se uma aplicação f: F > R” é tal que f| F 
é contínua para cada À então f é contínua. 


Sejam F fechado, U aberto, com F CU CR”. Prove que existe uma função 
f: R” — [0,1] de classe CX tal que f(x) = 0 para todo z € F e f(x) = 1 
para todo z € R” — U. 


Dado K C R” compacto, prove que existe f: R™ — R de classe CX tal que 
f(x) = O se, e somente se, x E€ K. [Sugestão: Ache abertos U1 D U2 D... 
tais que K = NU;. Para cada i, seja fi: R™ — [0,1] de classe CX, nula em 
K e igual a 1 fora de U;. Tome c; = 1 e ponha 


APADI). 4) 


f=X cafi] 


No exercício anterior, mostre que, dado previamente um aberto U em R”, com 
K CU, pode-se tomar a função f tal que f(R” — U) = 1. 


Para todo subconjunto fechado F C R™”, existe uma função f: R” > R, 
de classe CS, tal que f!(0) = F. [Sugestão: Para i = 0,1,2... sejam 
K; = {xz € F;i < |je| < i+1}, Ui = {x € R”;i— 1 < |r| <i+i1i}e 
fi: R” > R uma função CS tal que f7*(0) = K; e f(R” — U;) = 1. Defina 
f: R” > R pondo, para cada x € R”, f(x) = fo(ax)- fila) cc fila)... 
Note que este produto é localmente finito, logo f € CX. Observe também que 
F0) =U F 0) = UK: =F] 


Seja M = UUV uma superfície de classe C%. Suponha dada uma r-forma w, 
de classe CX na interseção U N V dos dois abertos U,V C M. Mediante uma 
partição da unidade, mostre que existem r-formas a em U e 8 em V, de classe 
C™, tais que œ — B =w em UN V. Se w é fechada, mostre que da e d8 são 
respectivamente as restrições a U e a V de uma (r + 1)-forma y de classe CS 
em M. 


Seja f: X — R” uma aplicação de classe C” (k > 1) num subconjunto fechado 
X C R”. Prove que existe F: R” — R” de classe C* tal que F|X = f. [Este 
fato também é verdadeiro para k = 0 e é conhecido como o “Teorema de 
Tietze”.] 
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Sejam B = B[0,1] c R” e f: B — R” uma aplicação contínua tal que 
f(S"TD) C B. Prove que existe x € B tal que f(x) = x. 


Seja U = {x € R”;|x| < 1). Dê exemplo de uma aplicação f: U > U de 
classe CX, tal que f(x) £ x para todo x EU. 


Seja f: Ré — Rº um difeomorfismo de classe C! tal que f*(dz, A dz2) = 
2dx3 A des e f*(dxz3 A dra) = 1/2dxy A dz2. Prove que para todo conjunto 
J-mensurável X C Rº tem-se vol. f(X) = vol. X. 


Sejam a e 8 duas r-formas contínuas num aberto U C R”. Se fo a= Ia B 
para toda superfície M C U de dimensão r, compacta, com bordo, então a = ĝ. 


Seja w uma forma contínua de grau r num aberto U C R”. Diz-se que w 
é regular quando existe em U uma forma contínua w, de grau r + 1, tal que 
da w = Jon w para toda superfície M, de classe C?, com bordo, contida em U. 
(1) Prove que se w é regular então w é univocamente determinada por w. (2) 
Prove que toda forma regular de grau zero (função) é diferenciável. (3) Sejam 
f,9: R — R funções contínuas quaisquer. A forma w(x, y) = f(x)dx + g(y)dy 
é regular em R? mas pode não ser diferenciável. (4) Se w é regular então © 
também é, com w = 0. (5) A soma de duas formas regulares é regular, e vale 
wrtp=w-+gp. (6) Se w é de classe C! então w é regular e w = dw. 


Uma forma contínua w de grau r no aberto U C R” é regular se, e somente 
se, para todo aberto V, com fecho compacto V C U, existe uma segiiência 
de formas wp de grau r, com coeficientes diferenciáveis, tais que wą > w e 
dwp — © uniformemente em V (isto é, cada coeficiente converge uniformemente 
em V). Conclua que o produto exterior de duas formas regulares é regular e 
wi Awo=w Awa+(—1)wy A2. 


Sejam U, V abertos em R”, f:U — V uma aplicação diferenciável e w uma 
forma regular em V. Então f*w é regular e f*w = fºw. 


Seja M C R? uma hiperfície compacta de classe C2. Prove que, para todo 
x E€ M, a derivada da aplicação normal de Gauss é uma transformação linear 
auto-adjunta y(x): TeM > T;M. Prove ainda que se M é convexa (isto é, 
situada do mesmo lado de qualquer um dos seus planos tangentes) então, para 
todo x € M, os autovalores de y'(x) são > 0. Conclua que a curvatura integral 
de uma superfície compacta convexa é um número positivo. Generalize para 
R”+! em vez de Rê. (A única diferença essencial é distinguir m par de m 
ímpar.) 


Sejam M uma superfície orientada de classe C, f: M — R uma função 
contínua com suporte compacto e w a forma elemento de volume de M. Prove 
que far f>% é o limite das “somas de Riemann” X f(£;) vol(K;) onde & € K; 
para cada i, M = UK; é uma decomposição de M como reunião finita de 
compactos J-mensuráveis sem pontos interiores em comum, e o limite é tomado 
quando a norma da decomposição (maior diâmetro dos K;) tende a zero. 


Considere o cilindro C = f(x,y, z) € R’; £°+y? = 1, 0 < z < 1}. Dados m,n € 
N, corte o cilindro C por m + 1 planos equidistantes, dados pelas equações 
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z =i/m (i=0,1,...,m), obtendo m + 1 círculos horizontais. Subdivida cada 
um desses círculos em n partes iguais, de modo que os pontos de divisão de 
cada círculo se situem sobre os pontos médios dos arcos em que foi subdividido 
o círculo anterior. Inscreva no cilindro o poliedro cujos vértices são os pontos 
de subdivisão dos círculos, e cujas faces são os triângulos isósceles que têm por 
base uma corda horizontal na subdivisão feita e os lados iguais são os segmentos 
de reta que ligam as extremidades dessa corda ao ponto de subdivisão situado 
no círculo precedente ou seguinte na mesma vertical que o ponto médio do 
arco. Tal poliedro tem 2mn faces congruentes; a base de cada uma mede 
2sen(7/n) e a altura mede 4/1/m2 + 4sen! 7/2n. Mostre que lim Ann = 27, 


n>o00 


que lim 4,2, = 271 + 7º/4e que, para todo n fixo, lim Am,n = co. Logo 


m> 00 


não existe lim Am. (“Exemplo de Schwarz”.) 


m,n— oo 


Sejam M uma superfície orientada não-compacta de dimensão m e w uma m- 
forma não-negativa, contínua em M. Uma exaustão de M é uma sequência 
de compactos J-mensuráveis K; tais que M = U K; e K; C int. K;,1 para 
i = 1,2,... . Prove que w é integrável se, e somente se, para toda exaustão de 
M existe lim w. 

i— 00 Ír, 


Seja w uma (m + n)-forma contínua com suporte compacto na superfície ori- 
entada M x N, onde dim M = m e dim N = n. Para cada x € M e cada 


lista de vetores u1,..., Um E€ TrM, defina a n-forma 8 = wz(u1,..., Um) em 
N pondo S(y)(vr,...,un) = w(x, y)(u1,..., Um, U1, Un), para y E Ne 
U1,...,Un E€ Ta N quaisquer. Mostre que 8 é contínua, com suporte compacto, 


o mesmo ocorrendo com a m-forma a em M, definida por 


eloa vim) = [afim um) = [ 8. 


Mea 


Sejam a e 8 formas contínuas com suportes compactos e graus máximos 
nas superfícies orientadas M e N respectivamente. Considere as projeções 
nm: MxN>Menn:MxN> N. Mostre que se tem 


cad CO NGRO] 


Defina uma função f : R? — R pondo f(x,y,z) = (yx? +y2-1)2+2”, mostre 
que todo número real diferente de zero é valor regular de fe que, se0< c< 1, 
o conjunto M = [(x,y,2) € RÌ; f(x,y,z) < c} é um toro sólido, isto é, uma 
superfície compacta tri-dimensional, cujo bordo OM é um toro de dimensão 2. 


Finalmente, prove que 


Seja M uma superfície de classe C em R”. Ponha N = f(x,v) € R? x R”; x € 
M,v € (Ts M)*, 0 < |z| < 1}. Mostre que N é uma variedade com bordo, de 
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dimensão n e classe C*”!. cujo bordo é vi (M), fibrado unitário normal de M. 
Sejam M compacta e k > 2. Tome uma vizinhança tubular Vz-(M) de M em 
R”. Mostre que N é difeomorfa a V-(M). 


Seja w uma m-forma de classe C! num aberto U C R™+!. Dado um ponto 
q € U, indiquemos com S(r) a esfera de centro x e raio r > 0, e com B(r) a 
bola correspondente. Prove que, se fer,...,em+1 é a base canônica de R”*! 
então vale 


1 
w(a)(e1,...,em+1) vol B(r) Le j 


Conclua que w é fechada se, e somente se, para todo domínio compacto D C U 
com bordo ðD de classe C? tem-se Jap w=0. 


Sejam F: U — R? um campo de vetores CS no aberto U C R? e M CU 
uma superfície CS tal que F(p) = O para todo p € M. Prove que, para todo 
p € M, tem-se rot. F(p) € ToM. 


Seja D C R? um domínio compacto com fronteira regular. Dada F: D — R? 
de classe C°, com F(x) = (f(x), g(x)) tem-se fpdet. F'(x)dr= fap f dg. 


Seja M uma superfície orientada. Se um difeomorfismo f: M > M é C2 
homotópico propriamente à identidade então f preserva orientação. 


Seja w uma forma de classe CS e grau 2 em R?, tal que dw Æ 0 em todos os 
pontos da bola unitária aberta de R?. Mostre que existe algum ponto xo da 
esfera unitária de R? com w(xo) Æ 0. 


Seja f: U — R” de classe C? no aberto U C R”. Indique com J(x) = 
det. f'(x) o determinante jacobiano de f no ponto x € U. Suponha que D C U 
é um domínio compacto com fronteira OD de classe C2. Se f(x) = 0 para todo 
x € ðD, mostre que fp J(x)dx = 0. 


Se m é par, então toda forma contínua de grau 1 sobre a esfera S” deve 
anular-se em algum ponto. 


Se m é par, toda forma contínua de grau m— 1 sobre a esfera S” deve anular-se 
em algum ponto. 


Seja v: S™ — R™+! um campo contínuo de vetores (não necessariamente 
tangentes) na esfera S”". Se m é par, existe pelo menos um ponto x € S” tal 
que v(x) = à- z, com A E R. 


Uma função f: U — R, de classe C? num aberto U C R”, chama-se harmônica 
2 
quando Af =» 2 = 0 em todos os pontos de U. Prove que f é harmônica 
Ti 
se, e somente se, para todo domínio compacto com fronteira regular D C U 
of of aD 
==> = 0 onde ==: ƏM > R é a derivada de f na direção de N, 
om ON ƏN = M f s 
normal unitária exterior a OM. 


tem-se 


Sejam u,v: U — R funções de classe C? no aberto U C R”. Seja DC U um 
domínio compacto com fronteira regular. Aplicando o Teorema da Divergência 
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Ío div. F = a (F, N) ao campo de vetores F = u- grad. v obtenha a primeira 
fórmula de Green: 


Í [uÃv + ( grad. u, grad. vẹļdxz = / u =—. 
D 


Usando esta fórmula com u = v, conclua que se u é uma função harmônica que 
se anula no bordo ðD então u é identicamente nula em D. Noutras palavras: 
duas funções harmônicas que coincidam no bordo ðD coincidem em todo o 
domínio D. 


Obtenha a segunda fórmula de Green: 


ðv ðu 
[tv-u anas f C-z) 


nas mesmas condições da primeira fórmula. 


Seja D um domínio compacto, conexo, com fronteira regular em R™. Duas 
funções harmônicas u, v, (definidas num aberto contendo D) que possuam 


as mesmas derivadas normais a = a no bordo ðD, diferem por uma 


E 2 Ay u cs 
constante em D. Em particular, se u é harmônica e ƏN É 0 em ðD então u 


é constante em D. [Isto significa que se D é um sólido termicamente isolado, 
a única distribuição estacionária de temperatura em D é a constante.] 


P Re : du = ; 
Nas condições do exercício anterior, se ƏN > 0 em ðD então u é constante 
em D. 


Se u é harmônica num domínio compacto D C R? com fronteira regular OD = S 
e xo é qualquer ponto de D então 


CEES] Le OU Do Tas 


47 £ — £o| ðn ` ðn |x= xol 


1 


——— no domínio D — B(xo;c), e faça 
|z — zol 


Sugestão Use 8.12 com v(x) = 


e= 0] 


Seja A C R” um domínio não-compacto, cujo bordo é uma hiperfície compacta 
04. Seja u: A — R uma função harmônica tal que |z| - u(x) e |z|? - grad. u(x) 
são limitadas em A. Prove que se u (ou du/ON) se anula em ðA então u é 
identicamente nula. 


Seja D um domínio compacto, simplesmente conexo, com fronteira regular. 
Um campo de vetores de classe C! em D, com rotacional e divergência nulos, 
é o gradiente de uma função harmônica em D. Conclua que dois campos de 
classe C! em D, que têm a mesma divergência, o mesmo rotacional e iguais 
projeções sobre a normal exterior a OD, são iguais. 

Sejam u,v: U — R harmônicas no aberto U C R”, no qual está contido um 
domínio compacto conexo D, com fronteira regular OD. Seja h: OD — R uma 


o contínua não-negativa. Se = + hu = 3N +hv em OD então u = v 
em D. 
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Seja B C R” uma bola fechada com centro O. Mostre que a aplicação de 
inclusão i: R®” — B > R” — {0} induz isomorfismos i*: H" (R™ — B) > 
H'(R” — {0}) para k = 0,1,2,.... 


Para todo m>2, considere as transformações lineares Am: HR” — {0}) — 
R, Bm: HE(R”) >R, Cm: H” (S™) > R, definidas por Am : |w] = fg w, 
onde S é qualquer esfera de centro 0 em R”, Bm: [w] = fem w e Cm- [o] = 
Jf m wW. Prove que cada uma das afirmações abaixo implica a seguinte: 


1) Am é um isomorfismo; 3) Cm é um isomorfismo; 

2) Bm é um isomorfismo; 4) Am+1 é um isomorfismo. 
Daí conclua, por indução, que todas as afirmações acima são verdadeiras, qual- 
quer que seja m. 
[Sugestão: Para provar que (1) > (2), seja w uma m-forma C% com suporte 
compacto em R”, tal que dw = 0 e Sia w = 0. Pelo Lema de Poincaré, existe a 
de grau m— 1 em R”, com da = w. À forma a pode não ter suporte compacto. 
Seja, porém, B uma bola fechada de centro 0, cujo interior contém o suporte 
de w. Ponha S = ðB. Pelo Teorema de Stokes, Jsa = 0. Segue-se então 
de (1) que existe uma forma 3, de grau m — 2, em R” — B, tal que d8 = a 
no complementar de B. Sejam D uma bola de centro 0, contendo B em seu 
interior, e €: R™ — R uma função C% , igual a 1 em R” — D e igual a zero em 
B. Tome y = ¿- 8 em R™ — B e y = 0 em B. Então y = a — dy tem suporte 
compacto e é tal que dọ = w.] 


Admita que a superfície N C R?, de classe C*, possui uma vizinhança aberta 
V, na qual está definida uma retração m: V — N, de classe C*. Mostre que 
toda aplicação contínua f: M — N, definida numa superfície M de classe C*, 
é homotópica a uma aplicação g: M — N, de classe C*. (Sugestão: Para cada 
x € M, seja e(x) = dist (f(x), R? — V). Obtenha g: M — N de classe C*, 
tal que |g(x) — f(x)| < e(x) para todo x € M e defina H: I x M —> N pondo 
H(t, x) = n(1—t)f(x)+tg(x).) Mostre ainda que, neste caso, se duas aplicações 
f,g: M > N, de classe C", são homotópicas então elas são C*-homotópicas. 


Ainda admitindo (para M e N) a hipótese feita no exercício anterior mostre que 
se M e N têm o mesmo tipo de homotopia Cº então elas têm o mesmo tipo de 
homotopia C*. Conclua que se duas superfícies C* são homeomorfas então 
seus grupos de cohomologia (respect. grupos de cohomologia com suportes 
compactos) são isomorfos. 


Se m = 2k — 1 é ímpar, mostre que a aplicação v: S” — R”*! dada por 
V(£1,..., m41) = U(x1,..., 2h) = (—x2,21,...,— Tok, T2k—1), 


é um campo de vetores tangentes a S”, de classe CX, sem singularidades. 


Um homeomorfismo local f: M — N é uma aplicação própria se, e somente 
se, é uma aplicação fechada. 


Todo difeomorfismo de classe C* de uma superfície conexa é C"-isotópico a 
um difeomorfismo que deixa fixo um ponto pré-determinado em M. 
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Se m é ímpar e f: S” — N é uma aplicação de classe C! (tomando valores 
numa superfície conexa orientada de dimensão m) tal que f(—x) = f(x) então 
o grau de f é um número par. 


Todo difeomorfismo C% que preserva a orientação de R” é CS-isotópico à 
identidade. [Reduza ao caso de um difeomorfismo f: R™ — R” tal que f(0) = 
0. Defina uma isotopia H: I x R” — R” entre f e sua derivada f'(0) pondo 
H(t,x) = f(tx)/t se t # 0 e H(0,x) = f(0) - x. Em seguida, estabeleça uma 
isotopia entre f'(0) e a identidade, usando o Apêndice à seção 10.] 


Seja w uma forma contínua de grau 1 em R? tal que w(x) v = 0 sempre que 
|z| = 1 e (v, £} = 0. Prove que existe x € Rê tal que |z| < 1 e w(x) = 0. 


Seja D C R”+! um domínio compacto com fronteira regular. Suponha dada 
uma aplicação F: D — R”*! de classe C!, com F(0D) c R”+! — {0}. Dado 
arbitrariamente € > 0, mostre que existe G: D — R”*1 de classe C! tal que 
0 ¢ G(0D), |G(x)— F(x)|< e, |G'(x) — F'(x)| < £ para todo x € D e todos 
os zeros de G são simples. 


Sejam F: U — R” contínua, de classe C? no aberto conexo limitado U, 
E: V — U um homeomorfismo tal que ¿|V é um difeomorfismo de classe C° 
do aberto V sobre U e À: R™ — R” um difeomorfismo, ainda de classe C°. 
Prove que gr(ho Fo £, V, A(y)) = tgr(F,U,y) para todo y ¢ F(U), onde o 
sinal é + se, e somente se os determinantes jacobianos de é e À têm o mesmo 
sinal. 


Seja v um campo de vetores tangentes a uma superfície M C R”. Uma sin- 
gularidade de v é um ponto x € M tal que v(x) = 0. Seja a € M uma 
singularidade isolada de um campo v, de classe C? na superfície M, de classe 
C?. (Isto é, v(x) £ 0 para todo x a suficientemente próximo de a.) Tome 
uma parametrização Y: Vo > V de classe Cê, que se estenda a um homeo- 
morfismo de Vo sobre V, onde V C R” é uma bola de centro na origem, e 
tal que a € V seja a única singularidade de v em V. Defina o índice da sin- 
gularidade a pondo ind(v;a) = gr(F, Vo,0), onde F: Vo — R” é definida por 
F(x) = px) |. v(p(x)). [Note que, para todo x € Vo, y'(x) é um isomor- 
fismo de R™ sobre Tu(s)M.] Se Y: Wo — W for outra parametrização do tipo 
acima, o índice terá uma nova expressão ind(v;a) = gr(G, Wo, 0), onde, para 
todo y € Wo, tem-se G(y) = E (y)”!. F(E(y)), sendo £ = y”* o y a mudança 
de parametrização. Obtenha uma homotopia entre G e a aplicação Go, dada 
por Go(y) = €(0) !. F(£(y)), e conclua que o índice da singularidade a não 
depende da parametrização usada para definí-lo. 


Dada uma superfície compacta M C R”, de classe CO, seja e > 0 tal que 
dois segmentos de reta fechados, de comprimentos < £, normais a M em dois 
pontos distintos quaisquer de M sejam disjuntos. O conjunto N, reunião de 
todos esses segmentos de reta fechados, normais a M em todos os seus pontos é 
uma superfície compacta n-dimensional com bordo. Sejam: N — M a retração 
CS que associa a cada ponto y € N o pé do único segmento normal a M que 
o contém. Dado um campo de vetores tangentes a M, de classe CX, com 
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um número finito de singularidades, estenda-o a uma aplicação F: N > R”, 
de classe CX, cujos zeros são precisamente as singularidades de v e tal que, 
para todo y E€ ON, o vetor F(y) aponta para fora de N. [Ponha F(y) = 
v(m(y) + (y — m(y)).] Mostre que gr(F,N,0) é igual ao grau da aplicação 
normal de Gauss y: ON — S"T!. Por outro lado, mostre que gr(F,N,0) 
é igual à soma dos índices das singularidades de v em M. [Para ver isto, 
considere, em torno de cada singularidade, uma pequena bola B; que não 
contenha outros zeros de F. Então N — U B; é uma superfície com bordo e 
gr(F, N — U B;,0) = 0.] Conclua que a soma dos índices das singularidades de 
v não depende do campo v. Tal soma chama-se a característica de Euler da 
superfície M. 


Mostre que se M C R”*! é uma hiperfície (orientada) compacta com m par 
então o grau da aplicação normal de Gauss y: M — S” é igual à metade 
da característica de Euler de M. [Considere N como no exercício anterior e 
observe que ON consiste em duas cópias de N tais que, em cada uma delas a 
retração t: ON — M é um difeomorfismo que preserva orientação.] 


Defina, na esfera, S”, o campo de vetores “norte-sul” pondo, para cada x € 
S”, v(x) = projeção ortogonal do vetor —em+1 = (0,...,0,-1) sobre o 
plano tangente a S” no ponto x. Verifique que v é de classe CX, possui 
duas singularidades uma de índice 1, outra de índice (—1)”, e conclua que a 
característica de Euler de S” é zero quando m é ímpar e igual a 2 quando m 
é par. 
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